ESERCIZI “ In successione..... ?

sin £ z € [0, nm]

1) Sia fu(w) = {é T >nm

a) /0+OO liTrbn fo(z)de = liin /0+00 fn(x)dx

1 1
b) /0 1171Ln fn(z)de = llrrtn/0 fn(z)dz

+oo n2 +o0 n?
2) Direse lim ———dz =lim ———dz . Dimostrare I’affermazione
—o M TN n ¢ +n

sia con un conto diretto che con 'uso di qualche teorema appropriato.

. Dire se sono vere

n’z € [0, %]
3) Sia fn(z) =< 2n —n’x e[L 2],
0 T € [% 1]

1
Vale / lim f,,(z)dz = lim / fn(z)dz ? Perché non sono applicabili i
n n

0 0
teoremi della convergenza dominata e della convergenza monotona?

4) Dire se sono vere le seguenti affermazioni:
1
i) f > 0 misurabile = limn/ flz)dz =0
0
1 w
ii)f > 0 misurabile e / f(z)dz < +00 = lim/ flx)dz =0
0 " Jo
iii) f > 0 continua in (0,1) = lim,, /n f(z)dz =0
0
1
iv) f > 0 continua in [0,1] = limn/ f(z)dz =0
0
1

1
5) Sia fn(z) = n?z(1 — z2)" . Calcolare / lim fp(z)dr e lim [ f,(z)dx ;
n n 0

spiegare perche non si applicano i teoremi della convergenza dominata e
della convergenza monotona.

6) Calcolare



10)*

11)
12)

1
ii) lim/ e~ dy (R: 0)
n Jo

! dz
iii) lim / — 2 dr (R: —o)
n Jo n(2+sin)Inz

ntl gsinz
vi) lim/ dz (R:0)

$2

0 z<0,z2>1
Sia f(z) = { n’z z€(0,7) .

— T €[%,1)

\/5 n27

Verificare che lim [ |f,(z) — fm(z)| dz = 0 (cioeé la successione f, & di
n,m [
Cauchy nella norma ||g||p1(r) = / lg(z)|d).
R

Calcolare lim / fn , sia direttamente che con 1’uso di qualche teorema
n
R

appropriato.

SiaA:{:cG[O,l],xZZfO—"n,an¢7Vn€N}.

n=0

Dimostrare che la misura di A & nulla.

Sia N un insieme di misura nulla. Mostrare che I'insieme
N*={2®, z € N'} ha misura nulla.

Dire se l'insieme dei numeri irrazionali di R si pud scrivere come inter-
sezione numerabile di aperti. Notazione: un insieme che & un’intersezione
numerabile di aperti si suole chiamare G5 ed un insieme che & un’unione
numerabile di chiusi si suole chiamare F,.

L’esercizio puo essere quindi enunciato cosi: ’insieme dei numeri

irrazionali di R ¢ un Gs ?



