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Introduzione

LE IDEE FONDAMENTALI DEL CALCOLO DIFFERENZIALE E INTEGRALE

Il nostro mondo sara l'insieme dei numeri reali, denotato con R.

Non mi dilunghero nel racconto della costruzione di tali numeri, cominciando dai na-
turali, passando agli interi ed ancora ai razionali fino a raggiungere gli irrazionali, né mi
dilunghero nelle varie descrizioni di tali numeri, anche se devono essere ben chiare le loro
proprieta e la loro rappresentazione decimale. Chi ha dei dubbi sulla veridicita o falsita di

affermazioni come

deve assolutamente aggiornarsi. In generale in questo corso non sono ben accette regolette
mnemoniche prive di giustificazioni, ma sono sempre apprezzate idee, ragionamenti e conti,
anche se informali. Ma diamo una risposta alle tre affermazioni. Nella notazione decimale,

il numero 0.9 significa

00=0999999.. =2+ 2 . 9 . _gfLt, 1 1
R 10 100 0 1000 0 T T\10 0 102 103

Cerchiamo di trovare un’espressione generale per il calcolo di somme di questo tipo (co-
minciamo con una somma finita e affrontiamo dopo il problema della somma con infiniti
addendi). Sia

k
Sk(@=q+C++... +d"=> "
n=1
Abbiamo
k+1
@Sk(@Q) =@+ + ..+ + =D "
n=2
e quindi

da cui, per g # 1,

k+1
q—dq
Sk (q) = = -
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Nel nostro caso ¢ = 1/10. Abbiamo

1 1\ k+1 1\ k+1
RUNND S SRS SN SN €)M S €:),
10 102 103 777 10k 1-%0 1—% 9 9

Resta da capire che cosa succeda quando k diventa sempre piu grande (diremo: quando k
tende all’infinito).

Osservando che il termine (1/10)* si fa sempre pitt piccolo con 'aumentare di &, cioé

1 k
kgr-{loo <10> =0

(formalizzeremo questo concetto in seguito), avremo

Notiamo che questi conticini ci fanno anche capire che i numeri decimali finiti o periodici

sono numeri razionali, cioé del tipo
a
b

Il viceversa ¢ facile: basta fare la divisione tra a e b e osservare che i resti ad un certo punto

, a,binteri, b # 0

devono per forza ripetersi.

Bene, introduciamo ora un concetto che ci accompagnera lungo tutto il corso: il concetto
di funzione. Fissati due sottoinsiemi A e B di R, chiameremo funzione f da A in B una
qualunque relazione che associa ad ogni elemento z € A uno ed un solo elemento y € B.

Scriveremo

f:A—B

zr—y = f(z)
L’insieme A si chiama dominio di f, I'insieme B codominio. L’insieme f(A) = {f(z) :
r € A} ={y € B:3x € Acon f(x) = y} si chiama immagine di f. L’insieme G(f) =
{(z, f(z)) e R xR, x € A} si chiama grafico di f.

Ci sono pit modi per descrivere una funzione: spiegandola verbalmente o tramite una
tabella o ancora tramite un’espressione analitica. Non sempre sard possibile passare da
una descrizione all’altra, ma spesso sara utile ed interessante.

Per fare un semplice esempio, consideriamo la seguente situazione, espressa verbalmen-
te: Genoveffa ha speso 4 € per una tessera che le permette di spendere solo 2 € ogni volta
che va a vedere un film. Lei vorrebbe sapere quanto avra speso dopo un certo numero di
film. E chiaro che la spesa ¢ una funzione del numero di volte  che Genoveffa andra al

cinema. L’espressione algebrica di tale funzione é

Spesa =S (z) =4+ 2z
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Ecco invece una tabella della spesa e un suo grafico per vederne I’andamento:

y
A "
18 — b
164 T numero di | spesa
14 =
T volte z | S (z)
w 12 e
g 0 4
s 07 T 1 6
d 8- .
= .1 . 2 8
4] ® y=4+2x 3 10
2 -
T T T T T T |
0 1 2 3 4 5 6 7 X

numero di volte

Ci sono molte domande interessanti che si possono porre riguardo alle funzioni. Fa-
ro adesso una chiacchierata piuttosto informale, lasciando per dopo una trattazione piu

rigorosa.

AD ESEMPIO

1. Se z indica il tempo ed f(z) la posizione di

y
un punto mobile all’istante x, la velocita media di A
questo punto tra z; e 2 € 7
A spazio x9) — f (x 2
velocita media = P = f (@) = f (1) =
A tempo To — T1
Questa quantita ¢ chiamata rapporto incre- ol J T >X
X X2
mentale.

Ci si puo allora chiedere come ottenere la velocita
istantanea V (x) al tempo = = 1. Essa sara ottenuta prendendo la sua velocita media tra
x1 ed zo e cercando di capire che cosa succede man mano che xo si avvicina ad z1. Si

calcolera quindi
V(1) = lim f(x2) = f (21)

T2—T1 o — I

Chiameremo tale valore derivata di f in z; e lo denoteremo con f’(z1).
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yT 2. Se invece la parte di piano 0 <z < b, 0 <y <
M M ¢é un muro ed il grafico di f crea una decorazione
che divide il muro in due zone che si vogliono colorare
diversamente, prima di comperare il colore ci si deve
chiedere quanto misurino le due aree. Supponiamo
di voler determinare I’area del sottografico di f(x),

cioé la zona

S ={lzy): 0<2<b,0<y < f(z)}

Definiremo 'area di S(f) (che denoteremo con A(b)) mediante approssimazioni successive
con aree di opportuni rettangoli, migliorando via via ’approssimazione riducendo le basi

di tali rettangoli ed aumentandone quindi il loro numero n come in figura:

o\ o\
M M
-
0 b X 0 b X

Sara

AG) = Tim > F ()
k=1

n—-+00

dove z € un punto nella base del k-esimo rettangolino.

E ancora: se A(x) ¢ 'area quando ci si ferma ad un livello z < b ci si pud chiedere che
relazione c’¢ fra f(z) e A(x). Questa a prima vista parrebbe una domanda meno pratica,

ma in realtd vedremo che non & cosi. Dimostreremo che

Notiamo che gia da subito risulta evidente che un concetto chiave ¢ il concetto di limite.
In effetti tale concetto fa parte delle fondamenta dell’analisi matematica.

Ma continuiamo con le domande. Nel primo esempio ci si puod chiedere in quale tempo
il punto raggiunga la sua quota massima e nel secondo esempio ci si pud chiedere in che
parti il decoro é convesso. A tutte queste domande cerchera di dare una risposta la prima
parte del corso, ma prima di formalizzare meglio tutti questi concetti, facciamo una pano-

ramica di queste problematiche con una funzione particolare nota a tutti: f(z) = 22. Tale
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panoramica sara d’aiuto anche per recuperare conticini magari caduti nel dimenticatoio o

forse mai fatti.

La funzione f(x) = 2

Osserviamo innanzitutto che f(—z) = (—z)? = 22 = f(x) e quindi il grafico di f ¢

simmetrico rispetto all’asse y (si dice che la funzione ¢ pari).

Ci possiamo quindi limitare a studiare questa funzione per v
x> 0.

Poiché 0 < z1 < 2o = 2% < 23, f(x) ¢ strettamente

crescente per x > 0: notiamo anche che
O<z<l=a’<z

r>1 = 22>x

)

e quindi il grafico di f(z) = 22

Siamo abituati a disegnare il grafico di f(z) = 22 cone una

curva convessa (parabola). Vediamo di giustificare questo

0

T >
1 X

é contenuto nella zona ombreggiata in figura.

fatto, cioé di vedere che Vz1,z9 € R, 21 < x9, si ha iy
r(z)> f(x) Ve (x,x9), =

dove y = r(z) ¢ la retta passante per i punti (x1, f(z1)),

(2, f(z2)) (questa ¢ la condizione di convessita). Comincia-

mo con lo scrivere I'equazione della retta per (1, z?), (w2, 23); ]

tale equazione é del tipo ~

y_ylzm(x_xl)u

T T —
X

X %

dove m ¢ il coefficiente angolare della retta, (x1,y;) il punto nel quale vogliamo che passi

ed (x,y) un generico punto di essa. Nel nostro caso

22 M
m= 2" L 1) (z2 + 21)

= =T2+ 21

T2 — T To—T1

e quindi 'equazione della nostra retta y = r(x) ¢ data da

y— i = (v2+ 1) (v — 11)
In definitiva la nostra retta é il grafico della funzione

y=r(z)= (2 + 1) (x — 1) + 22

Dobbiamo verificare che r(z) > f(x)Vz € (x1,22) (ovviamente r(z1) = f(x1), r(z2) =

f(z2)). Deve essere
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2

(29 + x1) (z — x1) + 27 z° Va € (x1,22)

2% — o2

(xa + x1) (x — 1)
«— perché x > x1

T+ T2 T+ 21

V <& V & V < V

T2 x vera

Quindi il grafico di f(x) = 22 ha ragionevolmente I’aspet-
to della figura a lato. Ritorniamo ora alla pendenza della

retta y = r(x), che era
m = xi + I2;

se facciamo ora x9 tendere a 1 (tenendo X1 fermo) otteniamo 1

lim m = 2z 1 1 *
To—T1

La retta passante per il punto (z1,23) di pendenza m = 2 si chiama retta tangente al

grafico di f(x) = 22 per il punto (z1,2?); la sua equazione &
y — 3 =2z (z — x1)
e viene denotata con y = T'(x), cioé
T (z) = 221 (x — 21) + 2% = 2210 — 27

v Notiamo che la pendenza m = 2z della retta tangente crescera al
e crescere di x1 e quindi la tangente si va verticalizzando al crescere di
x1; questo € coerente con quanto abbiamo visto riguardo la convessitl
di f(z) =22

In generale, quando si puo parlare di retta tangente, si dimostra

of 1 TTx che la condizione di convessita si pud anche esprimere dicendo:

f & convessa se G (f) sta sempre sopra ogni sua retta tangente.

(G(f) denotera d’ora in poi il grafico della funzione f)



11 Introduzione

Vediamo ora 1’errore
y
E(x—x1)=f(z) - T (2); A

si ha
errore

E(x—x1) =2°— (2212 — x%) = (z —11)?
Tale errore gode della seguente importante proprieta:

fm 202 o F@O=T@ 2o

T—=r1 T — X1 T—x1 T — T T—x1 X X x

2
X -

N
0

T T -

proprieta che vedremo essere valida in generale ogni volta che approssimeremo una funzione

f(x) con la sua retta tangente (sempre che di retta tangente si possa parlare...)

Siamo adesso interessati a calcolare A(b), dove in generale A(z), |
x > 0 & 'area indicata nella figura a lato. E' =
A®
Useremo prima un modo elementare, gia noto agli antichi greci, e lo
confronteremo con un metodo molto interessante e utile, estremamente ——
0 X
pitl pratico, soprattutto quando lo applicheremo in casi di funzioni pit
generali.
I PrIMO MODO. Dividiamo [0,b] in n intervallini
uguali
k—1)b kb
|:(n), n:| 5 k:1,2,...,n
0 2'b ! k'b ! % ed approssimiamo A(b) (per eccesso) con I'area della
1l
=2 e 22 —p
a n n scaletta in figura; poiché I'area del k-esimo scalino &
b (k-1b  (n-1)b
! 5 5 b (kb\® kP
base X altezza = —|(— | =—5,
n\n n

I'area totale della scaletta sara

"L D
P s DL
k=1 k=1

Il problema é quindi quello di calcolare la somma
n
YR =142 43+ 40
k=1
Per fare cio avremo bisogno di calcolare anche

n
Zk:1+2+3+...+n
k=1



Introduzione

Useremo in tutti e due i casi un ingegnoso trucchetto.

Cominciamo con il calcolare quest’ultima sommatoria. Partiamo dall’uguaglianza
(k+1)> =k + 2k +1;
Sommando le n uguaglianze che si hanno al variare di k,
k=1,2,3,...,n—1,n

otteniamo

3

(k+1)° Zk2+22k+21
k=1 k=1

il che é equivalente a
n

(k+1)2 Zk2—22k+n

Da quest’ultima si ricava 2 Zk:l k= (n+ 1)2 —n—1=n(n+1) e quindi

??‘

3

n(n+1)
2

k=
k=1

Ora, per calcolare la sommatoria dei k? ripercorriamo la stessa strada:
(k+1)° =k3 4+ 3k2 + 3k + 1

e quindi, come prima

> (k+1) Zk3+32k2+32k+21
k=1 k=

Cioé, ricordando la soluzione ottenuta per la sommatoria dei k,

n

Z(k+1)3—§:k3:3§:k2+3W+n,
k=1 k=1

k=1
il che é equivalente a

(n+ _1—3Zk2 n+1)+2n

Da quest’ultima si ricava

n 2
3 K2 = (n—i—l)?’—l—w
2n3 + 6n% + 6n+2=—2 — 3n% — 5n
2
3 +2n2 +n?+n
2
2n2(n+1)+n(n+1)
2
(n+1) (2n* 4+ n)
2
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e quindi

~ 5, nm+1)(2n+1)
ZkQ_ 6

k=1

Tornando ora alla nostra approssimazione per eccesso dell’area A(b), abbiamo che

b & v’ n(n+1)(2n+1)
A(b) < $Zk2:—
k=1

n3 6

E intuitivo che 'approssimazione si potra far diventare tanto accurata quanto vogliamo

prendendo n sufficientemente grande; notiamo che

b nn+1)2n+1) b n+1 2n+1

n3 6 6 n n
=—(1+— 2+ — —_— — 2= —
s (1+5) (2 3) c2=
Concludiamo cosi che s
b
A = —.
)=

Vediamo ora di ricavare A(b) percorrendo una strada meno faticosa senz’altro piu sti-
molante. Ci proponiamo di determinare la funzione A(z), z > 0. Ovviamente A(0) = 0.
Per determinare A(x) calcoliamo la sua velocita di variazione in funzione di x (che per
facilitare 'interpretazione fisica puod essere pensata come tempo). Abbiamo gia visto che
la velocita media della quantita A(x) nell’intervallo (x,z + h) & data dal rapporto

A(x+h)— A(x)
h

e che ¢ ragionevole pensare che la velocita istantanea di A(z) nell’istante x sia data da

A(x+h)— A(x)

/ 7
A'(z) = Jim

(notiamo che numeratore e denominatore tendono a zero).

Per calcolare questo limite osserviamo che (h > 0)

"\
ha? < Az +h) — A(z) < h(z+ h)? x4 by
e quindi
22 < A(a:—f—h})L—A(a:) < (a:—l—h)2
(analogo conto lasciato al lettore per h < 0).
Pertanto
x2§limA($+h)_A(x)§x2, cioé \0 J >
h—0 h X x+h
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A (z) = 2?

A questo punto, della funzione A(z) sappiamo che
{ A0)=0
A(z) =22 V>0

L’intuizione fisica ci dice che quello che sappiamo dovrebbe determinare completamente la
funzione A(x) (tutto questo perd dovra essere in seguito giustificato rigorosamente).

Consideriamo la funzione F(z) = x3/3; ovviamente F(0) = 0 = A(0). Calcoliamo la
velocita F'(z) di F(x).
F(x+h)—F(x)

F = i
() hli% h
3,3
— lim (x+h)” —x
h—0 3h
223 o $3
= h = i
Fmrahe B0 3 (z —x)
23— g3
= lim

Z—x 3(z—1)

23 —z3 | z—x
2 2%z 22+ x4 22
/2 —z3
2r  —x’z
/ —x%z -z
—z2z -z
/ /

Quindi
3 /!
F'(z) = <m3) = 2?

{ F(0)=A(0)=0

Abbiamo cosi che

F'(z)=A"(x) =2% V2 >0

Se la nostra modellizzazione della velocita istantanea é corretta, dobbiamo concludere che
A(x)=F(z) Vx>0

cioé che
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Ax)=— Vx>0

In particolare A(b) = b3/3, risultato che avevamo gia ottenuto con il primo metodo. La

quantita A(b) si indica usualmente con

e si chiama integrale di f(z) = 22 nell’intervallo (0,b). La funzione A(x) verifica A’(x) =

f(x), Vz: una funzione con questa proprieta si dice una primitiva di f(z).
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Capitolo 1

Il concetto di limite

1.1 Introduzione ai limiti

Dopo aver fatto questa lunga introduzione ed alla luce di quanto visto nelle esercitazioni
(le funzioni pit semplici, 2P, |z|, sinz, cosz, ecc., i loro movimenti e le loro proprieta) é
arrivato il momento di introdurre il concetto di limite, derivata e quant’altro in maniera

pitu formale e generale.

IL CONCETTO DI LIMITE

La scrittura

lim f(z)=1|, analogamente la scrittura | f (z) =—% 1|,
T—T0

esprime il fatto che, se si prende x sufficientemente vicino ad xg (ma x # xg), il valore
f(x) diventa arbitrariamente vicino al numero . Osserviamo che non ¢ affatto necessario

che la funzione f sia definita in zy (ad esempio la funzione

x 0<xr<1
f<m)_{2a:—1 1<a<?2
aj—>1

non ¢ definita in = 1, ma vale f (z) —— 1). In maniera piu precisa:

Definizione. Sia f una funzione definita in un intorno di xo. Diciamo che

lim f(x)=1

T—x0

se e soltanto se, comunque scegliamo un intervallo I; centrato in l, piccolo quanto vogliamo,

¢ possibile trovare un intervallo Jy, centrato in xo tale che

f(x) e, Ve € Jyy, x # x0

17
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Ponendo I; = (I —€,l+€) e Jy, = (x0— 0,20+ 9)

1 la definizione ¢ del tutto equivalente ad una piu

amata/odiata, comunque pitl usata, che ¢ la seguente

Definizione. Sia f una funzione definita in un

intorno di xg. Diciamo che

A o lim f(z)=1
0 T—X0

se e soltanto se, per ogni € > 0, é possibile trovare

6 > 0 tale che

O0<|z—zo| <d = |f(x)—1Il<e

OSSERVAZIONE IMPORTANTE Una funzione che ha limite finito in un punto ¢ limitata

in un intorno di quel punto. In linguaggio matematico

lim f(z)=1= 3IM € R, 31, tc. |f(x)| < M Vx € I,

r—T0

Valgono alcune prorieta dei limiti che sono molto naturali e che si riveleranno utilissime.

Elenchiamo tali proprieta di seguito. Supponendo lim f(x) =1le lim g(x) = ¢ si ha
T—T0 T—T0

1.

lim [f (2) + g ()] = 1+

T—T0

A [f(2)-q(2)]=1-g
i 1@ _ 1
v—w0 g () ¢

(supposto ¢ # 0)

Teorema (Teorema dei carabinieri). Siano f, g, h tre funzioni definite in un intorno

di xq tali che

f(x) <h(z) <g(x)

in tale intorno e tali che lim f(z) = lim g(x) = I; allora esiste lim h(z) e vale
T—T0 T—T0 T—T0

lim h(x) =1.

Tr—X0

. Se p(z) ¢ limitata in un intorno di g (cio¢, se |p(z)| < M Vz € I,,) e lim f(z) =0,

T—xo
allora

lim f(z) ¢ (z) =0

T—X0



19 1.2 Funzioni continue

Facciamo ora un paio di osservazioni molto utili:
OSSERVAZIONE 1

f(z) < g(x) Vo € I;; = lim f(x) < lim g(z) ;

T—xQ T—T0

per i limiti pud non valere il <, si pensi ad f(z) = 22, g(z) =22% , 20 =0
OSSERVAZIONE 2

lim g(x) =1= lim |g(z)| =I] :
T—T0

T—T0
basta osservare che || f(z)| — |I|| < [f(z) — .

. . o . . 1
Notiamo che in generale non vale il viceversa: si pensi a g(x) = { 1 i z 8 .

Il viceversa vale nel caso particolare di xzg = 0.

1.2 Funzioni continue

Avendo a disposizione il concetto di limite possiamo introdurre quello di funzione
continua:
Definizione. Sia f : [a,b] — R; diciamo che f é continua in z¢ € [a,b] se

lim f(z) = f (z0)

T—T0

Se f & continua in ogni punto del suo dominio diciamo semplicemente che f é continua.

Usando il linguaggio informale si potrebbe dire che una funzione é continua in g quando
f(z) diventa arbitrariamente vicina ad f(z¢) a patto di prendere x sufficientemente vicino
ad xg. Oppure: f(x) cambia di poco quando si cambia di poco il valore di z.

Con gia in mano le proprietd dei limiti é banale osservare che somma, prodotto e
quoziente (dove ¢ definito) di funzioni continue sono ancora funzioni continue. Inoltre si
puo dimostrare che la composizione di funzioni continue ¢ anch’esso una funzione continua,
cioé se

g:la,b] = Red f:g(a,b]) =R

sono funzioni continue, allora

lim f(g(z)) = f(g9(20))  Vzo € la,b] .

T—T0

Nel seguito per la composizione di funzioni f(g(x)) useremo anche la notazione (f o

9)(x).
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Detto tutto questo, si osserva facilmente che le potenze (e quindi i polinomi) sono

funzioni continue.

Anche le funzioni trigonometriche sono funzioni continue.

VEDIAMO AD ESEMPIO sinz.

Ad esercitazioni avete visto che

e, poiché la funzione seno ¢é dispari, si ha anche

e dimostrare cosi la continuita di sinx in = 0. Analogamente, da

si ricava che

Per verificare la continuita di sinz in zg € R basta ora osservare che

sinz =

O<sinz <z

r<sinx <0

limsinz =0 =sin0

z—0

Vx € (0, g)

Vr € (—g,O) ;

basta quindi applicare il teorema dei carabinieri per avere

l—-xz<cosx<l1

lim cosx =1 = cos0

z—0

sin (zo + (z — z0)) =

sinzg cos (x — xg) + cos g sin (z — ) ——2 sinzg
——— ———

Il x—x
1

In modo analogo si procede per il coseno.

OSSERVAZIONE IMPORTANTE

Vx € (0, g)

Lz —x

0

Dalle disuguaglianze sinz < x < tanx Vo € (0,7/2), viste ad esercitazioni, si ottiene

che

dal teorema dei carabinieri otteniamo allora un limite fondamentale:

sinx
cosr < — <1
T

7T
v (—f,
S 5

lim
r—0

sin x

X

1

s

2

),x;é();
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Osserviamo ora che

cosx — 1 cosx —1lcosz +1 cos?x —1 1
22 - 22 cosz+1 22 cost+1
—sin?zx 1 sinz 2 1 z—0 1
x2 cosxz+1 x? cosx +1 2’
cioé
. cosx—1 1
11m72:—7
r—0 x 2

Da questo segue immediatamente che

-1
lim S22 g
x—0 x
-1 —1 2= 1
Infatti, o8 T A =0 0. (=2 =
x 2 2

1.3 Due teoremi fondamentali sulle funzioni continue

Un primo risultato fondamentale sulle funzioni continue é il
Teorema (Teorema di esistenza degli zeri). Sia f : [a,b] — R continua, siano x1,x9 €
[a,b], ©1 < x2, tali che f(x1) <0 ed f(x2) >0 (oppure f(x1) >0 ed f(xz) <0).

Allora esiste un punto ¢ € (z1,x2) tale che f(c) = 0.

L’aria innoqua di questo teorema non deve nascondere la sua grande utilita. Ad

esempio, consideriamo la funzione continua
)
fx)=2"—a (a>0)

Poiché f(0) = —a < 0ed f(a+1) =a®?+a+ 1> 0, il teorema assicura l’esistenza di un

2 — g. Abbiamo cosi dimostrato che esiste la

punto ¢ € (0,a + 1) tale che ¢> —a = 0, cioé ¢
radice quadrata di a. Tale radice & unica tra i reali non negativi perché f(x) é strettamente
crescente per = > 0.

Una conseguenza immediata del teorema di esistenza degli zeri ¢ il seguente

Corollario (Teorema dei valori intermedi). Sia f : [a,b] — R continua, siano xi,xs €

[a,b], 21 < x2. Allora f(x) assume tutti i valori compresi tra f(x1) ed f(x2).

DIMOSTRAZIONE. Posto A un valore compreso fra f(z1) ed f(z2), basta applicare il
teorema dell’esistenza degli zeri alla funzione continua
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OSSERVAZIONE IMPORTANTE (PROPRIETA DELLA PERMANENZA DEL SEGNO)
Sia f : [a,b] — R continua, f(zp) > 0. Allora esiste I, tale che f(x) >0 Vz € I,.

Infatti, sia ¢ = @ > 0. Per la continuita di f in x, si ha che
AL, tc. |f(z) — f(zo)| <e = f(;O Vo € I, ,
cioe
f(;ﬁo) < f(z) < 3f(;30) Vo € I, .

Questo dice in particolare che f(x) > 0 Va € I,.

Bene, dal corollario precedente segue immediatamente che se f : [a,b] — R ¢ una funzio-
ne continua e strettamente crescente (e quindi iniettiva), allora f ¢ suriettiva sull’intervallo

[f(a), f(b)] e quindi esiste la funzione inversa f~!: [f(a), f(b)] — [a,b], caratterizzata da
T fl@)=2  Vaoelal
FU @)=y Welf(),fo)

Questo risultato assicura 'esistenza di radici, delle funzioni inverse delle funzioni tri-
gonometriche e di altre funzioni che vedremo in seguito. E importante sapere che se
f : [a,b] — R & continua e invertibile, allora la funzione inversa f~! & anch’essa continua.

Un altro risultato fondamentale sulle funzioni continue ¢ il

Teorema (Teorema di Weierstrass). Sia f : [a,b] — R continua; allora esistono T,z €
[a, b] tali che
fem) < flx) < flea) Vo €la,b].

Ty st dice un punto di minimo di f, f(x,,) ¢ il valore minimo della f; analoga-

mente, xpr si dice un punto di massimo, f(xyr) ¢ il valore massimo della f.

ATTENZIONE E essenziale che il dominio della f sia un intervallo chiuso e limitato e

che la funzione sia continua. Senza queste ipotesi la tesi puo essere falsa.

AD ESEMPIO

1
f(z) =—  non ha massimo in (0, 1]
x

non ha minimo in (1, +00)

{x se —-l<axz<l1 /

0 se —2<z<—-loppurel<z<2 2 _‘1/(‘, 1 2
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non ha né massimo né minimo in [—2,2].

Dal teorema di Weierstrass e dal teorema dei valori intermedi segue che se f : [a,b] — R
é continua, allora, detti

e m valore minimo di f in [a, b]

e M valore massimo di f in [a,b],

risulta

[ (la, b)) = [m, M]

1.4 Approfondimenti sui limiti

Torniamo ai limiti. Non ’abbiamo ancora osservato esplicitamente, ma & evidente che

il limite non sempre esiste. Un esempio banale ¢ fornito dalla funzione

f(a;):{ 1 se 20

-1 se <0 ;

¢ chiaro che lim f(z) non esiste.
z—0

Non abbiamo parlato finora di limite destro e limite

sinistro, ma il concetto ¢ del tutto naturale. La funzione f

dell’esempio precedente, pur non avendo limite in 0, possiede un limite destro

lim f(z) =1
z—0
>0

ed un limite sinistro

lim f(z) = -1
z—0
<0

E evidente che se limite destro e limite sinistro esistono e sono uguali, allora esiste il limite.

Se consideriamo la funzione

9

sin% per xz#0
0 per x=0

¢ facile notare che non esistono lim f (z), lim f (x).
z—0 z—0
>0 <0

: R N : .
AD ESEMPIO lim f (sm ) =" lim sint, e quanto ¢ — 400 sint continua ad
z—0 xT t——+o00

>0
oscillare fra —1 e 1.



Il concetto di limite 24

Invece per la funzione

I

_Joxsing se x#0

9(x) { 0 se x=0

si ha, grazie al teorema dei carabinieri, che lin% g(z) = 0; poiché g(0) = 0, g ¢ continua
€Tr—

anche in x = 0.

Introduciamo adesso qualche altra nozione sul tema limite per avere cosi una panora-
mica abbastanza esauriente sull’argomento: vediamo i concetti di limiti all’infinito e limiti

infiniti.

Definizione. Diremo che| lim f () = +o0| se e soltanto se VM >0 36 > 0 tale che

T—T0

O<|z—z9|<d = f(z)>M
(il significato di lim f(x) = —oo ¢ lasciato al lettore)
T—x0
Quando siamo in questa situazione diciamo che la retta x = xg € un asintoto verticale

per f.

AD ESEMPIO se f(z) = 1/22 si ha lin%] f(x) = +4o0; se invece f(x) = 1/z si ha

lin%)f (x) = 400, lin(l)f (x) = —o0.
>0 2<0

Definizione. Diremo che 1irl1 f(x) =1] se e soltanto se Ve > 0 Ja > 0 tale che
T—T0O0

r>a = |f(x)—lIl<e€
(analogamente si definisce lim f(z) =1 € R)

Quando siamo in questa situazione diciamo che la retta orizzontale y = [ é un asintoto

orizzontale di f per x — +o0.

T
AD ESEMPIO se f (x) = —— si ha
x

Definizione. Diremo che| lim f(x) = +o0o| se e soltanto se YM > 0 Ja > 0 tale che

x>a = f>M

(analogamente si definisce lim f(z) =—oco, lim f(z) =400, lim f(x)= —o0)
r—+00 T——00 T——00
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Con queste notazioni la retta y = 0 ¢ un asintoto orizzontale di f(z) = ﬁ sia per

x — +oo che per £ — —oo mentre la retta z = 3 ¢ un asintoto verticale per f).
In generale diremo che la retta

y=ax+b
é un asintoto di f per x — +00 se si ha che

lim [f(z)— (ax+b)]=0

T——+00

Da questa segue immediatamente che

0= lim ~[f(z)—(az+b)]= lim [f(”“”)—a]

e quindi deve essere
a= lim I (@)

Tr——+00 X

Tr——400 X
Analogamente si parla di asintoti per x — —oc.

Calcolato a, il valore di b & lim [f (@) _ a:c].

ESEMPIO: cerchiamo gli asintoti della funzione

f@)=22++22—1  (definita per |2 > 1) ;

si ha
1
=24 V2 -1=
x €T 2—4/1 a:% se < -—1
e quindi
lim (z) = lim (=) =1. Ora
r——+00 xX ’ r——00
-1
li — 3z = i (— \/2—1>: im — =
i [f(z) = 32] = lim -2+ Ve oo 7 1+ Va? 1

e quindi la retta y = 3z & un asintoto di f per x — +00 ;

lim [f(z)—3z]= lim (m+\/x2—1): lim _x_i_?/lxgij

r——00 Tr——00 r——0o0

e quindi la retta y = 3z é un asintoto di f per r — —oc.
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1.5 Forme Indeterminate

Osserviamo che il calcolo di limiti di rapporti, prodotti e somme diventa complicato
in alcuni casi particolarmente delicati, dette forme indeterminate. Se lim f(z) = +o0
T—T0
e lim g(z) =1 € R, ¢ facile convincersi che lim f(z)/g(z) = 400, ma se lim f(z) =
T—x0 r—x0 T—xQ

lim g(x) = 400 non ¢é pii cosi chiaro che cosa succeda con

lim I (@) (

) ) 00
forma indeterminata —

a—zo g (1) 00
Lo stesso si dica del limite lim g(z)/f(z) quando lim f(z) = lim g(x) = 0 (forma
T—T0 T—XT0 T—T0

indeterminata 0/0). Infatti se lim f(x) = lim g(z) =0, il limite
T—x0 T—x0
. g(x)
lim
A2 T @)

puo essere qualunque cosa, o addirittura non esistere.

AD ESEMPIO

2
x T 1
lim — = lim xz = 0, hm%— = +o00,
z—0 T x—0 —0 x m—>0 ‘.T}|
. 8z + a2 T
lim —— =8, hm — non esiste,
x—0 X z—0 |1’|

T
lim — non esiste.
r—0 X

Abbiamo visto che il rapporto incrementale é una tipica forma indeterminata 0/0. Altre
forme indeterminate (cioé situazioni come quelle appena viste, nelle quali la sola conoscenza
del limite delle funzioni f e g non permette di stabilire quanto fa il limite di g/f, f - g,
f + g oppure g7) sono

(.¢]

—,0-00, 00— 00, 0, 1°°, o
00

, OO

Vediamo qualche esempio importante:

1. Siano P (x) = apz™ + 12"V 4+ "+ a1z + ag, an >0

Q (:L’) =b,z™ + bmfla}m_l + o+ bix + by, by, >0

Si ha
P (m) +o00 se n>m
lim = 0 se n<m
v=too Q) | an

se n=m

bm

(11 risultato si ottiene facilmente dividendo numeratore e denominatore per z™)

()
lim ( 2 +1- x) = lim = lim — =0
z—+00 @00 Vat+ 1+ z—=Foo\/x2 + 1+
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. sinx . 1—cosx
lim =1, lim — =
x—0 X r—0 x

lim ——— = 0 (vedi paragrafo 1.2)

Quando ne sapremo di pitl sulle derivate, avremo in mano uno strumento molto utile

per le forme indeterminate 0/0 e oo/oc.

1.6 Successioni

Questo é un buon momento per porre ’attenzione su un tipo particolare di funzioni: le

funzioni
f:N—=R,

cioé le funzioni definite sui numeri naturali. Tali funzioni si chiamano successioni

ed é molto piu frequente vederle denotate con la scrittura

{an}nEN’

dove a, = f(n).
E evidente che per tali funzioni I'unico limite su cui si pud investigare & il limite

all’infinito; scriveremo

lim a, ( osemplicemente lima,)
n—-+o0o n

Facendo l'opportuna traduzione della definizione di limite in questo particolare caso, si

vede che

lima, =1€R
n

se e solo se Ve > 0 dn € N tale che
lan, — 1] <€ Yn>7n

(analogamente, lim,, a,, = 400 se e solo se...)

Le successioni sono oggetti molto importanti in Analisi Matematica. Puo essere comodo
(ma questo dipende dalla sensibilita di ognuno) immaginare o descrivere i termini di una
successione sull’asse delle x invece che come punti di un grafico; ad esempio, a,, = 1/n si

puo rappresentare in due modi:
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fm
1 °
172 - °
1/3 — ®
1/4 - °
- °
1/7 3 o °
1 T 1 T T T >
0 1 2 3 4 5 6 7 0
oppure
\ f(n)
o 1/7 1/4 1/3 172 1

EsSEMPI

1
1. a=—; lima, =0
n n

2. ap,=nl=nn-1)(n—-2)...2-1; lima, = +o00
n
3. ap, =nP (p € N fissato) ; lima, = +o0
n

0 se ¢g<1
4. ap =4q" (¢ >0); lima, = 1 se q=
" 400 se g>1

5. ap = ¥q (¢>0); lima, =1
n
6. a, = n; lima, =1
n

n

7. ap = %; lirrlnan = {

ATTENZIONE: qui nel cercare il limite si rischia di fare un errore grossolano, cioé di

dire che al crescere di n la quantita 1 + % tende a 1 e quindi si ha 1™, che é sempre 1.
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Shagliato! E vero che 1+ % tende decrescendo a 1 quando cresce n, ma bisogna tener conto

anche del fatto che mentre 1 + % decresce il numero di fattori

() 02) - 1o2)- (1)

numero di fattori

cresce e quindi il risultato non & scontato. Questa & una forma indeterminata e, piu

n
precisamente, una forma del tipo 1°°. Nel caso di a,, = <1 + ) si puo dimostrare che
n

1 n
2§<1+> <3 VneN

n

1 n
e che (1 + %)n é crescente. Questo permette di avere la certezza che esiste lim (1 + > .
n n

Tale limite viene chiamato numero di Nepero e sara denotato

1 n
ezlim(l—i—)
n n

Il numero e ci fard compagnia per tutto il corso.

2
. . n* . . .
OSSERVIAMO che ad esempio la successione (1 + %) ¢ ancora una forma indetermi-

nata 1°°, ma in questo caso
2

1 n
lim <1 + > =400
n n

Bene, é arrivato ora il momento di introdurre il concetto di derivata.
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Capitolo 2

Derivata

2.1 Derivata e sue proprieta

Se guardiamo il grafico di una funzione (continua e senza spigoli) ci accorgiamo che sarebbe
in generale estremamente utile identificare i tratti “in salita” e i tratti “in discesa”, ma per

questo abbiamo bisogno di una definizione di “pendenza del grafico in un punto”.

Se la funzione ¢ un polinomio di primo grado, cio¢ se
fz)=mx+q,

il grafico é una retta e la risposta é facilissima: la pendenza del grafico (in senso “stradale”
rapporto tra quanto si sale e quanto ci si sposta in orizzontale) ¢ data dal coefficiente
angolare m. In sostanza, per chi si sposta da sinistra verso destra, se m > 0 il grafico é
in “salita”, se m = 0 é “piano” e se m < 0 é in “discesa’.

Se prendiamo pero una funzione il cui grafico non sia una retta, la pendenza non sara

pil costante ma potra cambiare da punto a punto.

Se prendiamo sulla retta reale due punti xg ed xg + h abbastanza vicini, ¢ ragionevole
pensare che la “pendenza” del grafico di f in zg sia vicina alla pendenza della retta che
passa per i due punti corrispondenti sul grafico (xo, f(z0)) e (xo + h, f(xg + h)). Tale

pendenza é data dall’espressione

f(xo+h) — f(x0)
h :

detta rapporto incrementale.

E ragionevole pensare che prendendo h sempre pit piccolo (e quindi i due punti sempre

pitl vicini) avremo un’approssimazione sempre migliore della pendenza del grafico di f nel

punto (zo, f(7o))-

31
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Definizione. La pendenza del grafico di f per x = xq si chiama derivata di [ in

d d
xg e si indica con f'(xg) oppure con % v = 1y oppure é (o). Tale pendenza &
definita da
f(x0) = %in% f(@o+ hl)z —f (@) ,  (purché il limite esista e sia finito)

Se il limite non esiste o & infinito, non & definita la pendenza e diciamo che la funzione
non ¢ derivabile in xq. Se f'(xq) esiste, la retta tangente al grafico di f per x = xg
sara la retta passante per (xo, f(zo)) la cui pendenza coincide con quella del grafico

stesso: essa avra dunque equazione:

y=f(z) (@ —=0) + f(2)

Vediamo subito con un esempio 'utilita (e la potenza) della nozione di derivata. Con-

sideriamo la funzione

f(x) =42 — 622 + 1;

si tratta di un polinomio di terzo grado, che non é di per se stesso troppo complicato, ma

il cui grafico non é semplice da indovinare.

Calcoliamo il rapporto incrementale di f tra zg e g 4+ h: troviamo

Flzot+h)—flzo) _ Awo+h)>—6(zo+h)*+1—(42°—622+1)
h

122 h+12z0h?+4h3—6h2—12z0h

h
= 1223 + 12z0h + 4h? — 6h — 12z e quindi

lim f(zo+h) — f(w0)
h—0 h

cioé I (x0) = 1230 (19 — 1) Vag € R

= 1222 — 1220 = 1220 (20 — 1) ;

h
42841203 h1220h +4h3 —62Z—6h> — 1220 h+ [ — 428+ 6221
h

Studiando il segno di questa derivata scopriamo che il grafico di f € in “salita” per g < 0,

in “discesa” tra 0 e 1 e di nuovo in “salita” per xg > 1.

Se calcoliamo

e osserviamo che

1
lim f(x)=—o0, lim f(z)= 400, /
xro— —00 xro—-+00
0
possiamo tracciare un grafico ragionevolmente preciso di f. /
1_

Vediamo di formalizzare queste idee, dimostrando che

f(z) =0Vz € (a,b) implica f costante in (a,b)
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e che

f'(x) > 0Vz € (a,b) implica f strettamente crescente in (a,b).

Sono infatti molto naturali, ma non di semplice dimostrazione. Per fare cid premettiamo

un risultato molto importante.

Teorema (Teorema del valore medio differenziale (o di Lagrange)). Sia f : [a,b] — R
continua, f derivabile in (a,b). Allora esiste almeno un punto ¢ € (a,b) tale che

YA
fib)
f(bl)):z:(a) :f/ (C) fle) 1
fla)
o T ; s

L’idea geometrica del teorema ¢ semplice: afferma esistenza di un punto ¢ € (a, b) dove
f ha pendenza uguale alla pendenza della retta che congiunge i punti (a, f(a)), (b, f(b)):

Noi ne dimostreremo il seguente caso particolare:

Teorema (Teorema di Rolle). Sia f : [a,b] — R continua, f derivabile in (a,b) e tale
che f(a) = f(b). Allora 3c € (a,b) tale che f'(c) = 0.

DIMOSTRAZIONE. Il teorema di Weierstrass assicura 1’esistenza di massimo M e di
minimo m di f in [a,b]. Se M = m allora f ¢ costante e quindi f/'(z) = 0Vz € (a,b).
Sem < M e f(xy,) =m, f(xa) = M, allora almeno uno dei punti x,,, ) € interno
ad (a,b). Supponiamo ad esempio che sia z,, interno ad (a,b) e vediamo che allora
f'(zp) = 0. Infatti, poiché f(z,) < f(zm + h)Vh abbastanza piccolo, risulta

h>0:>f(xm+h)_f(xm)20:> T f($m+h)_f(xm)20
h h—0 h
h>0
heom @t —FEm) oL o Fenth)—flom)
h h—20 h
h<0
e quindi

. Tm+h)— f(z
ogf’(xm)—}g%f( - ]1 Tlom) <,
da cui f/(x,,) = 0. Basta quindi prendere ¢ = x,, e si ha la tesi.
Il caso s interno ad (a, b) si affronta in modo analogo. O
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OSSERVAZIONE Per inciso abbiamo dimostrato che, se x,, € un punto di minimo
interno ad [a,b], allora f'(x,,) = 0 (ragionamento analogo se fosse stato un punto di
massimo). Teniamolo presente quando ci dedicheremo alla ricerca di punti di massimo e
minimo interni ad un intervallo [a,b]: se la funzione ¢ derivabile, in tali punti la fuzione

dovra avere derivata nulla.

Corollarlo (del teorema di Lagrange).

L1) ' (z) =0Vz € (a,b) = f(x) é costante in (a,b)

L2) ' (z) > 0Vz € (a,b) = f (z) e strettamente crescente in (a,b)
L3) ' (z) > 0Vz € (a,b) = f(x) é crescente in (a,b)

L4) ' (x) =g (z) Vz € (a,b) = f(x) —g(x) é costante in (a,b)

In L2), anche se f ¢ derivabile, non vale il viceversa: si pensi ad esempio ad x>

DIMOSTRAZIONE. L1) V1,29 € (a,b) 3¢ € (x1,22) tale che

f(xQ):f(xl):fl(C):O
Ty — T1

e quindi f (z2) — f (z1) = OVz1,22 € (a,b), cioé f(x2) = f(x1)Vri, 22 € (a,b) €
quindi f ¢ costante in (a,b).

L2) Siano z1,z2 € (a,b) z1 < z9,slac € (x1,x2) tale che % = f'(c) >
0; ma allora, poiché xg —x1 > 0, deve essere anche f (z2) — f (x1) > 0, cio¢ f (z2) >
f ().

L3) Allo studente.
L4) Risulta (f (z) — g (z)) = f' (z) — ¢’ (x) = 0 Vz € (a,b) quindi, per L1), f (z) —
g () = k (costante) Vz € (a,b) ; cioé f (z) = g (z) + kVz € (a,b). O

Calcoliamo ora la derivata di alcune funzioni. Al momento 'unico strumento che abbia-
mo a disposizione ¢ la definizione, ma tra poco, quando avremo visto le principali proprieta

della derivazione, molti calcoli risulteranno pit semplici.

1. La derivata di f(z) = 22

f'(x) = lim

h—0 h h—

h)? — 2? 2zh + h?
W:lir%’%_‘_ $h+ il 111%(2:E+h)—2x

2. La derivata di f(z) = 2*

3
f!(z) = lim W =

h—0

(x—i—h—m)[(w—I—h)Q—i-(x—i-h)x—i-:U?} )
:}Lir% - :}lLin%{(x+h) + (z +h)z + 2*| = 322

3. In generale, si ha

(zP) = paP~! ¥peN
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4. La derivata di f(x) = /x
Vr+h—yz

/ e 1 _— =
/@) ) h
va+h— vVa+h 1 1
gy YO EVEVERR VT - V2> 0
h—0 h Ve+h+yz h=0Vz+h+z 2Vz
5. In generale si ha
m\/ m m_q
(:L'n) =—zn Vx>0, VmneN
n
6. Le derivate di f(z) =sinx e g(x) = cosx
. si +h) —sinx
, _ g B (x _
f (@) lim N
. sinzcosh+sinhcosx —sinx
= lim =
h—0 h
= lim [sinx cosh =1 + sin coS & ] = cosx
N —0 h h N ’
———
l = —x l =2
1
cioé (sinz) = cosz
Analogamente si calcola (cos (z))" = —sin ()

. 22 sin (L erx#0
Slaf(x)—{ 0 (I) gerxfo

Calcoliamo f’(0); si ha

— 1
f(0) = }llina SO+ h}i 1) = }llir%hsin (h) =0, cioe¢ f'(0) = 0. Per il calcolo di

1" (x) per x # 0 aspettiamo di avere qualche strumento in piu.

Vediamo ora un risultato semplice ma importante e di seguito un elenco di proprieta
relative all’operazione di derivazione (una sorta di algebretta, come abbiamo fatto per i
limiti).

Teorema. Se f : (a,b) — R ¢é derivabile in xo € (a,b), allora f é anche continua in

Zo-

DIMOSTRAZIONE. Dobbiamo vedere che lim f(x) = f(xg), cioé che

T—T0

%in})f (xo + h) = f (zo); basta osservare che

f(xo+h) — [ (x0)

lim (£ (2 +h) — f (20)] = lim : b=
i LEFR =@ ) 020

h—0 h h—0
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Osserviamo che il viceversa non ¢ vero; f(z) = |z| & continua Yz € R, ma non ¢é
derivabile in z = 0.

Proprieta delle derivate. Siano f,g: (a,b) — R derivabili in g € (a,b). Allora:

1. f+ g ¢é derivabile in zq e si ha (f +g) (x0) = f' (z0) + ¢’ (20)

2. f-g é&derivabile in xq e si ha (f - g) (z0) = f' (z0) - g (x0) + f (z0) - ¢’ (20)

/ / ’
3. seinoltre g (z) # 0 allora f ¢ derivabile in xq e si ha (5) (xo) = ! (:r:o)~g(x32)(—x{)§aro)~g (z0)
g

DIMOSTRAZIONE. Dimostriamo la seconda, mentre la prima e la terza sono lasciate
al lettore. Si ha

lim 9) (2o +h) = (fg) (z0) _
h—0 h
_ iy F9) @0+ 1) — (£g) (xo) + f (2o + h) g (z0) — f (2o + ) g (z0) _
h—0

o W) g o+ W) = 9 @) 40 @) [f (2o W)~ £ z0)] _

h—0 h
_%Lf%f(l‘o—i-h)g(xo—i_hz_g(m) +}Li£%)g($o)f(m0+h)_f(wo) _

h
= f(x0) - ¢’ (z0) + f' (x0) - g (o)

Ol
EsEMPIO. Usiamo la terza proprieta per calcolare la derivata di tan (z) = ig‘;i ; si ha
/ sinz\’ cosz-cosxz —sinz - (—sinx) 1
(tanzx)" = = 5 =—
cos cos? (x) cos? (x)
cioe
1

tanz) = ——
( ) cos?x

1

sz — 1t tan® z, che puo essere comoda anche la scrittura

Osserviamo, poicheé
(tanz) =1+ tan’z

C’¢ un’altra proprieta molto importante perché insieme alle tre precedenti permette di

calcolare miriadi di derivate senza usare la definizione.

Teorema (Derivata di una funzione composta (regola della catena)). Sia f definita
in un intorno di x, derivabile in x, e sia g una funzione definita in un intorno di
y = f(x), derivabile in y. Allora la funzione composta g o f & derivabile in x e si ha

(9o f) (z) =4 (f () f ()
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ESEMPI

Calcoliamo la derivata di sin ($2) Ponendo f (z) = 2% e g (y) = siny, risulta
(go f)(z) =g(f(2)) =g (2?) = sin (z*)
Applicando quindi la regola della catena si ottiene
(sin (x2)), =g (:1:2) - f'(z) = cos (:1:2) 2%

Se volessimo calcolare invece la derivata di (sin)?, ponendo f(z) =sinz , g(y) = 32,

risulterebbe
(9o f) (@) =g(f (z)) =g (sinz) = (sinz)’
Applicando quindi la regola della catena si otterrebbe
/
<(sin a;)Q) =g (sinz)- f (z) = 2sinxcosz
Allo stesso modo si pud ottenere

(tan (x3))/ = (30821(.7}3) 322 ((tan x)g)/ = 3(tanz)* -

Con il tempo non sara pitl necessario introdurre le funzioni f, g, ma il calcolo verra

1
cos? z

automatico, ad esempio

((z+ sin:c)5)/ =5(x +sinz)° - (z +sinz) = 5(x +sinz)*(1 + cosz)

OSSERVAZIONE La formula della derivata di una funzione composta si chiama regola
della catena percheé vale anche per la composizione di tre o piu funzioni. Piu formalmente,

si ha

(hogo f)(x) =N (g(f(x) g'(f(x)) f'(z)

e cosi via.........

2.2 Logaritmo ed esponenziale

E arrivato il momento di introdurre due nuove funzioni che, insieme ai polinomi e alle
funzioni trigonometriche, sono I’asse portante del nostro corso.

Se scriviamo la tabella delle derivate delle potenze
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f@) | f' ()
= x
T 1
_1 1
T 2
_ 1 1
222 3
_ 1 1
3x3 4

Salta subito all’occhio che nella colonna destra manca la funzione % Questo ¢ dovuto al
fatto che nessuna funzione del tipo f () = axP, a € R, pud avere come derivata % Yz # 0,

infatti dovrebbe essere

(az?) = paa?~! = 27! Ve #0 — pazxP =1 Yz # 0 & impossibile.

Vi

Siamo quindi interessati a tro-
vare una funzione L (x) tale
che

L’(a:):% (x> 0)

(cioe L ¢ quello che abbiamo
chiamato primitiva di 1).

T |
t

1 e

Definiamo, per x > 0,

L(z)=

1
area{(t,y):l§t§ 0<y t} per x > 1
1
—area{(t,y) r<t<1,'0< gt} per0<z<1

o con scrittura pit breve

_/xcf (> 0)
1dt)

(tenendo conto della convenzione che, se x < 1, allora [,” ¢ cd_ _ [«
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Sia xz > 1; per h > 0 si ha

1
h L h)—L h— 1
T < (x+h) (x) < - L 1
x+h
e quindi —
X x+h X
1 L —
< (z+h)— L) < l, da cui
x+h h x
/ 1 . .
L' (x) = —| (per h < 0eper0<z<1siprocede in modo analogo)
x

Studio della funzione y = L (z), = > 0.

L(1)=0 L'(z) =1 >0 quindi L crescente e concava
L(z)>0sex>1 lim L'(z)=0
Tr—400
L(z)<0sex <1 liII(l) L'(z) = 400
xr—
y ]L crescente, ma ha un massimo?
0 FX

crescente, ma ha un minimo?

Ci si chiede fino a dove cresca la funzione al tendere di x a +00 e fino a dove decresca al
tendere di x a 0. Per rispondere a queste domande dimostriamo la proprieta fondamentale

di questa funzione L.

Teorema (proprieta fondamentale della funzione L).

L(a-b)=L(a)+L() VYa>0,b>0
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DIMOSTRAZIONE. Poniamo G (z) = L (ax) e calcoliamo G’ (z):

G+h) -G(x) _ Lla(z+h) - L(ax)

B _aL(a:I:—i-ah)—L(ax)
h B h B ah
k=ah aL (z+ k}i —L(2) hoook—0 al (z) = a1 = (:Li = 1

z ar x
Quindi G’ (z) = L' (x) Yz > 0. Ma allora esiste una costante K tale che

G (z)

L(z)+ K Vx>0,
cioé

L(ax) =L (z)+ K Vz > 0;
prendendo x = 1 si ottiene L (a) = L (1) + K = K e quindi

L(ax)=L(z)+ L(a) Yz >0,

Possiamo adesso dimostrare che

lim L (z) = 400, lim L(z)=-c
r——+00 z—0,2>0
Infatti, reiterando la proprietd precedente, si ottiene

L@ =nL(2) VneN,

e, poiché L (2) > 0, si ha subito che lim L (z) = +o0. Notando poi che

T—+00

0= L) =122 ) =L@ 1 L)
e quindi che

L(27") =—-nL(2),

si ottiene subito che lim L (z)= —o0
x—0,2>0

Il significato geometrico di questi due limiti é indicato nella figura seguente:

area infinita

area infinita

al
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Definizione. si definisce il numero e (di Nepero) il numero tale che
L(e) =1

Naturalmente dobbiamo dimostrare che tale numero e coincide con con il numero e

introdotto nel paragrafo 1.6. Ed infatti

(o)) =i ((e) ) = (e () -

= lim L+ 7111) — L) _ L'(1)=1.

D’ora in poi useremo la notazione standard
L(z) = log (2)

e chiameremo la nostra funzione logaritmo di x.

Poiché log (z) ¢ una funzione strettamente crescente e continua, sappiamo che é in-
vertibile, con inversa continua. Denoteremo con E tale funzione, che & caratterizzata
da

E (log (z)) = =z, Vo >0
log (E(z)) == reR
I grafici delle funzioni F (z) e log (z) sono, come sappiamo, simmetrici rispetto alla retta

y = x e quindi abbiamo la situazione in figura:

i\

/

0 ™
] X
Abbiamo in particolare che E(1) = E(loge) = e
Calcoliamo la derivata di F (x):
xz+h=logb
E(x+h)—E(x) a=loga E(logb)—E(loga)  b—a

h logb — log a ~ logb—loga
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o 1 h—0=b—a 1
" logb—loga
b—a

1
- —a=E
log’ a é @ (@),

quindi
E' (z) = E () Vz € R
Ora, dalla proprieta fondamentale del logaritmo
log (zy) = log (z) + log (y) Ve >0, y>0

segue la proprieta fondamentale della funzione E':

Teorema (proprieta fondamentale della funzione E).

E(a+b)=FE(a)-E(), Va,b € R
DIMOSTRAZIONE. Posto a = log (z), b =log (y), si ha

E (a+0b) = E(log (z) +log (y)) = E (log (zy)) = zy = E (a) - E (b)

Reiterando questa proprieta si ottiene subito che

Questo suggerisce la seguente
Definizione (esponenziale). Definiamo
e’ = E(z), Vz € R

La funzione €* si chiama funzione esponenziale.

Notiamo che tale definizione lo &, effettivamente, solo per z € R — Q.

NoTA: la funzione log (x) si chiama anche logaritmo in base e di x o logaritmo

naturale di z e si denota a volte con log, (z) o In (z).

Riassumendo, abbiamo introdotto due nuove funzioni
log (z) ed e

con le seguenti proprieta
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log : (0,4+00) — R exp: R — (0, +00)
log () == Vr € R olog(@) _ . Vo >0
log (a - ) = log (a) + log (b) o
(log) = = () = ¢
T
o g’ (2) im =0 VpeN
:cEI—iI-loo YV =0 vn,p €N o400 T b

Le ultime due proprieta riguardanti i limiti di forme indeterminate date dal rapporto
tra logaritmo e radici e tra esponenziale e potenze sono molto importanti e con pazienza
si potrebbero dimostrare con disuguaglianze opportune e con 1'uso del teorema dei carabi-
nieri. Noi invece le dimostreremo usando un teorema estremamente utile (teorema di De

L’Hopital) anche in molte altre occasioni per il calcolo delle forme indeterminate % e >

2.3 Approfondimenti sulle derivate

Teorema (teorema di De L’Hépital). Siano f,g due funzioni derivabili in un intorno
di zo. Supponiamo che sia g' (z) # 0 in tale intorno e che

lim f(z)= lim g(z) =0 oppure lim f(z) = lim g(z) = o0
T—TQ x—x0 T—TQ xr—x0
/!
Se esiste (finito o infinito) il limite lim f/ (:1:); allora esiste anche il limite lim /(@)
z—zo g’ (x) z=zo g ()

e st ha

f@_ . I@

s~ g(2) om0 g (2)

1l teorema & vero anche se xg = £o0o.

Non dimostreremo questo teorema ma lo applichiamo per dimostrare, ad esempio, che

. x ) log x
lim — =0, lim 8T _ 0
r—+o0 el r—+oo I
Si ha
. T . 1 . log z . 1
lim — = lim — =0, lim 8T _ lim — =0
r—+oo el r—+oo el r—+oo I r—+00 I
Se volessimo dimostrare che, ad esempio
2 2
. x . log
lim — =0, lim ( gl) =0
r—+oo el r—+00

xr10
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bastera applicare due volte il teorema di De L’Hoépital; si ha infatti
2 2 2
im & = lim 22 = lim = =0
r—+o00 e¥  z—to0 e z—too et
log z)? 2logx - L 201 20+ 200
lim @: lim #: lim 01ng lim —*%—= lim — =0
T—+00  11g z—+00 %l‘ﬁ_l T—+00 175 T—+00 %Oxﬁ—l T—+00 4.7
(log )

Calcoliamo lir%:z:(log z)?, n € N; scrivendo questo limite nella forma lirr%)
xr— xr—
>0 >0

)

siamo ricondotti ad una forma 3> e possiamo applicare la regola di De L’Hopital; risulta

2logz) - + 1 1
liH(l)$ (logz)? = lir%(gl)x = -2 liH(l) O%x = -2 liH(l) ==2 lim 2z2=0
>0 >0 a7 >0 @ >0 2% r—0

x>0
In questo modo si pud dimostrare che in generale vale
lim z” (log z)" =0 Vp,k € N

z—0

x>0

Per concludere il discorso su logaritmo ed esponenziale, definiamo un’altra funzione,

detta esponenziale generale o esponenziale di base a. Sia a > 0; poiché a = €'8(@),

risulta naturale definire

o — ( elog(a))x _ olog(a)

Le seguenti proprieta sono conseguenza immediata delle definizioni e delle proprieta di

1. log (a”) = log (ew log(“)> = zlog (a)
2. a*tV =a" - a¥
3. (a®)¥ =a™

4. (a®) = a"log (a)

Dimostriamo quest’ultima: per a # 1 abbiamo

ehlog(a) —ed h
hlog (a)

Se invece a = 1 abbiamo a® = 1 Vx e la proprieta é banalmente dimostrata.

—0

= a” log (a)

a”log (a) (€”)| _, = a®log (a)

z=0
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Notiamo che

a>1 = a” & strettamente crescente

a<1 = a" ¢é strettamente decrescente

Y

-— .
_— e o
—

—-_____}-
0 X

Se a > 0, a # 0, la funzione a” & invertibile; la sua inversa si chiama logaritmo in

base a di x e si indica con log, (x).

Bene, ora che abbiamo a disposizione una buona quantita di funzioni con le loro pro-
prieta (polinomi, trigonometriche, logaritmo e le loro inverse), ed abbiamo fatto una con-
siderevole mole di conti, osservazioni et similia, possiamo scrivere qui di seguito un piccolo
vademecum per lo studio di una qualsiasi funzione costruita sommando, moltiplicando,
componendo tali funzioni.

Prima di fare questo schemino, introduciamo i concetti di massimo e minimo relativi
(0 locali).

Sia f : (a,b) — R; un punto zp € (a,b) si dice punto di massimo relativo per f se

esiste un intorno I, di zg tale che

f(z) < f(x0) Vo € Iy,

Il valore f (z¢) si dice massimo relativo di f.
Analogamente si definiscono un punto di minimo relativo e un minimo relativo .
Quando in futuro studieremo una funzione, saremo interessati alla ricerca del suo mas-
simo e del suo minimo assoluti o globali, dei suo massimi e minimi relativi o locali, della
sua “curvatura” (convessita o concavita), dei suoi eventuali asintoti, ecc. ecc.

Cominciamo con lo studiare una funzione continua definita in un intervallo chiuso [a, b],

fila, 0] = R
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Il teorema di Weierstrass ci assicura l’esistenza del massimo e del minimo assoluti. Se ci
sono punti dove la funzione non é derivabile, tali punti vanno studiati a parte, assieme
agli estremi x = a e x = b. Per quanto riguarda gli altri punti, si cercheranno quelli dove
[ (z) = 0, detti punti critici. Lo studio del segno della derivata dira se sono punti di
massimo o minimo relativi oppure se sono punti cosiddetti di sella, cioé punti dove cambia
la curvatura. La curvatura sara data dalla crescenza (convessita) o decrescenza (concavita)
della derivata. Un’osservazione utile: la crescenza o decrescenza della derivata é data a
sua volta dal segno della sua derivata, cioé dal segno di quella che si chiama derivata
seconda, che si denota con f” (z).

Riassumendo possiamo dire
' (x0) =0, f"(x9) >0 = =0 ¢ un punto di minimo relativo

' (x0) =0, f"(z9) <0 = z0 & un punto di massimo relativo

f'(x0) =0, f"(20) =0
F" (o) = (") (w0) # 0

Una volta individuati tali punti, non rimane che il confronto con gli eventuali punti di

} = 1x( ¢ un punto di sella (a tangente orizzontale).

non derivabilita e con gli estremi x = a, x = b dell’intervallo.

Chiaramente se la funzione é definita in un intervallo che non é chiuso e limitato, il
teorema di Weierstrass non ¢ pit applicabile e non é detto che la funzione abbia massimo e/o
minimo assoluto: potrebbe essere superiormente o inferiormente illimitata. Supponiamo
ad esempio di avere f definita in (a,b] (o in (—o0,b]); per verificarne la limitatezza o meno

di f bisogna studiare

lim  f(x) oppure lim f(x)
T —a T——00
x>a

Facciamo un paio di esempi.

EsEmPpIO 1

Sia f : [0,27] — R definita da f (z) = 1 —sin (x).
Si ha f(0) =1, f(2r) = 1. In generale, se ci sono |
punti in cui & facile calcolare il valore della funzione,

vale la pena farlo. Qui ad esempio si ha

f(g)ZO,f(W)ZQ,f<227T>:2 19 . o

Calcoliamo i punti dove f (z) = 0; deve essere o

SER )
w
=]

w
3

—cos () =0 e quindi x:g, x =
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Questi sono punti candidati ad essere di massimo o minimo locale. Studiamo il segno di

[ (@):

3
f'(x)>0<:>—cos(x)<:>g<x<§

3
f’(ac)<()<:>0<x<goppure§<x<27r

Questo significa che f decresce in [0, g] e [37”,27r] e cresce in [%, 37”], se ne deduce
che § ¢ punto di minimo relativo, f (%) =0, 37“ é punto di massimo relativo, f (37”) =2.

Poiché non ci sono punti di non derivabilita, resta solo confrontare questi valori con f (0)
ed f(2m); si ha
0<f(0)=1<2 ed O<f(@2m)=1<2

e quindi § e 37” sono punti di minimo e massimo assoluto per la funzione f, il valore minimo

¢ 0, mentre il valore massimo ¢ 2. Per finire, studiamo la curvatura di G (f): si ha

" (@) = (f' (@) = (= cos (z)) = sin (),

quindi f’ cresce dove sin (x) > 0, cioé in 0 < x < 7, e decresce dove sin (z) < 0, cioé in
m < x < 2m. Si avra dunque che f & convessa in [0, 7] e concava in [m,27]. Possiamo
disegnare adesso il grafico di f in maniera accurata, magari dopo aver anche guardato a

che cosa tende la sua derivata quando x si avvicina agli estremi dell’intervallo:

lin% (—cos(x)) = —1, 111121 (—cos(x)) =—1
2>0 w<2n

[— y=1-sin(x)]

I —_ 20

=]
N|:l—|
(O8]
!

EsEMPIO 2
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Sia f:[—1,4+00) — R definita da

5+ % in —1<z2<0
fl@)=4q = in0<wz<l
—22+4x -2 inz>1
La prima cosa da fare ¢ guardare dove si raccordano le tre diverse espressioni di f, cioé
ipunti x =0 e z = 1. Si vede subito che
1
—=f(0) # lim f () = lim x = 0,
2 z—0 z—0
>0 >0
quindi f non é continua in z = 0 (e a maggior ragione non & derivabile in x = 0). Si vede

anche subito che

1=f(1)=1lim f(z) = lim (—2® + 42— 2) =1
r—1 r—1
z>1 z>1
e quindi f é continua in x = 1. Poi vedremo che in = 1 la f non ¢ derivabile.
In ognuno degli intervalli [—1,0] e (0, 1] il grafico di f ¢ costituito di segmenti di retta,

quindi non ci sono da cercare punti critici, ma solo da osservare che

PN =1, fO)= g, lm f () =0, f(1)=1

x>0
Studiamo f (z) in (1, +o0):

>0 perzxz<?2
ff(x)=-22+4=¢ =0 perz=2 ;
<0 perzxz>2

se ne deduce che x = 2 ¢ un punto di massimo relativo, f(2) = 2.

Vediamo ora se la funzione ¢ derivabile in = 1. Si ha, usando la regola di De L’Hoépital,

tim HO =T~ iy /) =1
<1 <l

—f(1
J@) = /() = lim f'(z) = lim (—2z +4) =2 # 1
rx—1 r—1 r—1 x—1
r>1 x>1 r>1

—f(1
e quindi lim 7% =7 1)
r—1 x——l
Vediamo come si comporta la f quando x — 400. Si ha

non esiste, cioé f non ¢é derivabile in x = 1.

T—+00 r—+00 T—-+00

2
lim f(x)= lim (—:z:2 +4z —2) = lim [—x <:E+4—|— >] = —00
x
Vediamo dove G (f) interseca l'asse delle z; deve essere
—2? 44 —-2=0 e quindi r=2++2

e poiché deve essere x > 1, avremo = = 2 + /2.

Infine, studiamo la curvatura di G (f) in (1, +00),

[ (x)=(—22+4)=-2<0 = G(f) ¢ concavo.
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y
Riassumendo lo studio fatto si ricava
che z = 2 ¢ un punto di massimo asso- 9
luto, valore massimo f(2) = 2, e poiché
lim f(z) = —oo, la f non ha minimo. 1—
r—+00 \
Inoltre f ¢ lineare a tratti in [—1,1] e con- 1/
cava per x > 1. Possiamo adesso disegnare -
| o | | \/_X
il grafico di f (vedi figura). -1 1 2 2+Vy2

OSSERVAZIONE: lo studio di funzio-
ne ¢ importante anche per la ricerca di

soluzioni di equazioni. Se volessimo sapere quante soluzioni ha ad esempio I’equazione
3log (z) =32% +1,

la strada da percorrere sarebbe quella di studiare le due funzioni 3log (z) , 322 + 1 e
vedere dove si incontrano, oppure, spesso pitl semplice, poiché ’equazione ¢ equivalente

all’equazione

f(z)=3log(z)—32>—1=0

studiare la la funzione f(z) per vedere se G (f) incontra I’asse delle x. Facciamolo. Intanto

notiamo che f & definita solo per x > 0 e che

lim f(x)= lim Lw2@+-1—3b%@>]:—m

r——+00 Tr—400 ,1;2 xT
lim f (z) = —oc0
z—0
z>0

3 g (1 — 2:1:2) e quindi

Inoltre f/ (z) = — — 6z =
x

1
>0 peer<:L"<\/i N

i (x) = =0 inx= %1 % punto di massimo
<0 perz> 7 o I >

Risulta allora chiaro che

se f % > 0 ci sono due soluzioni / \
se f % = 0 ¢’¢ un’unica soluzione
se f % < 0 non ci sono soluzioni

1 1 1)?
Ora f{—)=3log(—=)-3(—=) —1=
1(s) =2 (75) -2 (35)
—3log (\@) — ; —1 < 0 perché log (v/2) > log (1) = 0. Quindi # soluzione dell’equazione

3log (z) = 322 + 1.
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Conviene precisare che spesso in matematica é gia molto importante sapere se un’e-
quazione ha o meno soluzioni, e se ne ha, quante sono, prima di affrontare eventualmente
il problema di trovare il loro valore numerico.

INSERIRE DISCORSETTO DI EQUAZIONI CON PARAMETRI e CONFRONTO
TRA FUNZIONTI per risolvere DISEQUAZIONI

E arrivato il momento di formalizzare un concetto che peraltro abbiamo gia abbondan-

temente usato: il concetto di area e di integrale.



Capitolo 3

Integrazione

3.1 Significato e definizione di integrale

Sia f : [a,b] — R una funzione non negativa, cio¢
f(x)>0 Vz € [a,b]
Vogliamo definire I'area dell’insieme
S()={(z,y) :a<z<b0<y< f(a)}
Siano z;, i = 0,1,...,n, punti in [a, b] tali che
a=r0< 1 <T2< ... <ZTp_1 < Ty =b;
in questo modo [a, b] risulta diviso in n intervalli
[Ti—1,2i], i=1,2,...,n

Per ogni i = 1,2,...,n scegliamo un punto z; € [z;_1, ;] e consideriamo il rettangolo di

base [z;_1, z;] e altezza f (£;), la cui area é evidentemente f (Z;) (x;—1, ;). La somma

si chiama somma di Riemann.

51
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o\

S—
X

E del tutto ragionevole pensare che prendendo le lunghezze degli intervallini [x;_1, z;]
sempre piu piccola (e quindi necessariamente prendendo n sempre pin grande), le somme
R, approssimeranno sempre di pitt quella che dovrebbe essere 'area di S (f). Se per
semplicita prendiamo tutti gli intervallini [z;_1, x;] della stessa lunghezza, e quindi

b—a

n

Ty — Tj—1 = Vi:1,2,...,n,

risulta

= b;az.f(fz)

i=0
Nelle prime pagine dell’introduzione abbiamo gia usato questa idea per calcolare I’area
sotto la parabola y = 22, 0 < 2 < b. In quel caso abbiamo preso come #; 1’estremo destro
dell'intervallo [z;_1,z;], cioé &; = z;, ottenendo cosi approssimazionei per eccesso dell’area

cercata; risultava
N 1 1 v
n:_ ) 1 2 - TL_
Roa = (1) (240) V'

b 1 1
La freccia “\, sta a indicare che 5 <1 + —> <2 + —> ¢ decrescente. Se avessimo preso
n n

invece T; = x;_1, avremo ottenuto approssimazioni per difetto,

b3 —

Ro= a2 i=1) 2‘%22 5 (n) (o)

=1

3 1 1
dove adesso " indica che % (1 + —) (2 + —) é crescente.
n n

In generale si ha il seguente
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Teorema. Sia f : [a,b] — R continua; allora esiste il limite
lim R,
n

e tale limite e indipendente dalla scelta dei puntt ;. Tale limite viene detto integrale
da a a b della funzione f e si scrive
b
/ f(z)dx
a

In realta questo limite esiste ed é indipendente dalla scelta dei punti T; anche in casi
pit generali. In questi casi diremo che f & integrabile. Ad esempio, se a < c < b ed f
¢ continua in [a,c] e [c,b], allora f & integrabile in [a,b)].

OssSERVAZIONE Il limite di cui si parla nel teorema esiste anche se f cambia segno in
[a,b]. In questo caso l'integrale corrisponde alla somma algebrica delle aree sopra e sotto

l'asse delle z.

NoTA Non vogliamo qui addentrarci nel dettaglio della questione, ma ¢é interessante
notare che se la funzione non ¢ continua le cose non vanno sempre cosi lisce, cioé ci sono
funzioni per le quali il comportamenteo delle somme di Riemann non ¢ indipendente dalla
scelta degli z; e quindi si possono ottenere limiti diversi a seconda della scelta di tali punti.

In questo caso non si pud parlare di integrale.

ESEMPIO Per fare un esempio introduciamo una funzione diabolica, la funzione di
Dirichlet in [0, 1].
1 sexe@
flx) =
0 sexgQ
Poiché in ogni intervallo ci sono sia punti razionali che irra-

zionali, gia tentare di disegnare il grafico di questa funzione Y

crea dei problemi.

La funzione di Dirichlet é un esempio di funzione discon-

tinua in ogni punto. Per quanto riguarda le relative somme

di Riemann, vediamo che se si prende z; € Q Vi, si ha
1< 1 n

mentre se si prende Z; € Q Vi, risulta

1 n
Ron=-Y 0=0-"50
" =1
Quindi, non ¢é possibile parlare di integrale di f(z). La funzione di Dirichlet non &

integrabile.
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3.2 Proprieta degli integrali

Come per i limiti e le derivate, vediamo un elenco di proprieta anche per I'integrale:

Siano f, g : [a,b] — R continue; allora

1. /b/\f(x)d:r—)\/bf(x)dx VYA eR

\)

b b b
@ = [ f@des [g@
b c b
3. Se c € (a,b), allora/ f(x)dx:/ f(a:)dx+/ f(x)dx
b b
4. f(x) <g(x) Vo € [a,b]:>/ f(:c)dxﬁ/ g (x) dx; in particolare m (b — a) <

b
/ f(zx)de < M (b—a), dove m ed M sono rispettivamente il valore minimo e
a

massimo di f in [a, b].

ot

b b b
: / f(z)g(x)dx ¢ in generale diverso da / f(z)dx - / g (x)dx.

AD ESEMPIO se f () =22, g(x) =1ea=0,siha

b b b3
/ f(z)g(x)dx = / 22 = — mentre
0 0 3

b b b3 bt b3
/0 f(x)dac-/o g(x)da::§~b:§7é§seb7§1

Per comodita definiamo

Dimostriamo ora il

Teorema (Teorema del valor medio integrale). Sia f : [a,b] — R continua; allora
dc € (a,b) tale che

b
/f(x)dw—f(C)(b—a)
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DIMOSTRAZIONE. Abbiamo visto nella quarta proprieta che

b
m(b—a)g/ f(z)de < M (b—a), cioé

1
m <

b
< (b—a)/a flz)de < M .

Poiché, grazie al teorema dei valori intermedi, f assume tutti i valori tra m ed M,

Jdc € (a,b) tale che

1 b
[0 == [ f@as.

come volevasi dimostrare. O
"\
£(0)
Il significato geometrico di questo teorema ¢ immediato ~N
ed é illustrato sulla figura a lato.
of o ¢ b X

Abbiamo gia visto che anche per una funzione semplice come f (z) = 22, il calcolo del
suo integrale mediante le somme di Riemann non ¢ molto agevole (vedi introduzione). Per

giungere ad un metodo che spesso permette di calcolare in modo semplice un integrale,
introduciamo il concetto di primitiva o antiderivata.
Definizione (Primitiva). Si dice che una funzione F : [a,b] — R ¢é una primitiva in
[a,b] di f:[a,b] — R se e solo se
Fl(z)=f(z)  Vz€la

Conoscendo molte funzioni con le loro derivate ¢ immediato ricondursi a molte funzioni
con le loro primitive. Ad esempio, 22 ¢ una primitiva di 2z,
p+1

¢ una primitiva di ¥ per p # 1

log () ¢ una primitiva di —, e® & una primitiva di e*, — cos (x) ¢ una primitiva di sin (z).
x

Ed ancora, arctanx é una primitiva di H%’ tanx € una primitiva di ﬁ, ecc. ecc.

In realta durante il corso abbiamo gia affrontato il problema delle primitive nella ricerca
dell’area del sottografico di 22 e nella definizione del logaritmo.

E immediato notare che se F' (z) ¢ una primitiva di f (z), anche

G(z)=F(x)+k (k costante)
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lo é; infatti

G (x)=F (2)+ kK =F(2)+0= f(x)

Quindi quando conosciamo una primitiva di f, in realtd ne conosciamo infinite. Piu
interessante ¢ il viceversa, e cioé che se F' (x) ¢ una primitiva di f (x), allora ogni altria
primitiva di f(x) ¢ della forma F (z) + k, k costante (e quindi, trovata una primitiva di

f (z), le abbiamo trovate tutte). Precisamente si ha il seguente

Teorema. Se F (z) e G (x) sono due primitive di f (x), allora

G (z) — F (x) = costante

DIMOSTRAZIONE. E immediata, in quanto

(G@)—F(2)) =G (2) - F(z)=f(2) - f(&) =0 Vz

3.3 La funzione integrale

Definizione (funzione integrale). Sia f : [a,b] — R integrabile; la funzione
integrale associata & definita mediante

F(a:):/xf(t)dt, a<z<b

F (z) rappresenta l’area con segno da a a x, la variabile é 'estremo superiore di
integrazione.

C’¢ da notare 'uso del simbolo ¢ per la variabile di integrazione: é chiaro che si puo usare

un simbolo qualunque (meglio non x per evitare confusione); tali simboli, come l'indice 7 in
3

una sommatoria g a;, si dicono muti proprio perché la scelta del nome non cambia nulla.

=1

Siamo ora in grado di dimostrare un teorema estremamente importante, che, tra le altre

cose, dara anche una ricetta utilissima per il calcolo di integrali:
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Teorema (Teorema fondamentale del calcolo integrale). Sia f : [a,b] — R una

funzione integrabile e sia F (z) = / f(t)dt la funzione integrale associata; si ha
1. Se f ¢ continua in [a,b], allora F & derivabile in [a,b] e si ha
F@)=f@) Voela

2. Se G (x) ¢ una qualunque primitiva di f (x), si ha

b
/f@ﬁ=G®@=G@—G@

dove G (t)\z =G (b) — G (a) é semplicemente una notazione.

DIMOSTRAZIONE.
1. Sia x € [a, b]; si ha

Fz+h) —F(h) _ [ f@)di— [T f0)de

h h
z+h
fx i(t) g B hf}(zcm) = f(cz) L f(z)

dove ¢; & un punto opportuno tra z ed x+h (vedi il teorema del valor medio integrale)
ed inoltre si ha che h - 0 = ¢; — z ed f é continua.

2. Sia G (z) una primitiva di f(z); per 1. anche F (z) é una primitiva di f (z) e
quindi esiste una costante k tale che

F(z)=G(x)+k Vz € [a,b]

Poiché F' (a) = 0, risulta k = —G (a) e quindi

In particolare, per x = b, otteniamo

b
F@Z/fwﬁzG@—G@

E interessante notare che, anche se f(z) ha dei punti di discontinuitad (ma rimane

limitata), la funzione F' (x) ¢ una funzione continua.

FACCIAMO UN ESEMPIO Sia
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g\

2 se0< <1
r—1 sel<ax<3

—
w

g\

4_
2z se0<x<1
Fl@)=q 5, @’
+5- sel<z<3
cioe 2
2z se0<x<1
F(w)_{x;—x—kg sel<xz<3
0 | | I
1 3

Si ha limlF () =lim F'(z) =2 = F (1) e quindi F (x) ¢ continua in z = 1. Si osservi
Tr— Tr—

r<l r>1
che tuttavia I non é derivabile in z = 1.

Osserviamo che, per quanto riguarda la parte 2. del teorema, essa ci assicura che, se
conosciamo una primitiva G (x) della funzione f (z), per calcolare I'integrale di quest’ultima
non dovremo pitt calcolare le somme di Riemann e farne il limite, ma bastera semplicemente
calcolare G (z) nei due estremi dell’intervallo.

La prima 1. del teorema ci assicura che ogni funzione f (z) continua ha una primitiva.

([f(t)dt)':ﬂx)

Questa scrittura esplicita il legame tra integrazione e derivazione, mostrando come, in un

E suggestivo scrivere
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certo senso, esse siano una ’operazione inversa dell’altra. Proprio per questo storicamente
si & usata la notazione dell’integrale anche per indicare le primitive. Precisamente si ua la

nozione di integrale indefinito

Definizione (integrale indefinito). Si dice integrale indefinito di f e si scrive

/f (z) dx ( o anche semplicemente /f)

una primitiva arbitraria di f (z).

b
Quindi, mentre [ f(z)dz ¢ un numero, [ f (z)dx ¢ una funzione scelta in un insieme

a
di funzioni che differiscono per una costante.

AD ESEMPIO

1 3
/exda::ex,/leog\x] (ac;é()),/cos(ac)da::sin(ar:),/aczcl:(::gv3

Tenendo conto delle proprieta delle derivate si vede immediatamente che per I'integrale

/(f+g):/f+/g, /kf:k/f (k costante)

NoTA La parte 1. del teorema fondamentale del calcolo integrale ci assicura ’esistenza

indefinito vale:

di [ f (z)dx per ogni funzione f (z) continua. Questo non signifia che [ f(z)dz si possa
sempre calcolare esplicitamente mediante combinazioni di funzioni elementari (polinomi,

radici, logaritmi, esponenziali e funzioni trigonometriche). Ad esempio,

/ex2d:n, /Slzxdaz, /cos (1‘2) dx

non sono calolabili esplicitamente.

3.4 Calcolo degli integrali

Nonostante conosciamo le primitive delle funzioni pitt importanti, non é immediato come
trovare le primitive di funzioni anche dall’aspetto molto semplice come ad esempio log (3x)

o xsinx. Per questo vedremo adesso due tecniche molto utili:
1. Vintegrazione per parti

2. l'integrazione per sostituzione
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3.4.1 Integrazione per parti

La formula della derivata di un prodotto dice che f'g = (fg)' — fg¢';

ne segue che/f’g:/(fg)’—/fg’, ciod
/f’ngg—/fg'

Per l'integrale definito corrispondente, si ha

b b
/ f'a = (f9)(b) — (f9)(a) - / fd

Ovviamente questa formula ¢ comoda quando [ fg¢' risulta piu semplice di [ f'g e
chiaramente sta a noi decidere, quando abbiamo 'integrale di un prodotto, quale dei due

fattori considerare come f’ e quale come g.

!/
T . N $2 X
FACCIAMO UN ESEMPIO | ze®dzr si pud vedere come 5 e*dxr oppure co-

me / x (e”)". Qui non ci sono dubbi: nel primo caso l'integrazione per parti addirittu-
ra complicherebbe le cose, mentre nel secondo caso sembra che le cose migliorerebbero.

Proviamo:
/(ex)/wd:r =e'x — /69C (z) dx = e*x — /exdx =ec'r—e"=e"(v—1)

Negli integrali /P (x)sinz dz e /P (x)cosz dx, dove P (x) ¢ un polinomio, conviene
scegliere sinz e cosz come f’ (x); negli integrali | P (x)e” conviene scegliere come [’ (z)

la funzione e®. E ancora, negli integrali / P (xz)logz conviene scegliere come f'(x) la
funzione P(x). L’esperienza ¢ comunque molto importante. Vediamo un caso particola-
re: il calcolo della primitiva di logz (anche se logx non sembra essere un prodotto...).

Trucchetto:

/logx dx:/l-logx dx:/(a:)’loga: dx:a:loga:—/x(loga:)/d:c:

:xlogac—/l-dx:xlogx—x:x(logx—l) .

Questo trucchetto puo essere comodo anche in altri casi: provate con il calcolo della

primitiva di arctanz . E una primitiva da sapere!
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3.4.2 Integrazione per sostituzione

Dalla formula di derivazione di una funzione composta si ha che, se G (t) & una primitiva
di g (t) (cioe G’ (t) = g (t)), allora G (f (x)) & una primitiva di g (f (z)) - f' (x); infatti

(G(f (@) =G (f(@) f (@) =g(f (@) f (2)
Quindi, posto t = f (z), da G (f (z)) = G (t) = [ g (t) dt, risulta

[owit=[s(t @) @iz

Per 'integrale definito corrispondente, si ha

b 1)
/g@wz/ 9(f (@) f' (x) da
a f=1(a)

Un modo semplice per ricordare questa regola ¢ il seguente: se t = f (x), allora j—; = f'(z)

e, trattando dt e dr come entitd a sé stanti, ricaviamo
dt = f' () dx

Se adesso consideriamo /g (t) dt, possiamo passare a /g (f (x)) - f' () do semplicemente
sostituendo ¢ con f (x) e dt con f’'(z)dx. Sembra tutto un po’ magico, perd funziona. An-
che con l'integrazione per sostituzione conta molto ’esperienza e ’allenamento. Facciamo

un esempio: calcoliamo

/10g (5t) dt

Se fosse / log tdt, lo sapremo fare; I'idea é quindi quella di “cambiare variabile”, ponendo

ot = x, cioe

1
t= E, quindi dt = —dzx
5 5

Risulta cosi

1 1 1 1

/log (5t) dt = /logm : gdx = 5/10ga;d:c = (logz —1) = B’ 5t (log (5t) — 1) =
=t (log (5t) — 1)

Facciamo un altro esempio: calcoliamo (z > 0)

/ace”"2 dzx

Ponendo 22 = t ed avendo quindi 2zdx = dt, si ottiene

1 1 1 1
/:Ce‘/][”2 da::2/2acex2 dxzz/et dtzietzgegﬁ2

AGGIUNGERE ALCUNI INTEGRALI GENERALI e commento SUGLI INTEGRALI
QUOZIENTI di POLINOMI



Integrazione 62

3.5 Integrale improprio

Torniamo ora all’integrale definito. Sinora abbiamo considerato

/abf(x)dx

quando f & continua in [a, b]. Vogliamo consideraro ora i due casi seguenti:

1.

2.

"A

b
f () dz quando f ¢ continua in (a, b] .

a
(quindi f puo essere illimitata)

=]

+oo
f (z)dx, f continua in [a,+00)

a
(quindi l'intervallo puo essere illimitato)

a

(analogamente, i casi f continua in [a,b), / f (z)dx). Integrali di questo tipo vengono

— 0o
detti impropri. L’estensione & del tutto naturale:

1.

b def b
/ f(z)dz = lim/ f(z)dx
a e=0 Jote
e>0

b

Notiamo che con l'integrale f (z) dz non ci sono problemi, in quanto f ¢ con-
a+e

tinua in [a + €,b] per € > 0. Se il precedente limite esiste finito diremo che 'inte-

b
grale / f () dx & convergente; se il limite esiste infinito diremo che l'integrale &
a

b
divergente; se invece il limite non esiste, non si potra parlare di / f(x)dx.
a

b
Un caso in cui il limite lim [ (x) dz esiste sicuramente (finito o infinito) ¢ quando

o Jate

b
f(z) > 0Vz € (a,b]; infatti, in questo caso / f (z) dz cresce quando € — 0.
a+te

B
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+oo t t
2. / f(z)dx = tligrn / f (z) dz; come prima, con l'integrale / f(x)dz, t € R,
a — 100 a a
non vi sono problemi perché f é continua in [a,t] Vi € R, t > a.
+oo
Come prima, se il limite precedente esiste finito diremo che I'integrale f(z)dx

a
& convergente, se esiste infinito che 'integrale ¢ divergente e se non esiste non

+o0
parleremo di / f(z)dz.

t
Se f(z) > 0 Vx > a l'integrale / f (x) dz & una quantita che cresce al crescere di t e
a

t

quindi in questo caso il limite . li+m f (z) dz esiste sicuramente (finito o infinito).

Notiamo che in realta abbiamo gia incontrato due in-
tegrali di questo tipo quando abbiamo introdotto il
logaritmo, da noi definito come

ef [*1
log x = / {dt (x >0)
1

(anche se non avevamo dato ancora la definizione for-
male di integrale). Studiando questa funzione abbiamo
visto che

xT

1
lim logz = lim gdt = +00,

T—400 xﬂ+m)1

cioé che
+oo 1
o\ / “dt = +o0
1 t

e che

xT

lim logx = lim —dt =
x—0 z—0 Jq
>0 >0

0 T )
/ = lim <—/ 1dt> = —00,
z—0 z t

X >0
1 1

—_—y=—=\ —dt

[ Y= jot ] cioé che
1

1
/dtz—l—oo

o ¢t

Vediamo ora che

ﬁdx 1 =&  sep>1 (cioe, lintegrale ¢ convergente)

) /+°° 1 { +oo sep<1 (cioé, l'integrale ¢ divergente)
1 p—1

2 0 ﬁdw Tl & sep<l1 (ciog, 'integrale & convergente)

1 { +oo sep>1 (cioé, l'integrale ¢ divergente)
1-p
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Il caso p =1 é appena stato fatto. Per p # 1 si ha

t 1d x P t t—ptl 1 t——+o0
—dr = - _
1 P -p+1|;, —-p+1 -—-p+1
t—r4-00 zﬁ se —p+1<0 cioéesep>1
400 se —p+1>0 cioesep<1
1 —p+1 |1 —p+1 1-p €20
/ 1d T 1 € 1 € >0
—ar = = _ = —_
O+e TP -p+1f., -p+1 —p+1 1-p 1-p
€—0 >0 1%;; sel—p>0 cioésep<l1
400 sel—p<0 cioesep>1

Gli integrali appena calcolati sono molto importanti perché spesso la convergenza o meno
di integrali di altre funzioni invece di essere studiata direttamente con la definizione usando
primitive e limite, viene dedotta per confronto con integrali come questi. Tali integrali si

riveleranno inoltre fondamentali per lo studio di nuovi oggetti che introdurremo pit avanti.

UN ESEMPIO ESTREMAMENTE INTERESSANTE ¢ lo studio della convergenza di

“+00
/ et dt
0

(interessante perché questo integrale & molto importante nella teoria delle probabilita e
perché e~ & una funzione la cui primitiva non ¢ calcolabile esplicitamente). Sappiamo che

:6'2

T—+00 e

2

T
e quindi esiste x tale che — <1Vz > xp, cioe
e
1 1
e? ? Ve 2 i)
Si ottiene
finito
oo 2 z 2 zo 2 z 2
/ e Vdt = lim e Vdt = lim / e Vdt +/ e Vdt| =
0 Tr——400 0 Tr——400 0 zo

T—+00 0 r—-+00 zo

0 el
:/ et dt—i—/ —Zdt<+oo
0 o t

xQ 9 x ) o 5 T q
= / e Udt + lim e dt < / e Udt + lim t—th =
0 0

ATTENZIONE Quando si ha un integrale da calcolare, bisogna sempre accertarsi se &

improprio o meno, altrimenti si rischia di prendere grosse cantonate.
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Ad esempio, affrontando con leggerezza
/4dx
I

0o T—3 [: Y=%-3
si ricava scorrettamente

A _“’__>
d 4

/ 7 :log’x—?)‘o = log (1)—log (3) = —log (3) { x

0

Tz —3

mentre osservando che é discontinua in z = 3,

€T —

/4 dzx _/3 dx +/4 dx
O.T—gi OLU—?) 313—3

é improprio. In questo caso si ha
/ 3 dx / 4 dx .
= —007 = xXO
0o T — 3 3 T — 3

non esiste.

si ha che

T —

4
e l'integrale /
0

Concludiamo 'argomento sull’integrale rispondendo ad una domanda molto interessan-
te. Finora ci siamo occupati di misurare ’area del sottografico di una funzione continua

f :[a,b] — R. Ci chiediamo adesso quanto sia la lunghezza del grafico

G(f) =A@ f(2)), a <z <b}

di una funzione.

Se f(x) = mx 4 ¢ la risposta ¢ semplice; grazie al
teorema di Pitagora tale lunghezza, che indicheremo con y
f(b)
lap (f) o /
¢ data da °| ; 1') " x

lap) () = ¢U®%:N@F+@—af:
— b3 — maq)? + (b — a)? =

= \/mQ(b—a)2+(b—a)2:

= (b—a)V1+m?

Ma gia se f (x) = 22, la risposta tarda ad arrivare. Come fare? L’idea ¢ molto intuitiva.

Cercare di approssimare la funzione con segmenti (di cui si sa calcolare la lunghezza) e poi
vedere che succede alla somma delle lunghezze di questi segmenti via via che 'approssi-

mazione si fa piu fine, facendo crescere all’infinito il numero dei segmenti approssimanti.
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Facciamo una figura e vediamo di scrive-

: : . . 4\ R
re in maniera precisa quello che si vuol fa- i
re. Dividiamo l'intervallo [a,b] in n parti A
(uguali per semplicita) mediante i punti
B
a=20< 21 < ...<Tp1<xp=">
- T T T T T T T 7%
Tepr —ap =, k=0,1,...,n—1 0 i ;X
Siano Py = (xg, f (zx)), k = 0,1,...,n i punti corrispondenti sul grafico della funzione.

Se uniamo con segmenti questi punti, otteniamo quella che si chiama poligonale iscritta
nel grafico di f, e che indicheremo con P,. Se chiamiamo [, 1 la lunghezza del segmento

che congiunge P con Pj_1, grazie al teorema di Pitagora abbiamo

lap) (P Zlkk 1= Z \/ (@) = f (i) + (o — 2p1)”

Supponiamo f derivabile, con derivata f’ continua; grazie al teorema di Lagrange

esistono punti ¢ € (zx_1,xx) tali che

f@e) = f (we—1) = [ (ck) (2p — 231)

e quindi

lap) (P Z\/ﬂfk—a?k D2 (L+ 2 () = b;a 1+ f7 (ck)

k=1

Ma questo non ¢ altro che una somma di Riemann relativa alla funzione continua /1 + f?

hml[ab] / \/1+f’2

Questo giustifica la seguente

e quindi

Definizione (Definizione di lunghezza). La lunghezza ljqy (f) di G (f) si definisce

come:
b
oy (F) %< / 1+ 172 () de

Purtroppo, il calcolo di integrali di questo tipo, anche per funzioni molto semplici, non

é in generale particolarmente agevole.

AD ESEMPIO Se f (z) = 2%, z € [0,1], si ha

lio) (@ / \/ 1+ (22) da:—/ V1+ 422

Vi sfido a calcolare quest’integrale: vi consiglio l'integrazione per sostituzione ponendo

V14 422 = 22 + t. Buon lavoro!
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Consideriamo infine non un grafico, ma una
curva piana v di equazioni parametriche

r=g(t)

{ fila, b = R
g:la,b] = R

=)

derivabili con derivate continue £ -

Definiamo la lunghezza di v mediante

b [4
1) = [\ @+ 2 s

AD ESEMPIO Una circonferenza di raggio r pud essere rappresentata in forma para-

metrica mediante

{ :E:rcps(t) 0<t<2n
y = rsin (t)

e quindi la sua lunghezza é data da

I(y)= /027r \/(7‘ sin (£))? + (r cos (t))%dt = /Ozﬂr\/sin (t)* 4 cos (t)*dt = 277

risultato a tutti ben noto.

E chiaro che il grafico di una funzione f ¢ un caso particolare di curva (¢ una curva che

interseca al pitt una volta le rette x = x(); una sua parametrizzazione naturale ¢

\vhy ests

Ma cambiamo completamente argomento.
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Capitolo 4

Successionl e serie

4.1 Richiami alle successioni

Abbiamo gia visto i concetti di successione e di limite di una successione.
Finora le successioni che abbiamo considerato erano espresse in forma “esplicita”, cioé

del tipo
1 1\" N
an=—, ap,=\(14+—1] , a, = /n, eccetera;
n n
per ogni n il termine n-esimo era chiaro esplicitamente. Non sempre & cosi: a volte una

successione puo essere definita per ricorrenza, cioé ogni termine é definito a partire dai

precedenti; ad esempio

by =1
{a021 ; by =1
ant1=1+a, VneN bus1 =by +b,1 Yn €N

E chiaro che nelle successioni per ricorrenza é necessario definire esplicitamente il primo o
i primi termini di modo che la ricorrenza possa cominciare. Nei due esempi precedenti si
ha

ap=1,,a1=14a9p=2, a3=14+a1 =3, a3=1+as=4,...

e si capisce che a,, = n Vn € N (in questo caso a, ha anche una formulazione esplicita),

mentre
bo=1,b1=1,bo=b1+by=2, b3 =by+b; =3, by = b3+ by =5,

e cosi via... (in questo caso b, non ha, almeno ad una prima occhiata, una formulazione

esplicita).

EsEMPIO Un’altra successione che abbiamo incontrato in precedenza é la successione

n
Sn=Sp(@)=q+d+...+q" =) ¢
k=1

69
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Questa formulazione non € esplicita, ma noi sappiamo che

4" e 1
Swl@) =4 @ F07
n seq=1

e quindi abbiamo anche una sua formulazione esplicita.

UN ALTRO ESEMPIO IMPORTANTE di successione é costituito dalle somme di Rie-
mann. Se prendiamo una partizione xg = a,x1,, Tk, -, T, = b di [a,b], le somme di
Rimann sono date da

anb_a f(mk):b_naZf<a+kb_a)
k=1

n n
k=1

L’integrale era definito come il limite della successione R,,.

Una successione che ha limite finito si dice convergente. Riassumiamo le definizioni

e le proprieta riguardanti le successioni:
1. ay si dice limitata se 3M € R tale che |a,| < M Vn € N;

2. a, ¢ crescente se a, < apy1 Vn € N;
an ¢ decrescente se a,, > anp4+1 Vn € N;

Le successioni crescenti o decrescenti vengono dette monotone (se nelle definizioni

vale il minore o il maggiore stretto vengono dette strettamente monotone);

3. se ay, € convergente allora ¢ limitata. Non vale il viceversa; ad esempio la successione

a, = (—1)" ¢ limitata ma non & convergente;
4. Se a, ¢ monotona ma non limitata allora lim a,, = 00
n
5. se a, tende a 0 e b, ¢ limitata, allora a, - b, tende a zero

Parliamo adesso di serie.

4.2 Serie

Le serie sono successioni molto particolari. Ne abbiamo gia vista una:

Sn - Sn(Q) - qu
k=1
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In generale, data una succesione a,, si pud considerare la successione delle somme
parziali di a,, cioé¢

51:a1
Sy =514+a2 =a1 +a

n
S = n_l—l—an:al—i-ag—}-...—i—an:Zak
k=1

La successione 5, si chiama serie di termine generale a,,.

VEDIAMO ALCUNI ESEMPI
1. a, =¢; si ha S, = ng

2. ap, =q"; siha S, =5, (q)

Questa serie si chiama serie geometrica di ragione g¢;

1 1 1 1 1
k=1

Questa serie si chiama serie armonica.

Interessante € cercare di capire quando queste particolari successioni che sono le serie

hanno limite e quando tale limite ¢ finito.

DEFINIZIONI

1. Una serie si dice convergente se esiste lim S, = S € R.
n

Scriveremo in maniera suggestiva

S = iak
k=1

e diremo che S ¢ la somma della serie.

Abbiamo cosi dato un senso alla somma di un numero infinito di termini. Spesso
oo

si usa il simbolo E ar non solo per indicare la somma della serie (ossia il limite

k=1
della successione S,,), ma anche per indicare la serie stessa (ossia la successione Sy,).

Questo non crea in generale confusione.
2. Una serie si dice divergente se esiste lim S,, = +oo.
n

Scriveremo anche

[e o]
Z ap = +o0
k=1
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OSSERVAZIONE Se il termine generale a,, & positivo, si osserva immediatamente che
la serie ha sempre limite, finito o infinito (quindi la serie converge o diverge). Nel

primo caso scriveremo anche

o
Z ap < +00
k=1

3. Una serie si dice indeterminata se #1im S,,; ad esempio
n

D(-D)'=-1+1-1+1-...

k=1
si ha
0 se n € pari
Sp = <1 .
—1 sen é dispari
. (-1)" .
cioé S, = 5 , che non ha limite.
NOTA IMPORTANTE
(o]
Z aj € R (ciog la serie converge) = a, — 0
k=1

(detto a parole, il termine generale di una serie convergente tende a zero). Infatti, sia

oo
S, = Z ag si ha
k=1

n n—1
an:Zak—ZakLS—SZO
k=1 k=1

Questa condizione é necessaria ma non sufficiente affinché una serie converga (vedremo
tra poco esempi di serie non convergenti il cui termine generale tende a zero). Quindi puo

essere utile solo per dimostrare la non convergenza di una serie.

AD ESEMPIO
o0 kj n
kzlzm = oo perché an = _mg - 10

[e.e]
Z (=1)* non converge, perché a, = (—1)" non tende a zero (non ha limite)

k=1
Questa utilita non ¢ da sottovalutare. Siccome le serie, a parte qualche raro caso, non si

riescono a calcolare, quello che in generale si fa & utilizzare vari criteri per lo studio della
convergenza o meno e quindi, se accade che il termine generale non tende a zero, gia si sa

come la serie si comporta.
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Prima di cominciare a vedere i vari criteri per lo studio della convergenza delle serie,

vediamo un paio di esempi particolarmente importanti che saranno di aiuto in seguito.

ESEMPI

1. Il primo esempio sard una delle poche serie di cui si riesce a calcolare la somma; la

conosciamo gia: é la serie geometrica di ragione ¢. Si ha

[e’s) n q_qn—H 1fq % |q| <1
lim ——— =
qu:hquk: n 1-—gq i seq<—1
1 e +00 seq>1
limn =4ocose qg=1
n

00 00
ko k_ g _ 1
NOTAkZ_Oq —1+;q —1+17_(]—1_qse]q\<1.

Se vi ricordate, questa serie é stata fondamentale per il calcolo degli sviluppi decimali
periodici.
o
2. La serie Z w si chiama serie armonica generalizzata.
k=1
Questa serie & divergente per p < 1 e convergente per p > 1. Quindi, questa serie con

0 < p < 1 mostra che una serie puod essere divergente anche se il termine generale

tende a zero.

Il comportamento della serie armonica generalizzata segue immediatamente dal criterio

del confronto integrale, enunciato nella prossima sezione.

4.3 Criteri di convergenza delle serie

I primi cinque criteri che tratteremo saranno per serie a termini positivi.

Criterio del confronto integrale. Sia f > 0, continua e decrescente in [1,4+00);
allora

/+Oof(:n)dx<—|—oo = f(k) <+o0
1

Me T

+oo
/1 f(z)dzr =400 = f (k) =400

=
Il
—

Quindi, quanto detto per la serie armonica generalizzata segue ricordando che

+o0 1
/ —dx < o0 perp>1
1 2P
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+oo
/ —dz =+oo per p<1
1 TP

Non dimostriamo questo criterio: ¢é facile farsene una ragione guardando le seguenti figure:

y y
} f

=]
[
=]
»

1 2 3 4 5 6 7 8 1 2 3 4 5 6 7 8

00 +o0 & +oo
Srwro+ [ @ Srwz [ @

k=1

Conosciamo ora il comportamento della serie geometrica e della serie armonica generalizza-
ta, ma siamo in grado di studiare il comportamento di moltissime altre serie, semplicemente

usando due criteri molto naturali ma molto potenti.
Criterio del confronto.

@20, b, 20, an 2bYnEN = ) an>) b
n=1 n=1

Criterio del confronto asintotico.

an >0, b, >0, Vn e N £ &
lim Z_n _L>0, LeR = Zl Qp € Zl b, hanno lo stesso comportamento
n n n= n=

Facciamo un paio di esempi

2n
. sih
NCE

o0
EsEMPIO 1 Studiare la serie Z
n=1

2" 1 1 /2\" & 0
Ay = —— = — | — —
"oym3r n\3
é verificata la condizione necessaria e quindi la serie potrebbe convergere. Ora

HOREOE RSO

n=1
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perché ¢ una serie geometrica con ragione 3 < 1. Quindi per il criterio del confronto, anche

[e.o]

2" 1
la serie ——— @& convergente.
ZQan &

= n?41
EsEMPIO 2 Studiare la serie —_—.
nz_; 4n* + 3n?
. n2 +1 n . . .. . .
Si ha a, = ————= —— 0; & verificata la condizione necessaria e pertanto la serie
4nt + 3n?
potrebbe convergere.
1
Ad occhio a, sembra comportarsi come b, = e calcolo quindi
n
. Gn
lim —
n by
si ha -
a dn® (n° +1
mmﬂznm——L——l=1>o

n by, n  4nt + 3n2

oo
1
Allora, poiché g P é convergente, per il criterio del confronto asintotico lo sara anche
n

n=1
la serie di partenza.

Ci sono altri due criteri importanti per lo studio delle serie a termini positivi:

Criterio del rapporto.

B o0
se L <1 allora Zan < 40
S nozol
ia ap, >0
A1 o se L >1 allora Zan = 400
n n=1 0o oo
1 1
L=1 11 11 O dirsi i 1 — —
se allora nulla puo dirsi in generale <n§1 - e 7; n2)

Criterio della radice.

oo
se L <1 allora Zan < 400

Si 0 =
1a an > se L >1 allora Zan:—i—oo

Yan, L p—
1 =1
L=1 all lla puo dirsi i 1 E* § -
se allora nulia puo dirsi 1n genera e ( n e Z n2>

n=1

Facciamo anche qui un paio di esempi:

EsEmMPIO 1

f}ﬁ,afl 2\"
n3»’ " n \ 3

n=1
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si ha
1 2\" 1 2 5, 2 <1
(2} = AN
n \ 3 Yn 3 3
e quindi la serie converge.
EsgMPIO 2
— 1 1
Z YRRy
n=1 "
si ha
A1l 1 1 n! 1

an  (m+! 0l (mtl)-nl n+l

e quindi la serie converge.

Passiamo adesso alle serie il cui termine generale € di segno variabile. A questo proposito

introduciamo un nuovo concetto di convergenza.
Definizione. (convergenza assoluta)

o>
Diciamo che la serie g an, a, € R, converge assolutamente se e soltanto se

n=1

(o0}
Z |ay| converge.

n=1

La cosa pit importante da notare é la seguente proprieta

o0 o0
Z|an\<+oo = ZaneR
n=1 n=1

A parole questo significa che se una serie converge assolutamente, allora converge (si dice

anche semplicemente).

Quindi, il primo passo da fare quando si vuole studiare una serie il cui termine generale é
di segno variabile ¢ quello di vedere se converge assolutamente (per la convergenza assoluta
abbiamo visto un sacco di criteri). Se non ¢’¢ convergenza assoluta, non abbiamo molte
risorse. L’unico criterio che desidero presentare qui riguarda serie con termine generale di

segno variabile ma di un tipo speciale.

Definizione. (serie a termini di segno alterno)
Una serie del tipo

(o@)
—a1+a2—a3+a4—a5+...:Z(—l)”an, ap >0Vn eN

n=1
st dice serie a segni alternai.

Per queste serie c’¢ il seguente importante criterio di Leibniz.
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Criterio di Leibniz.

ap >0Vn eN ° .
a, decrescente, a, | 0 = (-1)"a, €R

n=1

Non dimostriamo qui questo criterio, ma facciamo un esempio.

ESEMPIO
> 1
(-D)" —=
2V

Questa serie non converge assolutamente; infatti

=1
_;\/ﬁ

[e.e]

2.

n=1

1
1

o0
che é una serie armonica generalizzata E o con p = 3 < 1 e quindi divergente. Poiché

n=1

1
— > ———-VneNelim

1
vn©oVn+1 no/n

= 0, il criterio di Leibniz si applica e quindi

o0

1

n

()" eR

B

n=1

4.4 Serie di potenze

L’ultima parte sulle serie riguardera serie in cui i termini non sono numeri, ma funzioni di

una variabile, ad esempio

an = ayn (x) = 5 cos (nx)
Vz € R si ha
1 1
5 cos (nz)| < -

[o.¢]
1
e quindi, per il criterio del confronto, la serie g —g ¢cos (nz) converge assolutamente Va €
n

n=1

R.

Noi studieremo in particolare serie il cui termine generale sara della forma
n
ap, = an () = ¢, (x — x0)

dove ¢, é una successione data e zg ¢ un numero fissato. Una serie di questo tipo si chiama
serie di potenze.

o0

ch(:r—aco)”:co+01(x—xo)+62(1‘—x0)2+03(x—x0)3+...

n=0
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Le serie di potenze si possono pensare come la naturale generalizzazione dei polinomi.

Facciamo qualche esempio

EsemMPIO 1
chn=1YneN, zg=0

[e.e] oo
n s : . . . n 1
E x" ¢ la serie geometrica di ragione x. Sappiamo che g " = o—— per |z| < 1 e non
—x
n=1 n=0
si ha convergenza per |z| > 1.

EsEMPIO 2
1 = "
tn=— V€N, @ =0, ) —
n=0
Applicando il criterio del rapporto si trova

‘$|n+1 . |l"n B 1

(n+D!" nl  n+l

lr] > 0<1Vz R

e di conseguenza la serie ¢ convergente (assolutamente) Vx € R.
Vedremo pitt avanti che la somma di queste serie ¢ una funzione molto importante e

ben nota, cioé che

z"
T __
e —E ) Ve e R
n=0

EsEMPIO 3
o
cn=mn, Vn €N, g =0, an”

n=1

Applicando il criterio della radice, si trova
inlel" = Vnle| = [z

Quindi, la serie converge assolutamente per |z| < 1 e non converge per |z| > 1. Per |z| =1
il termine generale della serie non tende a zero (e quindi anche per |z| = 1 la serie non

converge).

NoTA In generale, se a, = ¢, (x — zp)", si ha

An+1
%)

Vlan| = §/lenl [z = 2ol = ¥/len] |2 = ol

Da quest’osservazione e da quanto fatto negli ultimi due esempi si capisce che i criteri del

_ lensal |z = zo™ _ fent] 1z — 2|
el [ — o] en) ‘

rapporto e della radice sono particolarmente utili nello studio della convergenza della serie

oo
Z cn (T — x0)". Infatti, si puo facilmente dimostrare che vale il seguente teorema
n=0
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Teorema. Sia lim o |n+1| m /|c,| = L; allora, posto
n cn
400 seL =0
1
P = 7 se 0 < L < +o00
0 se L = 400
st ha
r=+o00 = Z en (. — o)™ converge assolutamente Vo € R
n=0
o0
r=0 = Z cn (T — z0)" non converge per alcun T # xg
n=0
o
0<r<+4oo = Z cn (T —x0)"  converge assolutamente per |r — zo| <1
n=0

non converge per | — x| > 1

Definizione. (raggio di convergenza)
La quantita r nel teorema precedente si chiama raggio di convergenza della serie
o0

Z cn (T — z0)".

n=0

Il teorema precendente dice quindi che una serie di potenze converge assolutamente in

un intervallo aperto centrato in xg, e precisamente nell’intervallo

L 1 hY >
_ r | 1
(wo — 7, w0 + 1)

e non converge fuori dall’intervallo chiuso [xg — 7, z¢ + 7]

OSSERVIAMO che il teorema non ci dice nulla su come si comporta la serie nei punti
x =1x9g—1 ex = 9+ r, cioé negli estremi dell'intervallo di convergenza (cid non ¢é
stupefacente poiché i punti xg —r e xg + r sono quelli in cui i limiti dei criteri del rapporto
e della radice applicati alla serie sono uguali ad 1 e quindi non significativi). Negli estremi
xg — 1 e xo + r la convergenza va studiata caso per caso, essendo possibili tutte le seguenti

situazioni

(xo—r, ®o+1)
(kg —r, o +7)
(xo —r, o+ 7]
[xo — 7, 2o+ 7]

zona di convergenza =

(la convergenza negli estremi puo essere anche solo semplice)
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EsEMPI
[e.9]
an; r=1 inz =1 la serie diverge a + oo
n=1

in x = —1 la serie ¢ indeterminata
I'intervallo di convergenza & 1=(-1,1)

o0
E —; r=1 inx =1 la serie diverge a + c©
n

n=1
in z = —1 la serie converge semplicemente (criterio di Leibniz)
I'intervallo di convergenza é I=[-1,1)
:L,TL
g —;r=e in x = +1 la serie converge assolutamente
n
n=1

I'intervallo di convergenza ¢ I = [—1,1]

o0 oo
1
E —(x —x0)"; r=e€ inx — 3 = e la serie diventa E 1 e diverge a + oo

en
n=1 n=1
— 1

in z — 3 = —e la serie diventa Z e—n(fe)" =

[e.9] [e.o] n=1
1

= Z e—n(—l)”e” = Z (—1)" ed ¢ indeterminata

n=1 n=1

I'intervallo di convergenza ¢ I = (3 —e,3 + ¢)

NoTA Osseriviamo che si potrebbe definire il raggio di convergenza anche se i limiti

del teorema precedente non esistessero, ma cio esula dagli scopi del nostro corso.

Enunciamo ora, senza dimostrarlo, un teorema molto importante ed utile sulle serie di

potenze:

oo
Teorema. Sia g e convergente per |x| < r; allora esiste
n=0

/

o0
E cpx”
n=0
e vale

o / o
E e’ | = E nepz ! Vo e (—r,r)
n=0 n=1

(cioe, le serie di potenze si possono derivare termine a termine).
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oo
EsemPIO 1 Da Zw", |z| < 1, ricaviamo

n=0
(o] ! 1 ! o 1
n n—1
_ 7 = v/ <1
@)x) <1_x) cor Y na" =y Vel
>  n 2 3 4
ESEMPIO2Siaf():Z——1—|—:E—|—$ +——+—=+ allora
o 2 3! 4! ’
o0 n—1 >k
x k=n—1 x
n=1 k=0

EsEmMPIO 3 Integrando l'uguaglianza
M= NP
1+t ~—~ ’

fra0ed x, —1 < z < 1, si ottiene

x 1 xr OO T
dt:/ —t"dt:/ 1—t+2 -3+ .. )dt=
[ =) o= [ )

2 3t * z2 23 2t > z"
Y I T N |
2 31" }0 U T D DIC i
n=1
Poiché
z 1
/ gt — log (1 + )% = log (1 + ) — log (1) = log (1 + )
o 1+t
risulta
00 +1$n
log (1+2) =3 (-1
og(1+a)= 3 (-1t L

n=1

ESEMPIO 4 Analogamente, a partire da

[e.9]

L ()" <t

2
144 o
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si ottiene

arctan (z) = ... provate a farlo!

Dopo questi esempi viene abbastanza naturale domandarsi se ogni funzione si possa

scrivere come una serie di potenze e, se si, se ci sia un modo sistematico per farlo.

Facciamo un conto:
Supponiamo che f (z) sia sviluppabile in serie di potenze,

o

f(z)= Z ",

n=0
e vediamo come devono essere i coefficienti della serie. Si ha f(0) = ¢y e, derivando, si

ottiene

= Z neax™ = e1 + 2c0x + 3ezx? + degn + ..

da cui f'(0) = ¢;. Derivando ancora si ottniene

o0}

Z (n—1)cpx :202+3-203x+4-304m2+...

. Derivando un’altra volta si ottiene

1"(0)
2

da cui f” (0) = 2ca, cioé ¢ =
[e.e]

@)=Y nn—1)(n—-2)ca"*=3-23+4-3-2c47+5-4-3 252" + ...
n=3

f/// ( ) f/// (0) .

da cui [ (0) = 3 - 2¢3, cioeé cg = =

3-2 3!
In generale, si ottiene
) (0)
Cn =
n!
e quindi possiamo affermare che se f (z Z cnx™, |z| < r, allora si ha precisamente

> £(n) (0

n!
n=0

Questa serie si chiama serie di Taylor della funzione f centrata in zg = 0.

NoTA Lo studente puo notare che se f (x Z en (T —20)", |2 — 20| < 1, allora

0 £(n) (4
=Y Lo gy
n=0 ’
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Infatti, basta porre t =  —xg, g (t) = f (t + z9) = f (x) ed applicare quanto fatto prima a

oo
g (t) = chtna ’t’ <r
n=0

In particolare, se f & sviluppabile in serie di Taylor, centrata in zo = 0, allora f

é derivabile infinite volte in xg = 0. Il viceversa purtroppo non é vero; ad esempio, se

g\

1_

Y

risulta f (0) = 0, £ (0) =0, ¥n € N e quindi

— " (0)
2

fx) #

>, f(n)

n!
n=0

Diamo allora la seguente definizione.

Definizione. Diremo che f (x) & sviluppabile in serie di Taylor in un intorno
dell’origine se esiste v > 0 tale che

o f(n)
f(x)szT'(O)x” Vo |zl <r
n=0 ’

In generale, f (x) si dice sviluppabile in serie di Taylor in un intorno del punto xy € R
se esiste v > 0 tale che

©_ f(n)
f(x):zfn—sxﬂ)(m—xo)” Vo |z —xol <7
n=0 :

A questo punto siamo interessati a vedere se ci sono condizioni che permettano di
assicurare la sviluppabilita di una funzione in serie di Taylor.

Per trovare tali condizioni, facciamo un passo indietro per parlare di polinomi di
Taylor.

La storia dei polinomi di Taylor comincia con un polinomio di grado 1, cioé una retta.
Vi ricordate che se f era una funzione derivabile e consideravamo la sua retta tangente
T (z) per = xo, cio¢

T (x) = f (z0) + f' (z0) (z — o)
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si aveva T (xg) = f (zo) e

Bi(z) _[(@)=T() amm g
r — X Tr — X

Se ora f é due volte derivabile in zg e consideriamo il polinomio di secondo grado

fl/ (:L,O)
2

2

Py () = f (w0) + f' (20) (x — 20) + (z — z0)
risulta P (z9) = f (z0) €

Es () f(@) = P (%) a—ao

(IE — 5170)2 - (IL’ — x0)2 0
infatti
lim LPQQ(:C) = lim f(m)_f(xo)_f/(xo)(x—fo)_ @(m—xof _
T—X0 (:L' — xo) Tr—x0 ) , ., (1: o 1170)
Hopital = lim 4 ()= f"(z0) = " (x0) (& = o)
T—x0 , 2/(:1,‘ — :L'O)
= 5 Jim | LS00 g

Immaginerete gia come va avanti la storia: se f & tre volte derivabile in zg consideriamo

il polinomio di grado 3

Py (z) = f(x0) + [ (x0) (x — x0) + fﬁ(;o) (x —x0)? + f//?f,””) (x — x0)®

L’approssimazione di f con P3 ¢ ancora migliore nel senso che Ps (xg) = f (x) e inoltre

Bs(w) _ f@) = P3(@) amwo g e

(x — x0)3 (x — x0)3

f (@) = f (20) = f' (wo) (z — 20) — L4 (& — w0)” — L) (& — wp)®

@) =Py

aom0 (p—m0)’  @w (z — x0)3
Hopital — lim [ (@) = ' (wo) — " (20) (x — ﬂ;o) — L) (g — )2 _
T—x0 3 (.%' . -750)
Hopital = lim f’ (w) — I (zo) — I (z0) (z — o) _
T—T0 , 6//(% _ xo)
= 1 lim f" (x) = [" (xo) — (z0)| =0
6 z—z0 T — xg

In generale, se f é derivabile n volte in xg, posto

s ) (o)

n! (2 —m0)"

Py (z) = f (xo) + [ (w0) (x — 20) + ..

En(x) = f(2) = Po ()

E,
avremo FE, (zg) =0, lim () m
r—x0 (I‘ — ZE())

=0.
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Definizione. Sia f derivabile n volte in x = xq; il polinomio

f(n) (o)

n! (2 = 0)"

_ W (o) kL / a
P (z) = f (zo)+) | o (@ = x0)” = f(zo)+f (20) (& — wo) -+
k=1

si chiama polinomio di Taylor della funzione f centrato in x = xg.

Si vede facilmente che P, ¢ 1’unico polinomio di grado al pitt n a verificare i due

risultati generali appena visti.

OSSERVAZIONE Non avrete mancato di osservare che P, non ¢ altro che la somma
parziale n-esima della serie di Taylor centrata in « = zo della funzione f (z).
Che cosa manca quindi per poter affermare che la somma della serie di Taylor di f é

proprio f7 Deve essere

lim B, (z) = 0

n

cioé

lim [f (z) = Py (2)] = 0

n

Riguardo all’errore E,, (z) = f (x) — P, (), noi abbiamo visto che

o L@ = P @)

T—T0 xr — (L’O

=0

ma questo riguarda la bonta dell’approssimazione quando x — xg. Come capire invece
qualcosa riguardo all’approssimazione di f (z) con P, () quando n — +o00? Ci viene in
aiut0 una scrittura piu esplicita dell’errore, che deriva da un sapiente uso del teorema di
De L’Hépital. Si dimostra che, se f é n+ 1 volte derivabile in un intorno di xg, allora, per

ogni z in tale intorno esiste ¢ compreso fra x ed xg tale che

(n+1) (¢
E,(x)=f(x)— P, (z) = f(n:_ll()') (z — x0)" ™ | resto di Lagrange
Si ha quindi
i f(nH) (c) n+1
F@) = Puo) + I o= a0)

Ecco che in questo modo, se ad esempio la derivata (n + 1)-esima della funzione f ¢
limitata,

‘f(n-l-l) (35)‘ <M Vx nell’intorno di zg

ho che lerrore E, (z) — 0 Va nell'intorno di ¢ e quindi f (x) & sviluppabile in serie di
Taylor. Infatti

1
n+1 < M’x — x(),n—i— n

£ (o)
- (n+1)! —0

S ]

|z — 0]
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Vediamo qualche esempio

EseMPIO 1 Scriviamo il polinomio di Taylor di grado n centrato in z =0 di f (z) =

sinz. Si ha

f(0)=0
F' (@) = cosz, f(0) =1
J" (2) = —sinz, f"(0)
F" (@) = — cos, " (0) = -1

0

fl/l/ (ZL‘) — Sinl’, f//// (0) — O

e si vede che si ricomincia da capo. Abbiamo cosi che in generale

™ (z) = £sinx
FM(0)=0

se n € pari

se n ¢ dispari

™ (0) =1
e quindi
o R 22+l
P =g -4+ =—-—=+4+...+(-1)"' ——
bt (0) =@ =g+ g =g e U G
Inoltre (2n42)
. SEE(C) onye £sinc o
E — ) _J  \F 2n42 P 2n42
ont1 (z) = sine — Pa, 11 () (2n +2)! v (2n +2)!
dove ¢ é un punto opportuno fra 0 e z. Si ha quindi
’x‘2n+2 n
E <
| Bopy1 (z)] < 2n 1 2)! 0 YV
Abbiamo cosi dimostrato che
o x2n+1
i = - Ve € R
sin () Z( ) Gn 1) x

n=0

EsEMPIO 2 Analogamente si pud vedere che

i~ 72n
cos (z) = > _(1)" 2]
n=0

EsEMPIO 3 Recuperiamo seguendo questa via anche I'informazione che avevamo gia

ottenuto sull’esponenziale e cioé che
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Risulta percio

2 3 n
Pn(x):1+x+%+%+...+%
. . f(nH) (c) n+l _ ¢ "t n
En(x)—f(x)—Pn()—me = (n—i—l)!—)O
Quindi
x - z"
e _ZH Vr e R

EseEMPIO 4 Lascio a voi ottenere lo sviluppo di f (z) = log (1 + x) centrato in z =0
ATTENZIONE ALL’ERRORE!

E bene conoscere a memoria lo sviluppo delle funzioni che vengono usate piu frequen-
temente:

e’, log (14 ), sinz, cosz, T arctanx, eccetera

Segnaliamo che la formula del binomio di Newton

(1+x)”—i<z>wk neN

k=0
! mn—=1)-n—2)-...-(n— 1
dove ( Z > =7 (nn— A1 _n (n=1)-(n k)' (n—k+ ),si generalizza per espo-
nente o € R: -
a a k
(1+2) —Z<k>x
k=0
a) a-(a=1)-(a=2)-...-(a—k+1)
dove )= o .

A partire dalle serie di Taylor delle funzioni pitl note si possono trovare velocemente
tantissimi altri sviluppi senza dover fare ogni volta il calcolo del corrispondente polinomio
di Taylor di grado n. Basta fare opportune sostituzioni; ad esempio da

2

ef=14+t+-+-+...+

n
5 T3 54-

si puo ricavare lo sviluppo di €2°* ponendo 20z = t; si ha

(202)* N (202)* . (20z)"

20z __
e =14 20z + 3] ]

+ ...

ed anche

sinx  sinz sin™ x

sinx __ .
e =1+sinz+ 5 + 3] +...+ oy
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e cosl via.

Concludiamo questo argomento parlando di due situazioni dove é evidente 1'utilita degli

sviluppi di Taylor:

1. Nel calcolo dei limiti, quando siamo di fronte a delle forme indeterminate, approssi-
mando con i corrispondenti polinomi di Taylor le funzioni che compaiono. In questi
casi € spesso semplice capire che cosa succede, anche in casi in cui 'uso ripetuto del

teorema di De L’Hopital sarebbe piuttosto complicato. Ad esempio

2 4

1 1 —cosx I 1_(1_%"'% )_

QZLI%) l’2 mli% 1‘2

22 x4 2
= = + 1 =z 1
= lim -2 ! = li - ==
it > xli%<2 T ) 2
log (1 -z 2

Jim 08 (1+T) ) T F :11m<1—$+$—...>:1

x—0 €T z—0 €T z—0 2 3

2. Nel calcolo di integrali di funzioni che non hanno primitive esprimibili elementar-
mente. Con la formula di Taylor, usando il resto di Lagrange, si puo approssimare

Iintegrale con 'accuratezza voluta. Ad esempio

1 o 1 3 5 2n+1 2n+2
sinz 1 T x T T
dx = “lz—-—=+—=—... +(-1)"——— Fsinc—|dr =
/0 z /0 x [:E 31T 5 (=D (2n+1)! Smc(2n+2)!] v
1 2 4 n 1 2n+1
o x x
= -4+ =—... +(-1)"——|dx =+ inc———d
/0 [ TR (2n—|—1)!] g /0 S o

Il primo integrale si calcola tranquillamente, mentre 'errore (secondo integrale) si

maggiora facilmente

1 241 1 20+l 1
| Errore | /0 |sin ¢| @n 12 33/0 (2n + 2)! * (2n+2) (2n + 2)!




Capitolo 5

Equazioni differenziali

5.1 Equazione differenziale ordinaria

5.1.1 Definizione

Un’equazione differenziale ordinaria ¢ una relazione del tipo

g(ty @y @)y ) =0

tra una variabile indipendente ¢, una funzione incognita y (¢) ed un numero finito delle
sue derivate 3/ (t), y" (t), ..., y™ (t); g & una funzione di n + 2 variabili nota.
L’equazioe si dice di ordine n se la derivata di ordine massimo che compare é quella

n-esima. In particolare, un’equazione differenziale ordinaria del primo ordine sara del tipo

gty @),y (t) =0

OSSERVIAMO che se in questa equazione si puo esplicitare la derivata di ordine mas-

simo, si avra un’equazione della forma

v () = £ (ty @y @)y )

piu facilmente affrontabile. L’equazione di ordine 1 diventa

y () = f(t,y(t))

Il problema di esplicitare la derivata di ordine massimo & un problema generale (teorema
della funzione implicita) che non riguarda 'essenza della teoria delle equazioni differenziali
ordinarie. Le equazioni sopra si dicono in forma normale e sara di questo tipo di equazioni
che ci occuperemo nel seguito.

Cominciamo a studiare I’equazione di primo ordine in forma normale

y (1) =f(ty®)

89
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Aggiungiamo anche una condizione iniziale (o condizione di “passaggio”)

y (to) = vo

Si ha cosi il problema

{ y' ()= f(ty)
y (to) = wo
noto come problema di Cauchy.

5.1.2 Alcuni esempi importanti

EseEMPIO 1798: il modello malthusiano di crescita della popolazione mondiale & governato
dall’equazione
y'(t) =ay(t)
dove a > 0, a = o — 3, « ¢ il tasso di natalita, 3 ¢ il tasso di mortalita (sperimentalmente
si ottiene a ~ %)
In questo modello la popolazione cresce proporzionalmente alla popolazione esistente
e quindi, se yp = y(0) é la popolazione al tempo ¢ = 0, 'andamento della popolazione
mondiale sara dato dalla soluzione del problema di Cauchy
{ y' () = ay ()
y(0) =wo
Osserviamo che questo modello descrive anche il modello di crescita del capitale ban-
cario e, se a < 0, potrebbe essere anche il modello del decadimento di un materiale
radioattivo.
Se scriviamo ’equazione nella forma
y' () _
y(t)

ed integriamo ambo i membri tra 0 e ¢, otteniamo

/Ot yy/((:))dT :/OtadT:at

[ y(r)=s ] _/y(t)ds_
y (1) dr = ds y(0) S

y(t)

= log|s{l,(g)—y, =
10g\y( )| = log yo| =
ly ()] _
|90l

y(®)

y (t) sard positivo = log
Yo
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t
e quindi log <y()> = at, da cui

Yo
y(t) — eat
Yo
cioé
y (t) = yoe

(Teniamo bene a mente il metodo con cui abbiamo trovato y (¢), ci sard molto utile in
seguito, anche in casi piu generali!)
Se volessimo sapere in quanto tempo ¢ raddoppia la popolazione? Dev’essere y (t) = 2y,

cioé 2 = e, quindi

b
|
o
&l

& t=50log(2) ~ 35 (log (2) = 0.69314...)

Quindi, il modello di Malthus prevede il raddoppio della popolazione ogni 35 anni
circa. Tuttavia, nei modelli di crescita di una popolazione, la crescita non avviene in modo
lineare; ad esempio,quando la popolazione aumenta troppo, si puo verificare un problema di
scarsita di risorse e quindi la crescita rallenta. Sono stati proposti molti modelli che cercano
di descrivere piu fedelmente 1’evoluzione di una popolazione data, tenendo appunto conto
di fatti come il rapporto tra popolazione e risorse disponibili, o come la competizione con

altre popolazioni o ancora come la possibilita di malattie.

EseEmMPIO Un’alternativa di questo tipo € stata proposta da Verhulst nel 1845, il quale

modellizza la dinamica della popolazione con I’equazione

Y (t) = la—by ()] y (1) a>0,b>0

in cui il tasso di crescrita a — by (t) non & piu costante, ma decresce linearmente al crescere
della popolazione y (). Questa equazione & nota come equazione della logistica. Per

risolverla, scriviamola nella forma

y' (t)

Ty - suwppestoy () #£0, a—by(t) #0)

e come prima, integriamo ambo i membri tra 0 e t. Otteniamo

t y,(T) B t _
/o [a—by(ﬂ]y(r)d“/o tdr =t
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t Yy (1) _
/0 A by g

ricordiamo che se C' # D si pud sempre scrivere
Ax+ B M N =

1

— 2log y;?) +§ <_2> log <a_by
1 y(t)(“—byo)>

a yo (@ — by (1))

(x—C)(z—D) _:x—C+a;—D

e quindi, passando all’esponenziale

Y (t) (a’ — by()) —_ eat cioé Y (t) — Yo eat
Yo (a — by (t)) ,

a—by(t) a—by
Possiamo ora ricavare y (t), che & definita implicitamente da quest’ultima uguaglianza. Si
ha

y(t) = (a— by (£) 0ot = W0 car  BUO_ i o

a — byo a—byo  a—by’
da cui
byo ayo .
t 1 at —_ at7 N
y()[ +a—by06 ] a—byge cloé
y(t) = a — byo ~ %Yo ot — ayoe™ _ ayo
a — byo + byoe® a — byo a — byo + byoe®  byo + (a — byp) e~
e infine
a
y(t) = T a—byo —qt
Yo ,—at
b + Yo e~

dove yp > 0 e, come avevamo supposto nelle pagine precedenti, a — byy # 0. )
y ()

IO

N a N . .
Se a—byg = 0, cioé yg = 7 non posso piil scrivere ’equazione nella forma

In questo caso la soluzione del problema

{ y' (t) = [a—by ()] y (1)

¢ la costante %, cio¢ y (t) = %, Vt.

OSSERVAZIONE Facciamo solo un’altra osservazione. Notiamo che la soluzione trovata

un attimo fa verifica

lim y(t) = -

t——+00 b
e quindi la popolazione tende a stabilizzarsi attorno ad un valore di equilibrio che risulta
dalla compensazione di fattori favorevoli (a) e sfavorevoli (b).
a
[’andamento della popolazione, a seconda che 3 sia maggiore, uguale o minore di yyo,

¢ riportato in figura (vedremo piu avanti un’analisi qualitativa della soluzione).
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}’(t)A
Yo
a
.
a /
o5
So—
0 t

e yo < La (t) cambia curvatura i a
s == mbia curvatura in —
Yo 20’ Yy 2

5.1.3 Esistenza e unicita della soluzione

Torniamo a considerare il problema di Cauchy in generale
{ y'(t) = f(ty (1))
y (to) = o

Ci sarebbe estremamente utile avere un teorema di esistenza ed unicita che dicesse
che il problema ha soluzione e che questa soluzione é unica. Nel caso in cui I’equazione
differenziale rappresenti il modello di una situazione reale, & evidente 'importanza fisica e
filosofica di un risultato di esistenza ed unicita di questo tipo: se il modello é corretto, il
sistema dovra evolvere in qualche modo (e quindi ci devono essere soluzioni del problema
di Cauchy), mentre I'unicita di soluzione corrisponde al requisito di ripetibilita di un
esperimento (il sistema deve reagire nello stesso modo se sono identiche le condizioni
iniziali: determinismo). Facciamo qui di seguito due osservazioni che ci faranno capire

meglio che teorema ci dovremmo aspettare.

OsSERVAZIONE 1 Anche se il secondo membro dell’equazione

fty (@)

é estremamente regolare, possiamo sperare solo in un teorema di esistenza ed unicita locale,
che ci assicuri l'esistenza di una soluzione in un opportuno intorno del punto (o tempo)

iniziale t3. Vediamo con un paio di esempi:
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! 2
t) = t — . .
EseEmpPIO 1 { z (( ) f (*) ; usando lo stesso metodo di prima, scrivendo 1’equazione

~—

nella forma

ed integrando fra 0 e ¢, otteniamo

risulta
1 L _ t (1)
y(t) YA
. N 1
Esplicitando y (t), si ottiene |y () = 1%/ La fun-

1
zione y (t) = T3¢ ha un asintoto verticale in ¢t = 1

— 1
e quindi la soluzione del problema é definita solo per —/
t<l1.

0 Bgr
1
t
v =
EsempIiO 2 y(t) ; procedendo
y(0)=1
come in precedenza ci riduciamo a calcolare
t t t2
| v Oy = [ —rir =5 v
0 o 2 . A
ottenendo cosi
1, 1 t2
) -5 =—5 | |
2 2 2 " 0 1 t

e quindi

y? (t) =1 —t2, cioe
y(t) =v1i-t?

(scelgo la radice positiva per via della condizione iniziale). Ma la funzione y (t) = v1 — t2
¢ definita solo in —1 < ¢ < 1.

OSSERVAZIONE 2 Vediamo ora che la sola continuita della funzione f (¢,y) non ga-

rantisce unicita di soluzione.

f (t,y) continua in (tg,yo) significa semplicemente che
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tnL’tO

Yn Lyo

== f(tnvyn) - f(t07y0)

Di questo concetto ci occuperemo pitt avanti

AD ESEMPIO il problema

{ Y () =y ()

y(0)=0
ammette infinite soluzioni. Infatti, si vede subito che y (¢) = 0 ¢ una soluzione e inoltre
2
procedendo come negli esempi precedenti, scopriamo che la funzione y (t) = R vVt > 0
e [Py () ! : t .
¢ anch’essa una soluzione; infatti / dr = / ldr, cioé¢ \/y(t) = = e quin-
0 Vy(7) 0 2
2
di y(t) = T Si fa poi presto ad osservare che sono soluzioni anche tutte le funzioni
y (@
2
(t —a)? ra=
y (t) _ T set>a 4
0 set<a y_(t-1)2
dove a > 0. 4 —
0 ' t
1

A questo punto € chiaro che il nostro teorema di esistenza ed unicita potra darci soltan-
to un risultato di esistenza locale e che per avere 'unicita dovremo chiedere di piu che la
sola continuita della funzione f = f (¢,y). Le nostre forze non ci permettono di enunciare
e dimostrare un tale teorema: avremmo bisogno di piil teoria. Per questo motivo sopras-
sediamo, dicendo solo che se la funzione f = f(¢,y) & continua e inoltre, guardata come

funzione di y, ha derivata limitata, allora il problema

{ y' (t) = f(t,y(t))
y (to) = Yo

ha soluzione in un intorno di ¢t = t( e tale soluzione é unica.

5.2 Risolvere il problema di Cauchy
5.2.1 Equazioni differenziali a variabili separabili

Concentriamoci in questo corso su classi di equazioni per le quali tutto fila liscio. Ad
esempio, il trucchetto usato per risolvere i semplici problemi considerati in precedenza, si

applica a tutta una classe di equazioni differenziali dette a variabili separabili.
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Supponiamo che sia
A(?)
ty) = ——
fev) B(y)

dove A (t) e B (t) sono due funzioni continue, definite rispettivamente in intorni di ¢g ed

9o € supponiamo inoltre che sia

B (yo) #0
Allora possiamo dice che esiste un intorno di tg dove il problema di Cauchy

A(?)
!
Yy ()= 57
B(y(t))
y (to) = yo
ha soluzione ed essa é unica.

L’idea della dimostrazione é la stessa usata nei nostri esempi. Deve essere

/t By (n)y (rdr= | A(r)dr

0 to

cioé

/y(t)B(s)dS—/tA(T)dT

Yo lo
Da un punto di vista pratico ci sono due problemi: trovare le primitive delle funzioni
A e B (cosa non sempre possibile in termini di funzioni elementari) ed esplicitare la y (),
che I'integrazione da solo in forma implicita. Questi due problemi vanno affrontati caso

per caso

5.2.2 Equazioni lineari del primo ordine

Un’altra classe di equazioni del primo ordine che si possono risolvere esplicitamente con
degli specifici passaggi € costituito dalle equazioni lineari del primo ordine; esse sono

della forma

v () +at)yt)=>()

dove a (t), b(t) sono funzioni continue assegnate.

L’equazione si dice lineare per il fatto che 'operatore L definito da
L(y)=y +ay
é un operatore lineare; infatti

L (c1y1 + cay2) = c1L (y1) + c2L (y2)

Vey, co costanti, Yy, yo funzioni derivabili.
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Vediamo ora che il problema di Cauchy associato

{ y () +a()y(t)=b(t)
y (to) = o

ha soluzione (globale, cioé definita Vt € R) e tale soluzione ¢ unica. Inoltre, la soluzione
si trova in forma esplicita.

A(t)

Il trucco é trovare una primitiva A (t) di a (¢) e moltiplicare 'equazione per e™"; si

ottiene
A0y (1) + a(t) e Dy () = b(t) D

A questo punto osserviamo che il membro di sinistra ¢ la derivata del prodotto eA(t)y (t);

si ha cosi
!
(eA(t)y (t)> =b(t) e®

Basta ora essere in grado di trovare la primitiva F (¢) di b (t) et per avere

(A0y 1) = F (1

e quindi

da cui

y(t) = e MO F (1) + k]

imponendo ora ad y (t) la condizione y (tp) = yo si determina la costante k e si ha la

soluzione.

PER FARE UN ESEMPIO risolviamo il problema di Cauchy

{y@—%uw—MQ
y(0)=1

t

Si ha a (t) = —2t, A (t) = —t2, e quindi, moltiplicando I’equazione per e~ ® i ottiene

ety (t) — 2te 'y (t)y=t

!/

(e=y(1)

2
Poiché, posto F (t) = 7 si ha F' (t) = t, 'equazione diventa

(vo) ()

e quindi
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da cui
2 2

t2
k
2+e

yt)=e

Imponendo 1 =y (0) =€ -0+ € - k = k, si ottiene la soluzione

5.2.3 Caso generale

Ritorniamo al caso generale 3’ (t) = f(t,y(t)). Prima di affrontare la ricerca di una
soluzione (almeno approssimata), osserviamo che se abbiamo l'esistenza e 'unicita della
soluzione, allora per ogni punto del piano passa una ed una sola soluzione dell’equazione
differenziale. Questa semplice osservazione consente spesso di fare uno studio qualitativo
delle soluzioni di un’equazione differenziale ordinaria: in altre parole, & spesso possibile
disegnare con buona approssimazione ’andamento delle soluzioni senza dover risolvere

esplicitamente la soluzione.

COME ESEMPIO potremo riprendere un caso trattato precedentemente, quello dell’e-
quazione della logistica, dove abbiamo trovato esplicitamente la soluzione. Vedremo adesso
che cosa ¢ possibile dedurre dall’equazione senza risolverla. Consideriamo il casoa = b = 1.

Il problema &

OSSERVAZIONE UTILE
Notiamo innanzitutto che f(¢t,y) = f(y) = (1 —y)y & regolare e non dipende da ¢. In
questo caso 'equazione si dice autonoma; non é difficile verificare che le equazioni auto-
nome hanno la seguente proprieta: se y (t) ¢ soluzione, anche g(t) = y (t — tp), ottenuta
tramite una traslazione lungo l'asse delle ¢, & ancora soluzione. Infatti se y(t) ¢ soluzione,
cioé y'(t) = f(y(t)), allora ¢'(t) = (y(t —t0))" = y'(t —to) - 1 = f(y(t — o)) = f(g(t))

(si veda anche I'equazione vista precedentemente 3’ = ,/y)

Ma torniamo a noi. La derivata della funzione f(y) = (1 —y)y, che qui é appunto
funzione della sola variabile y, & limitata in qualunque intorno di qualunque punto (o, yo),

infatti

frlyy=1-2y
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E possibile quindi applicare il teorema di esistenza ed unicita locale per qualunque punto

iniziale (o, yo). Inoltre
fty)=f(y)=0sey=00sey=1
si hanno dunque due soluzioni costanti
y(t)=0 Vt, y(t)=1 WVt

Grazie al teorema di esistenza e unicita locale una qualunque altra soluzione non potra

dunque intersecare le rette orizzontali y =0 e y = 1.

Osserviamo poi che la funzione f (= y’) & positiva per

y € (0,1), mentre & negativa se y > 1 o y < 0. Ne segue che y® a0
f=0
le soluzioni contenute nella striscia 0 < y < 1 sono crescenti, 1 A
f<o0
mentre le soluzioni contenute nei semipiani y < 0 oy > 1 sono y =0
0 t
£>0

decrescenti. Inoltre, per la ragione detta sopra (I'invalicabilita
delle rette y = 0 e y = 1), se la soluzione & contenuta in uno
di questi tre insiemi nell’istante iniziale, é costretta a rimanervi per tutto il suo tempo di
vita.

Vediamo che cosa succede ad una soluzione con dato iniziale y (0) = yp, con 0 < yo < 1;
una tale soluzione rimarra sempre nella striscia 0 < y < 1 e sara quindi sempre crescente.
Avremo esistenza globale (la soluzione non puo divergere a +00o in quanto ¢ confinata nella
striscia) e grazie alla monotonia esisteranno

I = tlgrnooy (t) ed Iy = tl}r_nooy (t)
(la soluzione ha due asintoti orizzontali. In realta deve essere I} = 1 e lo = 0, perché
quando una funzione y (t) monotona e derivabile si avvicina ad un asintoto orizzontale
per t — Z+oo la derivata deve sempre tendere a 0 e d’altra parte il secondo membro
dell’equazione si annulla solo per y = 0 e per y = 1. In effetti, passando al limite per
t — 400 nell’equazione si ottiene

lim o (t) = lim y()(L—y(8) =41 -0)

t—-+4o0 t——+o0

e quindi tliin y' (t) = 0 solo se l; = 1. Analogamente
—1 00

lim o' (1) = lim y () (1—y (1) =l (1 —12)

t——o00

e quindi tliEn y' (t) = 0 solo se Iy = 0.
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Se vogliamo studiare anche la convessita della nostra soluzione y (t), 0 < y(t) < 1,
derivando ’equazione si ottiene

y' (1) =1-y@®))yO)+1—-y®)y ()=
perché y (1) = (L -y @)y (t) =-2¢/(O)yt)+y (1) =

Il
|
[\
<
—
~
~—
—~
[S—
|
<
~— —
~— "~
. ~—
N—
<
—~
~
SN—
+
<
~— —~

. . . Lo 1 -
Quindi la funzione y (t) & convessa in 0 < y (t) < 3 ed é concava in 5 <V (t) < 1, cioe
passa da convessa a concava proprio a meta altezza.

Possiamo adesso disegnare con una certa accuratezza le soluzioni y (t) corrispondenti

ad un dato iniziale yo € (0,1).

y (D) A
I —
/—-———_
1/2 =
— >..
0 t

Veniamo ora alle soluzioni y (t) con y(0) = yp > 1: esse sono decrescenti e con un
ragionamento identico a quello fatto in precedenza si pud dimostrare che

lim y(t) =1

t—+00

Per ¢ negativi invece tali soluzioni devono divergere a +o0o (non ci pud essere un asintoto
orizzontale perché il secondo membro dell’equazione non si annulla per alcun y > 1). 1l
problema perd é capire se questo avviene per t — —o0 0 se invece la soluzione diverge in
tempo finito, cioé se 3t < 0 tale che

limy (t) = +o0

t—t
t>t

Vogliamo dimostrare che effettivamente ¢’¢ un asintoto verticale e quindi non si ha

esistenza globale. Se separiamo le variabili e integriamo fra 0 e ¢ (conto peraltro gia fatto)

/ot y () ?i(—ﬂy G /o dr = e /y:(t) Ty

otteniamo
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In sostanza l'integrale di sinistra (negativo) ci dice quanto tempo ci mette la soluzione

ad arrivare all’altezza y (t). In particolare, per rispondere alla nostra domanda, dovremo

_ /+°° ds ) /y ds
t= ———— = lim —_
w S(—s) yotoo ), s(1—5s)

Se questo limite ¢ finito ci dara I’ascissa t dell’asintoto verticale, se invece ¢ infinito sapremo

calcolare

che la soluzione esiste per ogni ¢ negativo. Anche senza calcolare I'integrale (cosa peraltro

gia fatta), possiamo usare la stima

/+°° da /+°° ds /+°° ds 1
— < — < 5 =
w s5(1—9) w S(s—=1) w (s—1) Yo —1

e concludere che 'integrale ¢ finito e quindi c¢’¢ asintoto verticale (e non esistenza globale).

# =

In ultimo, y” (¢) > 0 (il conto & lo stesso di prima) e quindi le soluzioni sono convesse.
Anche per le soluzioni y (t) con yp > 1 possiamo adesso disegnare un grafico abbastanza

accurato

y (D) L

S—
t

o~ —

Lascio a voi fare analoghi ragionamenti per descrivere il comportamento delle soluzioni
per yo < 0. Torna tutto, confrontando i nostri grafici con la soluzione esplicita trovata in

precedenza?

Vedremo adesso un paio di metodi che permettono di ricavare o quanto meno di

approssimare la soluzione del problema di Cauchy

{ y' () = f(ty(t))
y (to) = yo

essi sono
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1. la risoluzione per serie

2. il metodo di Eulero

5.2.4 Metodo di risoluzione per serie

L’idea & semplice: bisogna supporre che la soluzione del problema di Cauchy sia una

funzione y (t) sviluppabile in serie di potenze, cioe

o0
y(t) = Z ant™
n=0

e, usando il teorema di derivazione, risolvere I’equazione come uguaglianza tra due serie di
potenze.

Poiché due serie di potenze sono uguali se e soltanto se lo sono tutti i loro coeflicienti,
da tale uguaglianza e dalla condizione iniziale ricaviamo man mano gli a,, ed abbiamo cosi

la funzione y (t), o almeno una sua approssimazione.

MA FACCIAMO UN ESEMPIO con un’equazione di cui conosciamo gia la soluzio-
ne. Sara gratificante vedere che arriveremo proprio dove gia sapevamo di dover arrivare.

Consideriamo il problema di Cauchy

[e.9]
(ci aspettiamo di trovare y (t) = e*). Supponiamo che sia y (t) = Z apt™: si ha
n=0

o0
y () = Z nant" !
n=1

e quindi ’equazione diventa

oo o
Z nat" "t =k Z ant”
n=1 n=0

o

Poiché con un semplice cambio di indice, ¢ = n—1, la serie a sinistra diventa g (1 +1) a1t
i=0

posso riscrivere ancor meglio ’equazione:

(oo} o0
Z (n+1)ant" =k Z ant™
n=0 n=0

Ora, poiché affinché le due serie siano uguali, devono essere ugualie i loro coefficienti, dovra
essere

(n+1)ap+1 = kay Vn=0,1,2...., cioé
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an
n+1

ant1 =k

I coeflicienti risultano cosi essere definiti mediante una relazione di ricorrenza e la condizione

iniziale del problema di Cauchy mi da il termine di partenza; infatti, da y (0) = 1 ricavo
ag = 1

La regola di ricorrenza trovata mi da allora

k k‘2 k2 k‘3 k3 k’4
S — — ke = — k2 = — 3L =2
T R R B TR R ST
e, in generale,
kn
p = —
n!

NoTA Poiché una serie di potenze si pud derivare quanto si vuole, & chiaro che questo
metodo non ¢é limitato alle equazioni differenziali del primo ordine. Potete anticipare un

esempio cercando di risolvere il seguente problema di Cauchy del secondo ordine:

y' () +y(t) =0
y(0)=0
y' (0)=1

E naturale che nei problemi si Cauchy del secondo ordine le condizioni iniziali siano due e
siano di questo tipo, per poter determinare univocamente la soluzione (quando tutto va bene!)

La soluzione di questo problema si vede al volo; se y (t) = sin (¢), si ha ¢/ (t) = cos (t) e
y" (t) = —sin(t), y(0) =0, ¥/ (0) = 1 e quindi y (t) = sin (¢) & soluzione di tale problema.
Anche z (t) = cos (t) verifica 'equazione differenziale, ma non le condizioni iniziali, in
quanto z (0) =1, 2/ (0) = 0.

Provate a scrivere l’equazione supponendo che la soluzione y (t) sia sviluppabile in serie

di potenze: dovreste trovare

o0 t2n+1

y(t) = Z (=1)" @)
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5.2.5 Metodo di Eulero

Un metodo per trovare un’approssimazione numerica della soluzione del problema di Cau-

chy
{ y ()= f(t.y(t)
y (to) = yo
é il cosiddetto metodo delle tangenti o metodo di Eulero, essendo stato Eulero il
primo ad usarlo.

L’idea alla base del metodo ¢ la se-

guente. Partendo da (tp,yp) approssimo

| , y () J\
a soluzione y (t) per un breve tratto, fi-

no a t = t;, con la sua retta tangente i;:
y1 (1) (la cui pendenza o' (fo) = f (to, o) v
¢ fornita dall’equazione). Partendo poi da

(t1,91 (t1)) = (t1,y1) considero per un bre-

ve tratto, fino a t = t9, la retta ys () Yo
che ha pendenza f (¢1,y1). Riparto ora da

(t2,y2 (t2) = (t2,y2)), eccetera. 0

Scriviamo formalmente quello che ab-
biamo detto supponendo di muoverci ogni
volta di un tratto h sull’asse delle ascisse.

L’equazione della retta tangente alla soluzione y (t) per (¢, yo) €

y1 (t) = yo + f (to, vo) (t — to), t € [to, to + h] = [to, 1]

Sia y1 = y1 (t1) = yo + f (to,y0) h e consideriamo adesso la retta ys (t) per (t1,y1) con

pendenza f (t1,y1): la sua equazione ¢
y2a(t) =1+ f(ty) (E—t),  te[t,ti+h] = [t 1]

Consideriamo adesso la retta ys (t) per (t2,y2) con pendenza f (t2,y2): la sua equazione ¢
ys (t) = w2 + [ (to,y2) (t —t2), &€ [ta,ta + h] = [t2, 3]

eccetera.
Procedendo in questo modo al passo (n+1)-esimo considero la retta yn41 () per (tn, yn)

con pendenza f (t,,yn): la sua equazione &

Yn+1 (t) =y + f (tm yn) (t - tn) > te [tm tn + h] = [tna tn—i—l]
In questo modo abbiamo costruito una poligonale di vertici

(tn’yn)a n=20,1,2,...



5.2 Risolvere il problema di Cauchy

105

dove (to,yo) ¢ il punto iniziale e
(tn+1a yn+1) = (tU + (n + 1) h,yn + f (tna yn) h) Vn >0

E ragionevole pensare che queste poligonali convergano, quando h — 0, alla soluzione

y (t) problema di Cauchy. Questo puo essere dimostrato ma richiede strumenti matematici

piut sofisticati di quelli presentati in questo corso.
L’approssimazione in molti casi ¢ molto lenta, ma ci sono metodi per migliorarla: questo

comungque sara argomento per i vostri corsi di analisi numerica. Vediamo invece il metodo

di Eulero in pratica in un caso molto semplice; consideriamo il problema di Cauchy

{ y' (1) =y (t)
y (0)

1

Come in precedenza ci rifacciamo ad un problema noto, per avere la soddisfazione di riotte-
nere il risultato per altra strada e poter aver subito conferma dell’esattezza dei nostri conti

=y (t) e quindi

In questo caso abbiamo f (¢, (t))

1 =yo+ f(to,y0)h=14+y(to)h=14+yh=1+h

yo=y1+ f(ti,y) h=vy1 +yh =y (1+h) = (1+h)?

ys = Y2 + f (ta,y2) h = y2 + yoh = yo (1 + h) = (1 + h)?

e, in generale, y, = (1 + h)". Se come passo h prendiamo 1/n, abbiamo che
1 n
S
n
¢ un’approssimazione di y (¢) nel punto ¢, = 0+ nh = 1, cioé
1 n
1)~ (1+—
y (1) < + n)

Ma sappiamo che la nostra soluzione & y (t) = ! ed ¢ quindi

y(l)=e

n
Ancora una volta tutto torna, perché lim <1 + ) =e.
n n



Equazioni differenziali 106

5.2.6 Equazioni differenziali lineari del secondo ordine

Passiamo adesso alle equazioni differenziali di ordine superiore. Noi studieremo solo
la classe delle equazioni differenziali lineari del secondo ordine e piil precisamente il

problema di Cauchy

y' () +a®)y () +o)y(t)=r(t)
y (to) = yo
Y (to) = w1

dove a (t), b(t), r (t) sono funzioni continue date.
Per questo tipo di problema abbiamo esistenza ed unicitd (non lo dimostreremo). Ci

limiteremo inoltre al caso in cui a (t) e b (t) sono costanti,
a(t)y=a Vt, b(t)y=0b WVt
Il problema si puo affrontare in tre passi:

1. cercare la soluzione generale y,(t) dell’equazione omogenea associata, cioé del-
I’equazione
y'(t) +ay (t) +by(t) =0

2. cercare una soluzione particolare y,(t) dell’equazione non omogenea ed avere quindi

la soluzione generale y(t) = yo(t) + yp(t) di tale equazione

3. imporre le condizioni iniziali e determinare quindi univocamente la soluzione del

problema di Cauchy

Facciamo un passo alla volta.

PAsso 1 Concentriamoci sull’equazione omogenea
y' () +ay (t) +by(t) =0
Per ’equazione lineare omogenea del primo ordine
y () +ay(t)=0 (a costante)
sappiamo gia che la soluzione generale é

—at

y(t) =ce (¢ costante)

uesto suggerisce di provare a trovare, anche per quella del secondo ordine, soluzioni de
Quest isce di t h lla del do ordi luzioni del
tipo

y(t) =eM (k costante)
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Poiché ¢/ (t) = kel o (t) = k2eM, sostituendo nell’equazione, deve essere
E2eM + akeFt + beft = 0

cioé
" (k* + ak +b) =0

che ¢é verificato solo se

K +ak+b=0]

Se il polinomio (detto polinomio caratteristico) di secondo grado
P(k)=k*+ak+b
ha due radici reali k1 # ko distinte, allora
yi(t) =€ty (1) =P

sono soluzione dell’equazione omogenea del secondo ordine. Ma per individuarle tutte,
come si puo fare? Si pud dimostrare, ma noi non lo faremo, che l'insieme di tutte le
soluzioni U (t) dell’equazione lineare omogenea del secondo ordine formano uno spazio
vettoriale di dimensione 2. Basta quindi avere due soluzioni indipendenti per avere
una base dello spazio e per poter scrivere ogni soluzione come combinazione lineare di
queste due. In particolare, se

klakQ GR, kl 7& k2

kit

allora e™*, ket

sono due soluzioni indipendenti e quindi ogni soluzione dell’omogenea si
scrive come

Yo (t) = c1eMt 4 cpef?t ¢ e €R

Nel caso di una radice doppia del polinomio caratteristico

ki =keeR

si pud dimostrare che oltre alla soluzione e*1? = e*2!, ¢’& anche la soluzione
y (t) = teMr?

Vediamolo: si ha k12 = —a,iza?—4b = —g e

Y (t) = eFt 4 thyefrt

Y (t) = kreftt + tk2eMt 4 kMt =tk 4 2k efr!
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e quindi ’equazione ¢ verificata, infatti

thieMt + 2k M + a1t + athy et 4 bt = €M (thT + 2k + a + athy + bt) =

= Mt (k7 + aky +b) +2k1 +a] =0
=0 =0

Inoltre e*'? e te*'* sono indipendenti. Quindi ogni soluzione dell’omogenea si scrive

kit

Yo (t) = c1e™" + Qteklt, c1,c0 €R

Sembra piu difficile capire che cosa succede quando le radici del polinomio caratteristico

sono complesse

klza_‘_iﬁv kQZO‘_iﬁ’ OZ,ﬁGR, ﬂ#o

Se fossimo veramente temerari, sconfineremo nel campo complesso e continueremo imper-
territi come se niente fosse. Proviamo a farlo. Alle due radici distinte k7 e ko del polinomio

caratteristico, corrispondono due soluzione dell’equazione omogenea, che sono
ek’lt ed €k2t
Ora, grazie alla formula di Eulero e? = cos (¢) + isin (19), si ha
efit = latif)t — patift — oot [cog (Bt) + i sin (Bt)]

ekt = ela—if)t — goto—ifit _ gat [cos (Bt) — isin (5t)]

Inoltre

<€k‘1t 4 €k2t> , l <€k21t _ ekzt)
27

N |

sono ancora soluzioni e si ha

1 (eklt + ek2t) = %eat (2cos (Bt)) = e cos (Bt)

2

1 1

% (eklt — eth) = ?eat (2isin (Bt)) = e sin (Bt)
i i

Poiché e cos (ft) ed e* sin (Bt) sono due soluzioni indipendenti, ogni soluzione dell’omo-

genea si scrive
Yo (t) = €™ (c1 cos (Bt) + casin (Bt))  (c1,ca costanti)

Ebbene, questo funziona e le cose stanno proprio cosi. Facciamo uno schemino riassun-

tivo.
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Equazione omogenea 3" (t) + ay’ (t) + by (t) =0
Yo (t): soluzione generale dell’equazione omogenea

k1, ks radici del polinomio caratteristico k2 + ak + b

Allora:
ki # ko _ . kat kot :
ki ko € R = Yo (t) = c1e™" + c9e (c1, ca costanti)
F1 = k2 — o (t) = c1e1t + ol (c1, c2 costanti)
ki,ko € R ° ’
kl =a+ Zﬂ
ko =a —iB =y, (t) = e (c1 cos (Bt) + cosin (Bt)) (c1, ca costanti)

B#0

PAsso 2 Vediamo ora come trovare le soluzioni dell’equazione non omogenea

y' () +ay () +by(t) =7 (t)

Si puo dimostrare facilmente che tutte e sole le soluzioni di questa equazione sono date da

y () =50 (1) +yp(#)

dove y, (t) ¢ la soluzione generale dell’omogenea e y, (t) & una soluzione particolare del-
I’equazione non omogenea. Non ci dilungheremo sui metodi per trovare tale soluzione
particolare: osserviamo solo che quasi sempre si ha che

Se r (t) ¢ un polinomio P} (t) di grado n, u, (t) si cerca fra i polin. P, (t) di grado n.

Se r(t) = €', uy, (t) si cerca del tipo ¢ - .

Se r(t) = sin (¥t) oppure 7 (t) = cos (It), wuy (t) si cerca fra le combinazioni lineari
c1 cos (V) + cosin (Ut)

[ 11 quasi sempre & dovuto al fatto che, se ad esempio k; # ks & una radice del polinomio
caratteristico ed r(t) = e*1*, non si riuscira a trovare una soluzione particolare

yp(t) = ceF1t, perché cef1t ¢ soluzione dell’omogenea, quindi y,(t) verifica L(y,) =0 e
non L(y,) = r(t). Analogo con r(t) = cos(k1t) o r(t) = sin(kit), se =+ ik sono le soluzioni
immaginarie del polinomio caratteristico. In questi casi si cerca allora una soluzione
particolare rispettivamente del tipo y,(t) = cte® e y,(t) = t(c1 cos(kit) + cosin(kqt)).

E ancora, se k1 = ko & una radice doppia del polinomio caratteristico ed 7(t) = eF1?,

la soluzione particolare si cerca del tipo y,(t) = ct?eft .

Passo 3 Una volta trovata la soluzione generale y (t) dell’equazione (e solo allorall) si

impongono le condizioni iniziali che determinano univocamente la soluzione del problema

di Cauchy.
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FACCIAMO UN ESEMPIO: risolviamo il problema di Cauchy

y' (1) + 4y (1) + 4y (t) = 7
3
0)=-
y(0) =3
1
/
0)=—
y (0) =5
PrRiMO PAssO. Troviamo la soluzione generale y, (t) dell’equazione omogenea asso-
ciata
P4 dk+4=0 = k =ky =2
e quindi

Yo (t) = cre™ + cote™

SECONDO PASSO. Troviamo una soluzione particolare y,, (t) dell’equazione non omo-

genea. Poiché il termine noto 7 (¢) ¢ r (t) = 2, cerchiamo y, (¢) della forma
yp (t) = At> + Bt + C
Poiché y, (t) = 2At + B, y, (t) = 24, sostituendo y, (¢) a y () si ottiene I'equazione
2A+4(2At+ B)+ 4 (A? + Bt +C) =t*

cioé
4At* + (BA+4B)t +2A + 4B +4C =1*

affinché questa uguaglianza fra polinomi sia vera, deve essere

( 1
A=~
4
S8A+4B =0 da cui B:Z(—2)=—§
2A+4B+4C =0
1 1 3
_ - _= 21 ==
¢ 4 < 2 + > 8
quindi
1, 1 3
==t —t+°
L’equazione generale dell’equazione € pertanto
—2t —2t 1 2 1 3
y(t) =yo (t) +yp (t) = cre”™ + cate +Zt —§t+§
TERZO PASSO. Imponiamo le condizioni iniziali; poiché
1

1
Y (t) = —2c1e7 2 — 2cpte™ 2t + cpe” 2 + 5t 3
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e quindi deve essere

3 3
y(o)zcl‘Fg:g
C1 0
=
, 1 ()] 1
y(o):—261+62—§:§

Abbiamo cosi trovato la soluzione del nostro problema di Cauchy: essa é

1 1 3
t) =t —2t 7t2_*t e

E sempre bene controllare di aver fatto i conti giusti, verificando che y (t) sia davvero

soluzione dell’equazione e che siano verificate le condizioni iniziali. Facciamolo

1 1

/ —2t —2t
= — 2t —t— =
Y e e + 5 5

1
Y = —de % 4 At + B

e quindi

y' + 4y + 4y ZMM+%MM%—2MH2%+%:

= ZZ]Z;)ZJF tzj/g_
t OK
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Capitolo 6

Analisi in due variabili

6.1 Funzioni definite in R" a valori in R™

Finora abbiamo esplorato R ed R?, ma molte situazioni fisiche o geometriche abbisognano
di spazi a pit dimensioni.

Consideriamo funzioni F : R™® — R™

Fi (21, 29,...,2)
(1171,1'2,...,1'”)I—>F(1‘1’x2’”.’l‘n): 2( 1,42, y n)
Fm($17$2,...7.rn)

Se m = 1 parliamo di funzioni scalari, se m > 1 di funzioni vettoriali.

A
Caso m = n = 1: abbiamo le fun- &, fD)
1 zioni di cui si ¢ parlato per tutto il 0
" corso. Il grafico della funzione f é
costituito dai punti (z, f (z)) € R S
[} ! e
X

f(x,

Caso n = 2, m = 1: abbiamo le
superfici cartesiane in R3. 11 grafico
della funzione é costituito dai punti ;

(z,y,f (z,9)) €R®

113
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A
Caso n = 1, m = 2: abbiamo le
curve nel piano
v: R—R?
14
x (t) ) v(D)
t—y(t) = y(t)
v ( ) ( y (t)
Se z(t) = t, la traiettoria di ~y(t) 0' tl t —
; |
ilcade nel caso del grafico nel punto 0 / () x
2\
Caso n = 1, m = 3: abbiamo le z(t)
curve nello spazio
14
v: R—-R? v(D
x (t)
t=yt)=1{ y@) T T 0
10 o t ! x(0)|
X
/ y

Caso n = 2, m = 3: abbiamo le superfici
nello spazio

¢: R* >R
X (u,v)
(u,v) — @ (u,v) = | Y (u,v)
Z (u,v)

Se X (u,v) = u, Y (u,v) = v, la superficie
data da @(u,v) ricade nel caso del grafico nel
punto 2.

Vediamo di approfondire il secondo caso.
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6.2 Funzioni di due variabili a valori in R

Ricordiamo, prima di introdurre le funzioni di due variabili, che cosa significa continuita

in xg, per una funzione di una variabile reale.

Definizione. f: R — R si dice continua in xy se

lim f (z) = f (z0)

T—T0

ctoe, scritto per esteso, se

Ve>030>0tc |f(x)—f(zo)| <e Vz verificante |x — xo| <9

Se ora consideriamo una funzione f : R? — R, possiamo dare la definizione di continuita

nel punto (zg,yo) in maniera del tutto analoga, cioé richiedendo che

lim  f(z,y) = f (zo,v0) -
(muy)—>(107y0)

Precisamente
Definizione.
: Ve >0 36 > 0 tale che |f (z) —L| <¢
lim z,y) =L & ‘
(@:y)—(0,%0) f(@:9) V (z,y) wverificante 0 < d[(z,y), (z0,y0)] <

dove

al(@,1) , (20,90)] = \/ (@ — 20)> + (y — o)’

Anche se la definizione di continuita in R? é analoga a quella in R, é molto pitt complicato
testarla. Mentre per una funzione di una variabile ’esistenza del limite segue dall’esistenza
del limite destro e del limite sinistro (e dalla loro uguaglianza), poiché x puo tendere ad

o solo da destra o da sinistra

L. s
- -=<

T
Xo

per una funzione di due variabili i “percorsi” che puo fare (x,y) per avvicinare (xg, yp) sono

infiniti e non si pud quindi testare il limite su ogni singolo percorso

N
AN
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E non ¢ vero, come potrebbe sembrare a prima vista, che basta stu-
diare i limiti lungo tutte le rette che portano ad (xg,yp). Ma vediamo \l
\

qualche esempio. > e

L
/’/\

2

Xz
Wyg se (IE?Z/) 7& (an)
ESEMPIO 1 f (z,y) = Y

0 se (x,y) = (0,0)
f ¢ continua in (0,0), infatti
2y y?

P[P | w0
— x2_|_y2 x2_|_y2

Osserviamo che per dimostrare la discontinuita di una funzione di due variabili basta trovare

un percorso lungo il quale lim f(zy) # f(x0,90)-

(Z’,y)ﬁ(l’o »Y0

ry
2 (z,y) # (0,0)
EsemPIO 2 f(z,y) =

0 se (z,y) = (0,0)
Se si prende y = z (quindi si raggiunge 'origine lungo la bisettrice del primo e terzo

quadrante) si ha

z? 1
li = lim ———— =Z40= f(0.0
mzy(x,yl)rg(wmyo) fy) wli% 2 + 22 2 7 £(0,0)

e quindi f non ¢ continua in (0,0).

EseMPIO 3 Vediamo ora una funzione che é continua in (0,0) lungo tutte le possibili
direzioni, ma non & continua in (0, 0).

2
Y se (x,y) #(0,0)
f(z,y) = vty

0 se (z,y) = (0,0)
Le rette passanti per (0,0) sono della forma
(z,y) = (at, Bt), t € R,ax = cos (V) , [ =sin ()

si ha

Flat gy = — 00 B0 g g ) -

ottt 1+ /82t2 a2 4 62

R
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2

Pero se si considera il percorso y = x* si ottiene y
xt 1
i%f(m,xz):i%ng#ozf(ovo) y = x2
e quindi f non é continua in (0, 0). 0 >;

Definizione. f : A C R? — R si dice continua in A se e solo se f ¢ continua in
($an0); V(l’o,yo) € A

Cosi come accadeva per funzioni di una variabile, anche qui valgono le seguenti proprieta

Proprieta. Siano f,g:R? — R continue. Si ha
1. f+ g é continua;

2. f-g é continua;

3. ! é continua (dove g # 0).
g

EseEMPI di funzioni continue.

f(z,y) = z, f(x,y) = y (proiezioni sugli assi coordinati) sono continue; i polinomi
n

f(z,y) = g cijz'y’ sono funzioni continue (in particolare le funzioni lineari A (z,y) =
i.j=0
az—+by sono continue); le funzioni razionali sono continue in quei punti dove il denominatore

non si annulla. Inoltre, se g : R — Red f : R? — R sono continue, si ha che la composizione
gof:R*-R,
R2-LR LR

(z,y) — g (f (=,9))

¢ ancora una funzione continua. Ad esempio, e**Y, sin (zy), log (1 + 22 + y2) sono conti-

nue.

6.3 Calcolo differenziale per funzioni di due variabili a valori
in R

Vediamo adesso come si sviluppa il concetto di derivata quando si considerano funzioni di

due variabili.

Ricordiamo che f : R — R si dice derivabile in z( se esiste finito

ti 1@ = f(zo) _ . f (o +h) — (x0)
%0 T — T h—0 h

Tale limitie si chiama derivata di f in x9 e si denota con f'(z9).
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Osserviamo che, se esiste una retta

r(z) =a(r—x0)+q

che approssima bene la funzione f in xg, nel senso
che
f(z) —r(x)

lim ———= =0,
T—xo X — XQ

deve essere a = f’ (zg) (oltre a ovviamente ¢ = f (z9)), cioé la retta deve essere

7 (2) = ran (¥) = [’ (x0) (x — 20) + f (20)

TTan (:c) é detta retta tangente.
L’esistenza di f’ (zg) ¢ equivalente all’esistenza di rrg, ().
In R? le cose si complicano un po’. Diremo che f : R> — R ¢ derivabile in (zg, ) se

sistono finiti

lim f(xvy) - f(anyO) — lim f (fUO =+ ha y) — f(m()ay())

z—x0 T — T h—0 h

e
lim f (ﬂf,y) B f (1"07 yO) — lim f (33790 + h) - f (1"07 yO)
Y—Yo Y — Yo h—0 h

Tali limiti si chiamano rispettivamente derivata parziale di f rispetto ad z in (zg,y0) e

derivata parziale di f rispetto ad y in (xg,yo) e si denotano con

0 0
a—i(xo,yo), 85@0’:‘/0) oppure con fr (zo,%0), fy (zo,y0)

Osserviamo che, se esiste un piano
M (z,y) =a(x —z0) +b(y —vo) +4

che meglio approssima la funzione f in (zg,yp), nel
senso che

1; f(xay)_H(‘ray)
1m
(z,y)—(z0,Y0) d [(.%', y) ) (an yO)]

=0,

deve essere a = f; (z0,%0) € b = fy, (x0,%0) (oltre ov-

viamente a ¢ = f (z9,%0)), cioé¢ il piano in questione

deve essere

I (x,y) = Uran (z,y) = f (zo,y0) +
+fz (20, 90) (x — w0) + fy (0, Y0) (¥ — yo)

e (z,y) ¢ detto piano tangente.
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Dimostriamo tale affermazione: se nel limite appena scritto facciamo tendere (x, y)

ad (xg,yo) orizzontalmente lungo (z,yp)m si dovra avere

f(x,90) — a(x —x0) — f (0, v0)

Tr—XT0 |$ — ;E0|
~ i | £ @90 = fzogo) ]z
z—o x — T |z — xo
e quindi
. f z,Y0) — f Zo, Yo
a = lim ( ) ( ) = fx (%0, yo)
z—x0 T — T

(analogamente si dimostra che b = f, (zo, yo).

Nota E importante notare che Pesistenza di f, (zo,%0) e fy (%0,0) e lesistenza di
74, (z,y) non sono equivalenti, puo succedere infatti che esistano f,, f, in (zo,yo),
ma non il piano tangente in (xo,yo) (in seguito vedremo un esempio).

Nel caso esista il piano tangente in (xg,yo) si dice che f ¢ differenziabile in (zg, yo).

Riassumendo:
Definizione. f:R? — R si dice differenziabile in (xo, o) se

im &Y — f(@0,90) — fo (20, 90) (& — 20) — fy (x0,%0) (¥ — %0)

=0

Notazione. Chiameremo il vettore dato dalle derivate parziali di f in (zo,yo)
gradiente di f (x,y) in (xo,y0) e lo denoteremo con Df (xo,yo); quindi

Df (wo,y0) = (fz (z0,%0) ; fy (0, 0))

Riguardo al piano tangente, facciamo un’osservazione che ci potra essere utile in seguito.

La sua equazione
z= f(20,y0) + fz (20, y0) (x — x0) + fy (x0,¥0) (¥ — vo)
si puo scrivere anche
—fz (%0, %0) (x — x0) — fy (w0,y0) (v — yo) + (2 — f (x0,%0)) =0
ed ancora
(—fo (o, 90) s —fy (x0,90), 1) o (x — 20, Y —yo0, 2 — f(20,%0)) =0

che ¢ ’equazione di un piano in forma normale.
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RicorDO L’equazione del piano passante per Py = (zo,¥o,20) e perpendicolare al
vettore N = (n1,n2,n3) # (0,0,0) ¢

NO(P_PO):Oa P:(xayaz)

Questo significa che

(= fz (zo,y0) s —fy (w0,%0), 1) = (=Df (z0,%0), 1)

é un vettore ortogonale al piano tangente. Normalizzando, ho che
(=Df (x0,0), 1)
V14 1IDS (20, 30)1?

¢ un vettore di norma 1 ortogonale al piano tangente. Osserviamo che i vettori (1,0, f), (0,1, fy)

N =

sono una base del piano tangente.
Possiamo dire che in R? le veci della derivabilita in R le fa la differenziabilita (e non la
derivabilita). Infatti, si pud vedere che 'esistenza di f; (xo,yo) € fy, (z0,y0) non solo non

implica l’esistenza del piano tangente ma nemmeno la continuita.

AD ESEMPIO la funzione

Ty
2 2 se (x,y) 7é (O’O)
flay =< " Y

0 se (z,y) = (0,0)

che abbiamo gia dimostrato non essere continua in (0,0), ha ambedue le derivate parziali;

infatti

f(h,0) = £(0,0)

o (0,0) = Jim LR
. 0,k) — f(0,0
0.0 = i D100

Invece la differenziabilita in (z,yp) implica la continuita in (zg,yo) . Infatti, da

im ! (z,y) — f (z0,90) — fa (w0, 90) (x — 20) — fy (z0,%0) (¥ — Yo)
(@)= (@0.0) \/(fU - 1‘0)2 +(y — y0)2

segue ovviamente che

=0

@ y)lil(go ) f(x,9) = f(20,90) — fz (z0,y0) (x — 20) — fy (¥0,%0) (Y — yo) = 0

e quindi

lim  f(z,y) — f(z0,50) =0,
(z,y)—(x0,y0)
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che ¢ propirio la definizione di continuita di f(z,y) in (o, yo)-
C’¢ comunque un importante teorema che, con un’ipotesi in piu oltre all’esistenza di

fz e fy, garantisce la differenziabilita.

Teorema. Se le derivate parziali fy (x,y), fy (x,y) esistono in un intorno di (xg, yo)
e sono continue nel punto (xo,yo), allora f ¢ differenziabile in (x,yo).

6.3.1 Derivate direzionali
Sia v = (a, ) un vettore unitario, cioé
a=cos?, f=sind .
Consideriamo f (z,y) ristretta alla retta
(xo+at,yo+0t), te R,

cioé
@ (t) = f (zo+at,yo+ 6t) , v(0) = f(zo,y0)

La derivata ¢’ (0), se esiste, si chiama derivata di f nella direzione v nel punto (zg, yo)

e la si indica con il simbolo

0
87£ (x0,y0) oppure D, f (xo,yo)

Esplicitamente

Do f (w0, y0) = lim f (2o + at,yo +tﬁt> — £ (20, %0)

Notiamo che, in particolare

s, s, .

(‘37;:6 (z0,%0) = 8(51 (x0,%0), e1=(1,0) = (cos0,sin0)
OF (o0 )01 s
o (z0,%0) = e (0,90), e2=1(0,1) = (cos 55t 2)

Se f e differenziabile, in (zg,yo) si ottiene un’utilissima formula di calcolo delle derivate

direzionali in termini di derivate parziali, e cioé

’va (zo,40) = D f (x0,y0) © U‘
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Da questa formula si ottiene immediatamente

g\

(disuguaglianza di Schwarz) che il gradiente forni-

sce la direzione di massima crescita della funzione f;

pil precisamente

Vinar = [0ftreg Vimin = ~[DFGa 0l

DV,poo f (@0, 90) = [|Df (0, y0)]| v (Xor ¥o)
DV, f (w0, 50) = = [|Df (20, y0)| 9

Inoltre v L Df (zo,y0) = Duf (x0,y0) =0, cioé 5 )-;
la funzione é costante nella direzione ortogonale al /

gradiente.

OSSERVAZIONE Abbiamo gia visto precedente-
mente che l'esistenza delle derivate parziali non garantisce la differenziabilita (addirittu-
ra neanche la continuita). Bene, neppure l'esistenza e 'eguaglianza di tutte le derivate

direzionali garantiscono la continuita (tantomeno quindi la differenziabilita).

3

Ty

2 (z,y) # (0,0)

AD ESEMPIO Sia f (z,y) = y
0 se (z,y) = (0,0)

f ha derivata direzionale 0 in (0,0) qualunque sia la direzione, infatti, se & = 0 & ovvio,

se a # 0 si ha

120 t TE0 T a2 556 T iS0aZ 4 go T

Tuttavia f non & continua in (0, 0), infatti lungo il percorso = = 3 si ha

6

: 3.\ — 1 Y _ 1 _
?}lﬂ%f(y 7y)—;%m—§750—f(070) :

6.3.2 Derivata della composta e cambio di variabile

Nel caso le variabili z e y siano entrambe funzioni di una variabile ¢, cioé { B

naturale chiedersi come calcolare

Si ha la seguente importante formula (che non dimostreremo):

%f (@ ),y (1) = fo(z(®),y®) 2’ &)+ fy (), y(®) v (©)
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In termini di prodotto scalare, la formula diventa

%f (@ (t),y (1)) = Df (x(t),y (1) o (' (t) .4/ (1))

VEDIAMO UN ESEMPIO Se (2 (t),y (t)) é una descrizione della circonferenza

z? + 4% =9, cioé ad esempio

(2023 e

ese f(z,y) = x? + y3, risulta
fe (x,y) = 22, f, (z,y) = 3y*, 2’ (t) = —3sint, y' (t) = 3cost
e quindi

d
%f (3cost,3sint) = 2(3cost) (—3sint) + 3 (3sint)? (3cost) =

=9costsint (9sint — 2)

E chiaro che in un caso esplicito come questo sarebbe stato pitlt semplice osservare che
fx(t),y(t) = 22(t) + > (t) = 9cos® t + 27sin® t = g(t)
e quindi

d
@f (z(t),y(t) = ¢'(t) = 18cost(—sint) + 81sin®t cost = 9costsint(9sint — 2)

Consideriamo ora la situazione piu generale in cui
v y

{oznt) T

0 u 0 X

cioé quello che si chiama cambio di variabili nel piano. In analogia a quanto visto

prima si puo dimostrare che

0 ox oy

Ju (z (u,v),y (u,v)) = fo (z (u,v),y (u,v)) u (u,v) + fy (x (u,v),y (u,v)) Fu (u,v)

8811 (z (u,v),y (u,v)) = fo (x (u,v),y (u,v)) gi (u,v) + fy (x (u,v),y (u,v)) gz (u,v)

Chiameremo Jacobiana

Oor Ox

O(z,y) |0u Ov
0 (u,v) dy By

ou v
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la matrice associata al cambio di variabili.

In termini di prodotto di matrici

(0 (00 (00). 1 o )9 (0 ) = DA Gale)p(0) 0

EsEMPIO Consideriamo il cambio di variabili da coordinate cartesiane a coordinate
polari, cioe, per ¥ € [0,27) , r € [0,+00), consideriamo
Y)
P (x,y)

r cos(9) —
x =z (r,9) =rcos? r
y=y(r,9) =rsind 9

S
I "y

r cos(9)

Sia f (z,y) = 22 + 3, si ha f, (z,y) = 27, f, (z,y) = 3y e quindi
fu (rcos®d, rsind) = 2rcosd, f, (rcosd,rsing) = 3r?sin®

Inoltre
cos? —rsind

sind rcosd

E chiaro che anche questa volta, in un caso cosi esplicito, sarebbe convenuto considerare

direttamente f(x (r,9),y (r,9)) = r? cos? ¥ + r3sin3 9 = g(r, ) e derivare la funzione g.

6.3.3 Derivate successive

Come nel caso di una funzione di una variabile si parla di derivata seconda, terza, ecc., anche
per una funzione di due variabili si introduce in maniera naturale il concetto di derivata
seconda, terza, ecc., notando che in questo caso le derivate seconde “canoniche” saranno

quattro ed esattamente

O (of\ 9 (of\ 9 (0f\ O (0f
Ox \Ox )’ 0x \0y) 0Oy \ox) 0Oy \0y
Tali derivate si indicano rispettivamente con
0*f 0*f O f O*f
0x?2’ Oxdy’ Oydx’ 0Oy?’

oppure con
fmca fyza fxya fyy

Le derivate seconde f, ed fyy si dicono derivate seconde pure, mentre le derivate seconde

fzy € fye si dicono derivate seconde miste. In generale

fa:y 7£ fyac ;
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si prenda ad esempio

22 — 2
f (x,y) — xym se (w,y) 7& (O¢O)
0 s (,9) = (0,0)
Si ha fgy (0,0) = —1, mentre fy, (0,0) = 1. Infatti, calcoliamo innanzitutto
[y = F0y) R — P
=1 =1 —_J _ _
fo(0,y) = lim - MY = Y vy
: f(aj,k')_f(ﬂj,[)) . 332—]{32
fy(”70):,££% : zllli%mm:x Vr

Quindi fgy (0,0) = —1 e fy (0,0) = 1.

In positivo si ha il seguente teorema

Teorema. Se fy, e fy, esistono e sono continue in un intorno di (xo,yo), allora

f:r;y (330’ 3/0) = fyac (1‘0, yO)
Per comodita le derivate seconde si raggruppano di solito nella matrice hessiana

f:v:v fzy
Hf (xo,y0) =
fyx fyy

(in cui naturalmente tutte le derivate sono calcolate in (xg,yo))-

OSSERVIAMO che se valgono le ipotesi della proposizione precedente, la matrice hes-

siana ¢ simmetrica. Nel seguito avremo a che fare di solito con funzioni con tale proprieta.

A questo punto, dopo aver appreso le informazioni basilari sulle funzioni di due variabili,
svilupperemo i due interessi fondamentali riguardo ad esse (come nel caso di una variabile):
la ricerca di massimi e minimi e I'integrazione. Premettiamo nel prossimo paragrafo alcune

Interessanti osservazioni.

6.3.4 Funzioni implicite

Immaginiamo il grafico di una funzione f di due variabili come il “plastico” di un territorio
montuoso con colline, passi, altopiani, ma senza burroni. Chi fa le mappe di questi territori
usa soprattutto le curve cosiddette “di livello”, cioé le curve che uniscono punti ad uguale
altitudine. Se si ha un po’ di esperienza di queste mappe si sa che, a parte zone particolari,
gli insiemi di livello sono curve regolari (noi diremo che localmente coincidono con il grafico
di una funzione derivabile). Le zone particolari sono date da cime (I'insieme di livello ¢
un punto e li il piano tangente al grafico ¢ orizzontale), da ampie zone pianeggianti come i
laghi e gli altopiani, che certo non sono curve, o anche da piani di montagna, dove I'insieme

di livello puo essere costituito da due curve che si incrociano.
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@\

W Z
(= 7

curva di livello k

A —

curva di livello 0

La zona di uguale altitudine k ¢ data da
flzy) =k

che, posto F' (x,y) = f (z,y) — k, si pud vedere come luogo di zeri di F, cioé
F(z,y)=0

E interessante cercare di capire sotto quali condizioni si puo essere sicuri che tale zona

sia descrivibile almeno localmente con una funzione

Tale funzione ¢ (z) sara definita implicitamente da

F(z,0(z) =0
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Supponiamo che tale funzione ¢ esista e sia derivabile e deriviamo la funzione F' usando

la formula della derivata della composta. Si ha

Precisamente, si ha il seguente

Teorema (Teorema della funzione implicita (Dini)). Sia F (z,y) una funzione deri-
vabile in un intorno di (xo,yo), con derivate continue in tale intorno. Supponiamo
anche che sia

F (CEOa yO) = 07 Fy (m())y()) # 0
Allora esistono 6 > 0 ed r > 0 tali che

1. Vx € [x0 — 6,20 + 0] esiste un unico y € [yo —r,yo + 7] tale che F (x,y) = 0.
Grazie all’unicita, possiamo anche scrivere y = ¢ (x).

2. La funzione ¢ : [xg — d,z9 + 0] — R & derivabile e si ha

NoTa Notiamo che, se invece di avere la condizione Fy (xo,y0) # 0, sapessimo che
F, (xz0,y0) # 0, scambiando i ruoli di e y potremo dire che il luogo di zeri della F' in un

intorno di (zg,yo) coincide con il grafico di una funzione x = 1 (y).

OsseERVAZIONE Nell’applicare la regola della

derivata della composta per ricavare la derivata

. . o _ " DE(x o)
di ¢ (z), abbiamo trovato (usiamo il linguaggio
vettoriale) che (1 e)
P(x)
(FCC (xa¢($))7 Fy (x,go(x)))o (17 QOI(JI)) :0
cioé¢ DF (z,¢(x)) L (1,¢ (z)). Ma il vettore y=e®
(1,4 (z)) da la direzione della retta tangente al gra- 0 A >

fico di ¢ per il punto (z, ¢ (x)). Questo significa che
gradiente (direzione di massima crescita per la fun-
zione) e curve di livello (direzione in cui la funzione rimane costante) sono ortogonali in

ogni punto.
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6.3.5 Massimi e minimi
Sia f = f (z,y): un punto (zg,yo) si dice di minimo locale se 3r > 0 tale che
f(@o,y0) < f(z,y) V(z,y) € By (z0,%0)

Un punto (x0,yo) si dice di massimo locale se Ir > 0 tale che

[ (wo,90) > (x,y) VY(z,y) € Br (20, %0)

La ricerca dei punti di massimo e minimo in R? ¢ pitt complicata che in una variabile.
Il seguente esempio mostra che una funzione pud avere minimo in (0,0) se ristretta a

qualunque retta per l'origine, pur non avendo globalmente minimo in (0, 0).

EseEmPIO Sia f(z,y) = 22* — 322y + 4? =
(y—xQ) (y—?:ng) La restrizione di f alla retta
(at, Bt), t € R, ¢ la funzione

o (t) = f (at, Bt) = 221t — 30?6t + 512
¢ (t) = 8alt® — 9026t + 23%t, quindi ¢’ (0) =0

" (t) = 240*t? — 18023t + 232, quindi

P >0 sef#0
S0(())_2[32{0 se 3=0

(se B =0siha ¢ (t) = 2a*?*, che ha minimo in ¢t =

0). Quindi f (z,y) ristretta a qualunque retta per
'origine ha minimo in (0,0). Perd non ha minimo in
(0,0), infatti, Vr > 0 la f ha punti in B, (0,0) dove ¢ positiva e punti dove ¢ negativa.

Tuttavia, ¢ chiaro in generale che, posto
o(t)=f(ro+oat,yo+pt), o’+p=1
si ha
—> ¢ ha minimo locale in t =0

f ha minimo locale in (z, yo)
#=  (esempio precedente)

Quindi deve essere ¢’ (0) = 0, /7 (0) > 0, cioé
1. fCE (1‘07 yO) o+ fy (x07?/0) ﬂ - 07 va)ﬁ

2. fuw (20, Y0) &% + 2fay (0, y0) @B + fyy (20,%0) 5° >0, Vo,
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1. é ovviamente equivalente a

Jz (0,%0) = fy (w0,90) =0 :

si dice in questo caso che (zp,y0) ¢ un punto critico. 2. si pud esprimere in termini
della matrice hessiana, come vedremo dopo. Abbiamo gia notato che le condizioni 1. e 2.
non sono pero sufficienti. Per dimostrare un teorema in positivo, abbiamo bisogno della

formula di Taylor di ordine 2.

6.3.6 Formula di Taylor

Sia f : R? — R due volte derivabile con derivate prime e seconde continue in un intorno di
(0, ¥0); si ha

f@,y) = f(@o,y0) + fa (o, y0) (x — x0) + fy (x0,50) (¥ — vo) +
+% [fcca: (0, 90) (z — xO)Z + 2fay (20, y0) (z — z0) (¥ — yo) + fyy (Z0,y0) (¥ — y0)2 +
+E5 (d° [(xo,w0) , (2,)])
dove FE, (d2 [(z0,%0) , (z,9)]) = E2 ((x —z0)? + (y — y0)2) ¢ tale che

B (@)t - w)’)

2 2 =0
(z.y)—(zo0)  (x —x0)” + (¥ — v0)

Questa formula si dimostra facilmente considerando la funzione ristretta al segmento con-

giungente (z,y) a (2o, yo), cioé

@ (t) = f(xo+t(x—x0),y0 +t(y —v0))

e scrivendo la formula di Taylor di ordine 2 per ¢, tenendo conto della regola di derivazione
di una funzione composta. Siamo ora in grado di dimostrare un risultato che ci permette

di detereminare se un punto critico ¢ di massimo o di minimo relativo.

Teorema. Sia f : R2 — R due volte derivabile con derivate prime e seconde con-
tinue in un intorno di (xo,yo). Supponiamo che (xg,yo) sia un punto critico, cioé

fz (20,%0) = fy (zo,y0) = 0. Se
det Hf (20,40) = frz (20,%0) fyy (0, %0) — foy (x0,50) > 0

allora (xo,yo) € un punto di minimo relativo o di massimo relativo a seconda che sia
faz (®o,y0) > 0 0 for (x0,y0) < 0 rispettivamente.

Viceversa: se (xo,yo) € un punto di minimo (rispettivamente di massimo) relativo
per f, allora det H f (z0,y0) > 0 € foz (x0,y0) > 0 (rispettivamente fr, (xo,y0) < 0).

(d’ora in poi, se la notazione non creera fraintendimenti, scriveremo fyz , fyy , foy al posto

di fee (z0,90) 5 fyy (To,%0) 5 fay (T0,0))
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Dimostrazione. Poiché (zg,y0) ¢ un punto critico, la formula di Taylor di ordine 2
centrata in (xo,yo) si riduce a

f(@,y) = f (z0,90) =
= % |:fxx : (37 - .1?0)2 -+ 2fxy . ($ — 1:0) (y — yo) + fyy . (y _ y0)2:| +

+Fs ((96 —30)* + (y — y0)2>

Per brevita denotiamo con r = \/(37 = x0)2 + (y — y0)2 e poniamo u = T $07
r
v = Lot Con semplici passaggi algebrici la formula diventa
7
f(@y) = f(zo,0) =
1 i 2F5 (12
u2 + U2 =1- = 572 fxacuz + 2fxyuv I fyyUQ + 27,5)] =
1 2F5 (12
= 57"2 Q (u,v) + 27’2()]

dove @ (u,v) ¢ il polinomio di secondo grado definito da
Q (u,0) = fagt® + 2fayuv + fyy0?

Se @ (u,v) ha segno costante, a patto di scegliere r abbastanza piccolo, anche @ (u,v)+
2E; (1?) 2E; (r?)
2 2
quindi in presenza di massimi o minimi. Vediamo quali sono le condizioni affinché @

abbia segno costante

avra lo stesso segno costante (ricordiamo che liH(l) = 0) e saremo
i

Q(u,v) = fl (12,02 + 2 fog fuyuv + fow fyyv?] =
= (st foy)® = £20° + S fin?] =
= [(fasti S + (fen i — £2) 7] =
_ fix (fawtt + foyv)? + det Hyo?]

Quindi se det Hf (zo,y0) > 0 avremo che @ (u,v) ha segno costante (lo stesso di
frz (J)(), y(]))

Vediamo ora il viceversa: abbiamo gia osservato che se (zg,y0) ¢ un punto di
minimo allora deve essere @ (u,v) > 0; ma questo ¢ equivalente a det H f (xg,yo) > 0
e fuzx (%0,y0) > 0. Analogamente si ragiona se (g, yp) € un punto di massimo. O
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Come conseguenza, un punto in cui det Hy (zg,%0) < 0 non ¢é né di massimo né di
minimo (ed & detto punto di sella).
Ed infatti, se fyz (x0,y0) # 0, si ottiene che
Q(1,0) = foz (z0,%0) , Q (fay (0,Y0) , —fez (T0,%0)) = faz (2o, y0) det Hy (20, y0)
e quindi () cambia segno.
Se invece fyz (z0,y0) =0, ma fy, (20, yo) # 0 si procede in modo analogo.

Se infine fa, (20, %0) = fyy (20, y0) = 0 si ha
Q (u7 'l)) = 2fxy ('rOJ yO) uv ,

che cambia segno a seconda che u e v abbiano segno concorde oppure discorde.

Riassumendo, se (xg,yo) ¢ un punto critico, cioé se

fz (2o, y0) = fy (0,%0) =0

si ha

det Hf (xo, y()) >0

fza (xo,90) >0 ' = (20,%0) € un punto di minimo;
T 0, Y0

det Hf (x(], yo) >0

fza (xo,90) <0 ' = (x0,¥Yo) ¢ un punto di massimo;
T 0,90

det Hy (20, y0) < 0 = (20, y0) ¢ un punto di sella.

det Hy (z0,y0) = 0 nulla puo dirsi in generale;

Vediamo infatti degli esempi che mostrano come in quest’ultimo caso si possano avere
sia punti di massimo, che di minimo, che di sella.

EsempIo 1 f(2,y) = 22 + 4, (20, 30) = (0,0); si ha

fz (a:,y) = 21'7 fy (.%',y) = 3y27 fI (070) = fy (070) =0

e quindi (0,0) ¢ un punto critico con f(0,0) = 0. Ora f, (1‘73/) = 2, f:cy (Jf,y) = 0,
fyy (x,y) = 6y e quindi

Hf (‘Tv y) =

o

6y
In particolare det Hy (0,0) = 0. Poiché

3 >0 sey>0

il punto (0,0) non ¢ né di massimo né di minimo.
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EsemPIO 2 f («’E,y) = $4 + y47 ($07y0) = (070)7 si ha

fI (%,y) = 41.37 fy ((IZ,y) = 4y37 f:v (070) = fy (070) =0

e quindi (0,0) & un punto critico con f(0,0). Ora

foo (2,y) = 1227, fo (2,y) =0, fyy (z,y) = 129
e quindi

1222 0

Hy(v,y) =
0 12y

e risulta det H; (0,0) = 0. In questo caso si ha f (z,y) = 2 +y* > 0 = £(0,0) e quindi

(0,0) é un punto di minimo.

Esempio 3 Prendendo f (z,y) = — (1:4 +y4) si ha che il punto critico (0,0) ¢ di
massimo, det Hy (0,0) = 0.

OSSERVAZIONE I punti (x,y) dove la funzione f (z,y) non verifica le ipotesi di rego-
larita del teorema vanno considerati a parte. Ad esempio, la funzione f (x,y) = /22 + 3?2

ha minimo in (0,0), dove non é neppure derivabile, infatti

lim = lim — = lim —
h—0 h h—0 h h—0 h

non esiste e quindi f, (0,0) non esiste (analogamente f, (0,0) non esiste).

Tuttavia f (z,y) = V22 +y2 > 0= f(0,0).

Notiamo che f non ¢ altro che la funzione z = |z| ruotata

attorno all’asse z. g\
z = |x|
Vediamo ora un’applicazione del teorema sui massimi e B )
minimi locali. U N
EseEMPIO Sia f (z,y) = 2y% — 2 (x — 1)%. Si ha 0 “x

fo(ry) = —(x=1)°-2x(zx—1) = (z - 1) (1 = 32), f, (z,y) =4y
I punti critici sono i punti che verificano

{ﬁﬂ%yﬁ=@—1ﬂl—&ﬂ:0
fy (wvy) :4y:O

1
e quindi sono i punti (1,0) e (3, 0>. Calcoliamo la matrice hessiana:

fx:ﬂ ($7y) =1-3z+ (l'— ]') (_3) = _61:+47 fyy (xvy) = 47 fmy ($ay) =0
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e quindi
—6z+4 0

Hy (x,y) =
0 4

1
Dobbiamo adesso calcolare det Hy (1,0) e det Hy (3, 0>. Si ha
det H; (1,0) = -8 < 0

e quindi (1,0) & un punto di sella.

det Hy (;,0) =8>0, fiz (;,0) =2>0
(1 L 1 4
e quindi (3, 0) ¢ un punto di minimo, (3, 0> =5
Osserviamo che il fatto che (1, 0) sia un punto di sella si poteva capire facilmente poiché
F(1L,0) =0, f(1,y) =242 e f(2,0) = —z (1 — 2)?, quindi vicino ad (1,0) vi sono punti
nei quali la funzione & positiva come punti nei quali la funzione é negativa.
Osserviamo anche che la funzione non ha né massimo né minimo assoluti, infatti

xEIEoof (x,0) = xEIEoo z(r—1) 00

lim f(z,0)= lim —z(z—1)*=+o0

T——00 T——00

Ma questa é un’altra storia che vedremo adesso in dettaglio.

6.3.7 Massimi e minimi assoluti

Dato un insieme A C R?, V (z,y) € R? vale una ed una sola delle

seguenti possibilita:

A

1. Ir>0 te. By(x,y) CA ’)

2. Ir>0 te. Br(z,yyNA=g
3.Vr>0,B, (z,y) NA# 2,B, (2,y) \A# @ @

I punti che verificano la 1. si dicono interni ad A.

I punti che verificano la 2. si dicono esterni ad A.

I punti che verificano la 3. si dicono punti frontiera di A.

L’insieme dei punti frontiera di A si chiama frontiera di A e si indica con 0A. Nel
caso in cui JA é parte dello stesso insieme A, cioé se A = AUOJA, I'insieme si dice chiuso.

Nel seguito considereremo funzioni f : A — R, A chiuso. La ricerca di massimi e

minimi in questo caso deve tener conto sia dei punti di massimo e minimo interni ad A (e
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per questo si applica la teoria precedente) sia del comportamento della funzione f su A
(del resto anche nello studio di funzioni di una variabile f [a,b] — R, il carattere di f (a) e
f (b) era valutato a parte). Questo ¢ piu agevole nel caso in cui A si possa descrivere in

modo semplice, ad esempio se

OA={(x(t),y(t)), t € [a,b]}

con z (t), y(t) derivabili. Infatti, in questo caso studiare la funzione f su 0A significa

studiare la funzione di una variabile

()O(t) = f(x(t>7y(t))a te [aab]
Diamo ora la definizione di massimo e minimo assoluto.

Definizione. Sia f: A — R; (z9,y0) € A si dice punto di massimo assoluto se

f(z07y0)2f($ay) V(l’,y)EA;

(z0,y0) € A si dice punto di minimo assoluto se

f(xo,m0) < f(z,y) V(z,y)€A.

Nella ricerca di massimi e minimi assoluti ci viene in aiuto un importante risultato di
“esistenza’.
Teorema (Teorema di Weierstrass). Sia A chiuso e limitato (cioé A é contenuto in

un disco di raggio sufficientemente grande). Se f : A — R ¢é continua, allora esiste
almeno un punto (xpr,ypr) € A tale che

f('rM,yM)Zf(xvy) V(.%‘,y)GA

ed esiste almeno un punto (Tpm,ym) € A tale che

f(@m,ym) < f(2,y) V(z,y) € A

Questo teorema ci assicura che, se dobbiamo trovare solo massimo e minimo assoluti di
una funzione f : A — R, A chiuso e limitato, basta trovare i punti critici della funzione
all’interno (senza studiare il carattere) e i punti critici della funzione ristretta alla frontiera
di A (senza studiarne il carattere). Quindi, confrontando i valori della funzione in tutti
questi punti e nei punti dove f non ¢é derivabile si troveranno i punti di massimo assoluto
(corrispondenti al valore piu grande) ed i punti di minimo assoluto (corrispondenti al valore
pitt piccolo). Questo grazie al fatto di essere sicuri della loro esistenza.

Ma vediamo un paio di esempi che riassumono i possibili comportamenti di una funzione
f:A—R, AC R? chiuso e limitato, non limitandoci alla ricerca del massimo e minimo

assoluti, ma guardando anche il carattere di ogni singolo punto critico.
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ESEMPIO 1 (massimo e minimo assoluti sono sul bordo) v

fzyy)=oy, A= {(w,y):m2+y2 §9}

Studio all’interno di A: f, (z,y) =y, fy (x,y) = x, quindi -

I'unico punto critico ¢ il punto (0, 0).

0 1
Hf (z,y) = , det Hf (z,y) = -1<0
10

e quindi (0,0) non ¢ né di massimo né di minimo (del resto si poteva vedere facilmente,
poiché f(0,0) = 0 e in un intorno di (0,0) la funzione assume valori sia positivi che
negativi).

Studio sulla frontiera di A: poiché
0A = {(3cost,3sint), t € [0,27]}
si tratta di studiare ¢ (t) = f (3cost,3sint) = 9costsint.

1
p(t)=9 (cosgt - sin2t) =9(1- 2 sin’ t) & sin?t = 5 @ |sint| = ,
3r bw 7
quindi i punti critici di ¢ (¢) sono — T Zﬂ’ —W, Z Inoltre p(0) = () =
Si ha ¢ (%) = ¢ () = 7 (valore massimo) , ¢ (27) = ¢ (I¥) = -3 (Valore minimo).
In definitiva i punti di massimo assoluto per f sono (3 cos 7, SSIH*) = (%, %) e
(3 cos 3T 3sin 2 T ) = (—% 7) dove f vale 2 5, mentre i punti di minimo assoluto per

f sono (SCos , 3sin f) = ( oL %) (3cos , 3sin~ T ) = (%, —\ﬁ>, dove f vale
9

5
Osserviamo che c¢’é anche un altro modo di descrivere la frontiera di A, vedendola come

unione dei due grafici (:U, VAR :c2> e (:z, -9 — x2>, —3 < x < 3. Anche cosi la funzione

f ristretta a A si pud vedere come funzione di una sola variabile
g@)=1 (2O 22), hi@) = (r. V022

e quindi studiare il comportamento di f ristretta a dA con le tecniche usate per una

variabile.

Vediamo ad esempio g () =z 9 — 22, =3 <z < 3.

9 — 272 9 3
/tzizo = :BQZ* = r=t+—

g (\%) -~y (_55> =2 9(-3)=g(3) =0, cccetera
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ESEMPIO 2 (massimo interno e minimo sul bordo) "\
™ ™ m €1
f(z,y) =sinz +siny +sin(z+y), A= [0,5] X [0,5] =
Studio all’interno di A: cs A

{ fz (z,y) = cosx + cos (z + y)

f, (2,y) = cosy + cos (z + ) —
0 c, ks X
Quindi 2
& cosST = CoS
fy (2,y) =0 Y

e poiché z e y variano tra 0 e 5 deve essere x = y. Quindi, dalla prima equazione si ricava

cosx + cos (2z) = 0, cioé

-1
cosz + 2cos’z — 1 =0, da cui cosz = <
1
2
. . . . . 1
Poiché z tale che cosx = —1 é fuori dominio, resta cosx = 50 Cloé z = arccosj = g
. o T T i
L’unico punto critico é pertanto (g, §> L’hessiano ¢
—sinx — sin (z + y) —sin (z + y)
Hf (z,y) =
—sin(x + y) —siny —sin (z + y)
3
. 9
Hf(f,z): , detHf(z,z>:f>0
33 V3 3°3 4
BRERN
2
Poiché f.. (g, g) = —v/3 < 0, si ha quindi che (g, g) é punto di massimo relativo,
T 3
-, =] ==-V3.
/ <37 3) Q\f
Studio su 94 = C1 UCy U C3 U Cy.
Su 021
f(z,y) = (£,0) = 2sinz, 0 < z < g, ha massimo in x = g e minimo in z = 0,
f <g,o) =2, £(0,0)=0
Su 04:
f(z,y) = (g,y> =1+4+siny+cosy, 0 <y < g Si ha f (%,O) =f (g,g) = 2 e dallo
studio della derivata si ottiene che f ha massimo in y = Z con f (g, %) =1++V2e

minimoiny=0edy=7%

.
Su Cll

7T .
flx,y)=f (a:, 5) =1+ sinz + cosz (analogo a Cy)
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Su Cg:
f(@,y) = f(0,y) = 2siny (analogo a C5)

Riassumendo e confrontando i valori trovati si ottiene che il massimo assoluto di f é 5\/§’

) T w g N : . .
raggiunto nel punto (g, §>’ ed il minimo assoluto di f é 2, raggiunto nei quattro vertici

del quadrato.

y
A
o MIN MIN
2
R . MAX
3
MIN MIN
>~
0 LR
3 2

ATTENZIONE!! I massimi (o i minimi)
di una funzione ristretta al bordo, che non
risultano essere massimi (o minimi) assolu-
ti, NON sono massimi (o minimi) relativi

per tale funzione.

6.4 Integrali doppi

Con le nozioni apprese fin qui, siamo adesso
in grado di trattare ’argomento che riguar-
da l'integrazione di funzioni di due variabi-

li; pitt precisamente cercheremo di dare un

senso alla scrittura x

// f (z,y)dzdy = integrale doppio di f su D,
D

comne naturale estensione della scrittura

/ f (z) dz in una variabile.

Ovviamente con due variabili insieme D

su cui si integra puo avere mille forme, ben diverso dalla situazione in una variabile, dove
avevamo solo un intervallo [a, b]!!

In analogia con 'integrale per una funzione limitata f (x) > 0 in un intervallo [a, b], 'in-

tegrale doppio di una funzione limitata z = f (x,%) > 0 su un dominio D C R? puo essere
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motivata dal problema della determinazione del volume della regione tridimensionale
E= {(x7y7z) € Rg : (-T,y) € D7 0 S z S f(xay)}

Andiamo con ordine. Per continuare I’analogia con il caso unidimensionale, dove consi-
deravamo partizioni dell’intervallo [a, b], dobbiamo dare la definizione di partizione di un

insieme D C R2.

Definizione. Sia D C R? chiuso, limitato e misurabile; chiameremo partizione P di
D di norma minore o uguale a §, § > 0, una qualunque famiglia finita D1, Ds, ..., D,
di insiems masurabili tali che

P1) |JP.=D

i=1
P2) D,ND; #2 Vi # j 1<4,5<n
P3) diametro D; < ¢ Vi=1,2,...,n

dove diametro D; = max {||P — Q|| , P,Q € D;}

( tralasceremo qui il concetto di misurabilita per non appesantire la presentazione, con la
premessa che tutti gli insiemi che considereremo saranno misurabili: non é chiedere troppo
se non si sconfina nel patologico...)

Sempre per continuare 1’analogia diamo la definizione di somma di Riemann.

Definizione. Siano f, D, P come sopra, sia P; un punto qualsiasi dell’insieme D;
della partizione P. Definiamo

Rps = Z f(P;) area D;
i=1

Intuitivamente, quando la partizione diventa pit fitta, che corrisponde al tendere della
sua norma a zero, le somme di questi volumi tendono al volume sotto il grafico di f. In

generale si ha il seguente

Teorema. Sia D C R? chiuso, limitato e misurabile, sia f : D — R continua. Allora
esiste

lim R
500 P,6

e tale limite é indipendente dalle partizioni P e dalla scelta dei punti P;. Tale limite
viene detto integrale su D della funzione f e si scrive

/ /D flz,y)dady (anche brevemente / /D F)

Osserviamo che il limite precedente esiste anche se f cambia segno. In questo caso pero
I'integrale non corrispondera semplicemente ad un volume, ma alla somma algebrica dei

volumi sopra e sotto il piano z,y.
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Proprieta. Siano f,g: D — R continue, D chiuso, limitato e misurabile; allora

1. area D=0 = /f:()
D

./Dl— .
mea (om0 | 1= [0+ [0
-/I)()\f‘i‘ﬂg)_)\/]jf‘i‘ﬂ/])g VA pueR

.fggsuD:»/Dfs/Dg

ALl L

IS

B

v

D

Cerchiamo ora metodi per calcolare integrali doppi. La via é essenzialmente quella di
ricondursi al calcolo di integrali di funzioni di una variabile.

Gli strumenti fondamentali sono due

1. il teorema di Fubini, che permette di vedere un integrale di due variabili come due

integrazioni successive di una variabile;

2. la formula di cambio di variabili, che permette di scrivere un integrale in modo
piu “trattabile” (sempre in vista del teorema di Fubini): ’analogo in una variabile

dell’integrazione per sostituzione.



Analisi in due variabili 140

6.4.1 1l teorema di Fubini

z=f(x,y)

| &—Zﬂ

\
//Z > 7\‘\1-@) b

P
Y (% BW)

. XN

N

w Y

N,

Consideriamo il caso in cui
D={(z,y) €eR*: a<z<b a(zr)<y<pB(x))

con «, (3 : [a,b] — R continue.

Per calcolare I'integrale

/f(fﬂay)dfﬂdy, =0
D

si puod pensare al solido
E={(z,y,2) €R’: (z,9) €D, 0<z< f(z.y)}
scomposto in “fette”
Ey={(z,y,2) ER*: a(z) <y<B(z), 0<2z< f(2,9)} (x € [a,b] fissato)

Nella figura sono scambiati gli assi  ed y per rendere piu visibile la situazione. L’area

della “fetta” E, é data dall’integrale di una variabile

B(z)

Az) = / f(z,y)dy (x € [a,b] fissato)
a(z)

E quindi del tutto naturale che il volume di E si possa ottenere integrando i contributi

delle singole fette, cioé

VOIE:/abA(l‘)dl‘:/ab </j:)f(:1:,y)dy) dx
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cioé

Lfmwzlwlivwmw>m

Naturalmente, se D ¢ del tipo
D= {(z,y) € R?: c<y<d, v(y) <z < s(y)} 7,0 : [¢,d] — R continue

si avra analogamente

Afmwz[mﬂjfmwmyw

La validita di questi risultati é assicurata dal seguente
Teorema (Teorema di Fubini). Sia f: D — R continua; se D ¢é del tipo

D={(z,y) eR®: a<2<bh a()<y<p())} a, B [a,b] = R continue

Afmwzémﬂgﬁmm@»m

Analogamente, se D ¢ del tipo

allora vale

D={(x,y) eR*: c<y<d, 7(y)

Lfmwzlngfmwm»w

IN

<0y} 7,0 : [e,d] — R continue

allora vale

EsERciIzio Calcolare I = / (:EQ + y2) dzx dy, dove
D

y
D={(z,y) eR*: 1<2<2 1<y<a?} A
Risoluzione. In questo caso a(z) =1, B(x) = 2% Si ha D
2 x?
I:/ / (x2+y2)dy dr = 1
1 1
/2 o W, 1006 = —
= T = r=—
A 105 1 2

OsSERVAZIONE E possibile che il dominio di integrazione

si possa descrivere in entrambi i modi considerati nel teorema
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di Fubini. Ad esempio, il domionio D dell’esempio precedente pud essere anche descritto
come

D:{(m,y)GRQ: 1<y<d4, \/§§x§2}

(qui si ha ¥(y) = \/y e 6(y) = 2)
In questi casi non & sempre indifferente una o l’altra delle due descrizioni (che corrispondono
ad ordini di integrazione diversi). Vediamo un esempio dove con una delle due descrizioni

del dominio addirittura non si puo fare il calcolo.

EseEmPIO Calcolare I = / eyzd:zdy, dove D ¢ il triangolo di vertici (0,0), (1,1), (0,1).

Il dominio di integrazione D si pud descrivere in due modi:

D:{(x,y)€R2: 0<y<1, OSxSy}

D:{(az,y)E]Rzz nggl,a:gygl}

Se applichiamo il teorema di Fubini con la prima descrizione otteniamo

1 Y 1 1 1 1
/ ey2dxdy = / </ eyzd$> dy = / eydey == eyQ} =—(e—1)
D 0o \Jo 0 2 Jo 2

Se invece utiliziamo la seconda descrizione di D, otteniamo

1 1
/ edexdy = / (/ ey2dy> dx
D 0 T

ma / €Y dy non & esprimibile in termini elementari e quindi non possiamo portare a termine

il calcolo.

6.4.2 Cambio di variabili negli integrali multipli

Consideriamo l'integrale

/ f(z,y) dxdy
D
e sia T : R?2 — R2 una trasformazione definita da

{ v =z (u,0)

y:y(uav)
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con Ty, Ty, Yu, Yo continue. Supponiamo che T' trasformi in modo biunivoco una regione

A del piano u, v nella regione D del piano x,y. Supponiamo inoltre che lo jacobiano

0 (x,y) Tu T

Yu Yo

abbia determinante

det J = 2y — ToYu

diverso da zero in ogni punto di A.

Y

i\

\ T
< ; 7 A
A D

—
X

B

In queste condizioni vale la formula di cambio di variabili

//Df(a:,y) dxdy = //Af(x (u,v),y (u,v)) ‘detggz: ig'dud”

Nel caso (molto importante) di coordinate polari

x =z (r,9) =rcosd
y=y(r,9) =rsind

abbiamo gia calcolato la matrice jacobiana. Essa ¢
costy —rsind
J =

sint rcosd

e quindi
detJ =r (0082 9 + sin? 19) =r

la formula di cambio di variabili diventa in questo caso

//Df(x’y) dxdy://Af(Tcosﬁ,rsinﬁ) rdrdd

Si capisce subito l'utilita di questa formula quando D ¢é un disco (o un settore, o una

corona circolare) centrato nell’origine: 'insieme A ¢é un rettangolo!!
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Y
EseEmMpPI1o Calcolare / xy dxdy, dove D ¢ la regione .
D ]
in figura. (2v2, 2v2)
Risoluzione
Passando a coordinate polari otteniamo b
T4 -
/xydxdy :/ (/ rcosﬁ~rsin19-rdr> dy = 0 . -
D 0 0
T 4
:/ 00519511119(/ r3dr> dy = Yy
0 0 T
z 4
:64/ cos¥sind di = A
0
o /
_ 64 sin? 19] L
2 |, —
0| . X
4
=16

Fate questo calcolo in coordinate cartesiane, usando il Teorema di Fubini.

THE END



