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daps la méme direction pourront conduire & des propositions &' un haut intérés
pour I analyse. '

k. On sait quelle lumiére a 6t¢ portée sur la théorie générale des équations
algébrique par I'¢tude de ces équations speéciales auxquelles conduit la division
du cercle en parties égales, et la division par un nombre entier de I argument
des fonctions eliptiques. La transcendante si remarquable gqu'on obtient en expri-
ment le module de la théorie des fonctions elliptiques par le quotient des periodes
méne semblablement aux équations modulaires qui ont été Yorigine de notiors en-
tierement nouvelles, et de résultats d'une grande importance comme la résolution
de I'équation du cinquiéme degré. Mais cette transcendante n’ est que le premier
terme, le cas particulier le plus simple d'une série infinie de nouvelles fonctions
que M. Poincaré a introduites dans la science sous la dénomination de fonetions
fuchsiennes, et appliqudes avec suceds i l'integration des équations différentielles
linéaires d'un ordre quelconque. Des fonctions qui ont done dans IAnalyse un rdle
dont importance est manifeste, n'ont pas &té considérées jusqu'ici sous le point
de vue de I'algébre, comme Ia transcendante de la théorie des fonctions cllipti-
ques, dont elles sont la géndralisation. On propose de combler cette lacune et de

parvenir & de nouvelles équations analogues aux équations modulaires, en étudiant .

ne serait-ce que dans un cas particulier la formation et les propriétés des rela-
tions algébriques qui lient deux fonetions fuchsiennes, lorsqu’elles ont un groupe
commun

Dans le cas olt aucun des mémoires présentés pour le concours sur un des
sujets proposés ne serait trouvé digne du prix, ce dernier pourra é&tre adjugé 3
un mémoire mis en concours contenant la risolution compléte dune guestion im-
portante de la théorie des fonctions outre celles proposées par la commission.

Les mémoires presentés au concours devront étre munis ¢’une épigraphe ainsi
que du nom et de Iadresse de T'auteur sous pli cachetd et adressés au Rédacteur
en chef des Acta Mathematica avant le ie* Juin 1888. :

Le mémoire auque! Sa Majesté daignera décerner le prix, ainsi que d’aillenrs
le ou les mémoires que la commission estimera dignes d’une mention honorable,
seront insérés dans les Acta Mathematica et aucun entre eux ne doit étre publié
auparavant,

Les mémoires peuvent étre rédigés dans tello langue gue Iauteur voudra choi-
sir, mais comme les membres de la commission appartiennent & trois pays diffé-
rents, Fauteur doit réunir & son mémoire originaire une traduetion francaise si lo
mémoire nest pas déjd écrit en frangais. §7il 0’y a pas de telle traduction I'au-
teur doit accepter que la commission en fasse faire une & son usage,

La rédaction des Acta Mathematica.
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LE PUNZIONI ALGEBRICHE STUDIATE GEOMETRICAMENTE.
NOTA
DI

ORESTE TOGNOLL

‘(caﬂtiﬂuazione.vedi Volume XXII p. 322)

VIIL
Il probiema dei gr‘uppi.par’cioolar‘i'.

Sia f=0 lequazione d'una curva piana algebrica dell'ordine n, curva che sup-
porremo dotata di e, punti doppi, «, tripli ecc., o, ¢l e la pill generale.del
Su0 genere.

1 ‘e

Ina serie lineare gQ(‘N, per la quale &: g=Q—p+1+ ézx(u —3)+¢q’ (¢ in-
tero >0, e wu positivo intero <n ¢ > 3) & composta di gruppi partleclari Gl ,

che si possono futti separare sopra unma curva algebrica delordine n, mediante
curve aggiunte dellordine n —p (§ IV). Una siffatta serie conduce sempre ad una

: : R 1
altra analoga gQ,(q? (per la quals 8: ¢'=Q'—p+1+ 5 (x—3)(2n —u) -+ q) tale,

~che 1 grappi G0, G, di queste due serie si corrispondone in modo univoco,

e due gruppi corrispondenti di esse giacciono sempre sopra una medesima curva
aggiunta delordine n — . Del problema che concerne queste duc serie di gruppi
di punti, noi ¢i occupammo gid nel § V, ma ivi il problema non fu considerato
sotto il suo aspeito algebrico. I sotto un simile aspetto che vogliamo esaminarlo
ora, ma anzitutto lo enuncieremo sotto la sua forma pill generale, che & d_el se-
guente fenore: date une serie lineare oof di curve aggiunte, deferminare sulla
eurva f gruppi GQ di Q punit tali, che le curve di essa serie che passano pet Q

punli d'uno di questi gruppi, appartengano ad una serie % di curve aggiunie.
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P equazione d_ell’indicata serie di curve aggiunte. Se si considera sulla curva f un
gruppo Go di Q punti: x®,%®, .., , @, le cui coordinate sono:

2, 2%, 2,9 6=1,2,3,...,Q),

£ mfsostltuiscano successivamente queste coordinaie nell’ equazione (1) ; prese
{-—-¢q +1 delle equazioni risultanti da una simile sostituzione, o supposto che sieno

statl atfribuiti ai rapporti di ¢’ delle costanti « ad una qualunque dello rimanenti

dei valori interamente arbitrari, si dedurrd subito, per condiziene del problema,
che una qualunque di quesi'ultime equazioni dev’ essere soddisfaita dai medesimi
valori dei ¢ — g rapporti residui delle costanti @, dai quali & soddisfatta ognuna
delle altre. Ora cid conduce immediatamente alla conelusione , che futti i Eeter—
minanti del grado ¢— ¢’ + 1, che si possonc ricavare dalla matrice :

2@ @) o@®) ... e, @)
Pl oyat®)  gal@®) . L. g, @®)
eu(t®) o la@) o @y, ... @y (0619)

debbono annullarsi. Una volta poi fatta Ia scelta di quélli dei rapporti di ¢’ delle -

g ad una delle rimanenti, i cui valori debbono rimanere arbitrari, questa scelta
- dird quali deglindicati determinanti dovranno essere nulli. Supponiamo (p. e.) che
si debbano annuliare tutti i determinanti che derivang dal seguente : '

gy(@®) @) g @) gty

@) ey L P (®®) i)

Py (29) Gal@®) L ‘?z;q'(m(“)} 95(a®)
(s) -

&1 0!

o1 gy(att-1) L .
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ponendov] per 3 ed ! uno dopo Taltro i valori

B =T S04 o SN 2R (RTINS S
th—q,+1 ] L_'__q"['za‘--"“; Q

Le equazioni che si ottengono in questo modo sono evidentcmente in numero

di (¢ + D(Q + g — 0. '
" Ora se si osserva che le coordinate dei Q punti @, &® , . ..z% debbono
soddisfare c¢iascuna delle equazioni del sistema : '

FaM=0 , f@E=0,......,[@=0,

si vedrd che il numero dei rapporti: o, : a,® , &, 1 a,®, che restano ancora
incogniti, pud dirsi ridotto uguale a Q. : :

Questi rapporti dovendo poi verificare ognuna delle predefte (¢'-+1)(Q+g'-1)
equazioni, si concluderd, che affinché 3 suenunciato problema abbia soluziene, ri-
tenuto che la eurva f sia Ia pili gencrale del suo geners, e percid senza ammet-
tere particolari equazioni di condizione fra ls costanti dell'cquazione f=0, dovra
aversi: '

Q;(q’“)(@w’“n-

Di qui risulta adunque, che sono ammissibili seric di gruppi G, della” pro-

prieid espressa nell’enunciato del superiore problema, I quali esistono seolamente
sopra curve algebriche particelari, e sono quindi tali, che Ia loro esistenza sopra
una curva algebriea, devessere presa quale un segno caratteristico, che esprime

- esgsere Ja curva stessa una particolare curva del suo genere. Tuttavia non si potrd

escludere in modo assoluto, che una parte dei risultamenti ai quali in seguito per-
verremo, nella ipotesi che Ia curva f sia la pitl generale del suo generc, sieno
applicabili anche a curve algebriche particolari.

Se si ammette che le eurve della serie (1) sian dellordine n—, ed inoltre
che i gruppi GQ pei guali esse debbono passave sian determinati da un tal nu-

moro ¢ di punti dati ad arbitrio sulla curva f, che sia
‘ 1
g<i-q , 2Q-p+l+z0@-9,

i gruppi G, Gg , cul si viferisce iI superiore problema, apparterranno a serie
gQ(Q) , gQ,W'), che saranno delia matora di quelle considerate nel § V, e varrd quind

pei gruppl stessi il teorema di Biemann ¢ Roceh ivi dimostrato. Per la possibi-

YOL, XXHi. 32
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i:ta del detto problema, dovmnno daunque sussistere -in questa. IpOtBS‘l le - due re-
azioni ;

W@ +DQ+q~1),

Q;p—'l—wu(m—3)+q

Ora da quanto precede si deduce subito, che i1 numero Q—{qg"+1) (Q+¢'—1)
esprime quanii punti % dun gruppo G, rimangono ancora arbitrari; quindi per-

ché il detto. problema abbia soluzione, bisognerd che sia pure:

@ Q- @+ HQ+7 - >4

E percht si ammette adesso che sia a,ppllcablle alle serie g, o ,QQ,‘” i1 teo-.

rema del § V, si avrd :

(o) q=Q—p+i+%p-(M—3)+q’,

donde :

A+ = O g+p— 3 o)t ) — (4=} e-3) 1) (grp-t-p-3)- )

e quindj :

Q"l‘(q—'—lf-(ﬂ 3)+p)(q+p~—1——y.(p.—3)_,:)

(7'4) _Q_?__
- g+ p.(p. 3)—1

Ponendo adesso in. questa relazione: p=3, t:p‘é 1, si ofterrd la

(712) Q Q(1+p+Q)

Se nella relazione (2,) si pone in luogo della Q it suo valore dato dalla ugua-
glianza (a,), si ottiene, dopo facili riduzioni, la:

1
(1) P gh—3)q — ¢+ gD,

.' ){' .25'}1'._ )(. N )

dalla quale, per p=3, t=p—1, si ricava la sequente :

(ry) o R R RN

Detta ¢ la differenza fra le due quantitd ehe figurano nella relazione (=) . sk

* dedurra facilmente, mered la oguaglianza (z,), per = il valore :

1 1
(@) E;Q(H'?J-*@:;(:«r-ﬁ)—t)—( —guv(p--3)-ij(q——'J('i— T;'J-’l—i)—q.

Due altre espressioni per &, facili a verificarsi, sono rappresentate dai secondi

membri di quest’altre due nguaclianze :

; 1
=Q—(q’+4)(q-i~v~a_u(:~f--3)"~ lﬁt)-’q

(43

(@)

-.(as) E=p~(q"+l)( p~§u(P—3) t) 5 e —3).

Posto poi nelle uguaglianze (), (). (thg) w==3, t=p—1, risulterd :
(’35(._) E:Q——{Q - i)q g = Og—r]).—qn J_T)_i_]):,p__(qf_}_g)(q_}“ 1.

T nuemert dei quali ¢ esprime la differenza potranno anche essere uvguoali fra

"Joro, e quindi = potrd anche assumere il valore zero.

11 significato di questo numero e risulta chiaramente dalle cose dette nel § I:
e esprime ciot il numero delle condizioni che detérminano la serie 9o @ dei grap-

pi G, 0vvero esso indica il numero dei punti che si possono scegliere ad drbitlm

sulla curva [ per ﬁSb&I‘C questa serie di gruppi, mentre ogni gruppo della serie

& fissato da g punti arbitrariamente presi sulla curva stessa.

In virth dunque del § IL si potrd concludere, che la serie dei gruppi G, sulla
curva [ & composta di un numero oof di sistemi di serie lineari di-gruppi G,. o
¢iageuna di quesic serie & oof.

Se sard £=0, i gruppi G, formeranno sulla curva fun numero finito di sevie
lineari <%, numero che potrid anche esserc uguale ad uno.

Relativamente poi ai gruppi Gy, Gy cui si riferisce il problema, ehe & ar-

gomento del presente § (si possa o wo applicare ad essi il teorema del § V), s
deve sempre dire, che un gruppoe d'una delle serie di gruppi Gg. si trova con un
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gruppo di una serie di gruppi Gy sopra una medesima curva ag‘giunta, e perd u_ﬁ
gruppo G, © sempre residno d'on gruppo G, § D | |
Alle. oo® serie di gruppi GQ,' corrispo.nderanno in modo univoco w° serie di
grappl G '
di un gruppo di e punti della curva £, e quindi corresidui fra lore (§ I).
Due gruppi G che appartengono a due delle ‘o® serie formate di questi gr-upp'i;

avranno inoltre Ja proprietd, che 1 loro punti non potranno uno ad uno ceincidere.

Difatti due dei nominati gruppi non potendo stare sopra una medesima curva ag-

Jg“iu]nta {§ 1), cosi i punti dell’ uno non possono tufti coincidere con quelli del-
aliro, ' '

Due dell ¢ je di gruppi G 5
& oo serie di gruppi G, non possono dungue avere un gruppo com-
pleto in comune, e perd dato un gruppo GrQ rimarrd completamente individuata la

serie alla quale esso appartiene. Ed ¢ manifesto che una simile proprietd deve
pure appartenere al gruppi delle oo serie di gruppi G-

Se al gruppi GQ_, G, sard applicabile il teorema del § V, a due valori di Q
6 ¢, scelti sempre in modo che soddisfaceiano la relazione (r,), saranno asso-

(‘;latl due Val(-)l‘l di ' e ¢, che per la coppia di valori cosi attribuiti uno a Q e
P'altro & g, st otierranno dalle equazioni : '

QG+Q=2p-1)—nw—3
Q-Q=2g—q)+(n~w(p-3),
una .voltat-dato il valore del numero p, e purché si prenda per ¢ un v’a]ofe che
soddisfacela la condizione ¢ > g + ¢'.

Se sl ha e=0, 1 gruppi G, forneranno un numero finito di serie g0 ¢ sia
2. questd nGmero.

Il nuinero delle incognite, che nel sistema delle equazioni ehe si deducono dai
o . L
ldetmmmante (5} nel modo altrove dichiarato, restano ancora arbitrarie, sard, nella
ipotesi qui fatta, uguale a q.

A ¢ punti arbitrari della curva [ corvisponderanno ora « gruppi G , i Quali
apparterranno individealmente alle & serie gQW’, che 1 gruppi stessi debbono ora
formare, '

Dunque il gruppo dei Q—g = (g +4) (q +p— %y.(p. -3 -1~ 1) punti resi-

il . \ e ) . . .
dui d'un gruppo G, non sard in modo univoco determinato dai g punti suddetti,

o Tesidui dei grappi Gy, ; ed & chiaro poi che i groppi GQ sono residui

)( 28330

" ma corrisponderanno a questi ¢ di tali -gruppi di' @ — ¢ punti; ¢ le coordinate del

punti di questi gruppi dovranne soddisfare tutte le equazioni or ora nominate.

Ognuno dei gruppi ¢i Q — ¢ punti, insieme ai ¢ punti avbitrari della f, for-
merd un gruppo G o ‘ : _

Ora & neecessario osservare, che a questi @ gruppi GQ debbono corrispondere
altrettante carve aggiunte dell'ordine n -y, che separano sulla £ 1 groppi stessi.
8ia ¢ =0 leqguazione d'una qualungue di queste eurve. K chiaro che i- coefficienti
delia & dovranno essere funzioni delle coordinate di g punti della curva J, e fali
funzioni, che per ogni sistemma di valori di queste eoordinate risultino a, e soltanto
o. sistemi diversi di valori pei coeflicienti medesimi. Ma affinché cid si verilichi,
¢ necessario ammettere che tall coefficienti dipendano da una quantitd y, alla quale
corrispondano o valori per ogni sistema di g punti presi suifa £, Sard dunque y
Fincognita d'un’equazione di aesime grado, i coefficienti della quale saranno funzioni
algebriche delle coordinate dei detti g punti. Gli 2 gruppl GQ. che sono determi-
nati da questi punti, si otterranno dungue wediante le o radiei, che una tale equa-
zione pei punti stessi determina.

Tn conclusione, tutti i possibiii gruppi G, si dividono in & scrie UQW), che
souo accoppiate in modo univoco alle o radicl di quest’equagione. Ma abbiamo gia
osservato che due di cosi fatte serie mon Possono avere un gruppo completo in co-
mune ; quindi se ne deduce Yimpossibilith di ridurre per gualsivoghia trasforina-
zione una di esse a coincider con un’alira.

‘Alle « serie di gruppi GQ(‘” sarannc poi associate in mods univeco altvettante
serie di gruppi GQ,W'?; e un gruppo d'una déllp prime di queste serie sard sempre
residuo d'un gruppo della serie ad essa associata nelle seconde, ¢ inversamente.

Risulta di qui che tutti i possibili gruppl GQ,“ﬂ") formano « serie gQ,(q'), le quali
" gono, in modo univoco, -associate alle o radiei d'un’equasione dell gesime grado in

%, analoga a quella dell’ g™ grado in ¥, alie radici deila guale corrispondevano

&

nelio stesso modo le o serie gQi’l‘).«

Ma per il modo di corvispendenza. che abbiatno detio esistere fra quest’altime
serie ¢ le prime, ne risulterd che le ¥ ¢ 2 debbono considerarsi come due guan-
tity proiettive, & quindi come proiettivi i due problemi che concernono la deter-
minazione delle une e delle altre di queste serie.

Pertanto questi due pl;oblenli, dal punto di vista dell'algebra, dovranno riguar-
darsi come differenti uno dallaltro. '

Noteremo finalmente che la corrispondenza univoca dovrd pure sussistere fra

i gruppi di due associale delle serie gQ(‘” : QQP“")-

Se ¢ ¢ dilferente da zero, vi saranno ce® serie gQ(‘”,- alle quali corvisponde-
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ranno univocamente ‘altrettante serie -.r,irQ,‘\‘f'L ma nel easo attuale non vi sard. pig,
come v era nel caso precedents , univoca corrispondenza fra i gruppi GQ_ GrQ i

due di queste serie. E infatti, presi Q+ z punti ad arbitrio sulla carva £, ad eSs_i o

corrisponderd un numero finito di gruppi GQ('”, ma questi non potranno determi-
nare un uguale numero di gruppi G,97, perehé quest'aliimi, qualunque sia & al-

tronde-il loro numero, hanno in comune ¢ 4z punti, mentre sceondo il teorema
di Riemann o Roch non possono averns in comune pi di ¢, dovendo essere di

per st determinate le serie cui il teorem: stesso si riferisee, e quindi necessario

dare soltanto le condizioni che valgono u Jeterminarne i singoli gruppi. Dungue i
gruppi GQ,W') dei quali ora parliamo, non potranno essere in numero nguals - a

guello del groppi GQ("'), determinati dai ¢ +z punti arbitrari della curva f. dai
qaali gruppi GQ essi gruppi GQ’ derivano. ' _

Percid se fra le serie gQ('” s gQ,(""), che si ottengono nel caso di ¢ differente
da zerp, vhia univoca corrisp'ondenza, una simile corrispondenza non sussisterd fra
i groppi di due associate di queste serie. :

1X.

. Caso iimitea.

La velazione (r)) stahbilita nel preeedente §, da il minimo valore del numerg

Q) dei punii di un gruppo GQ(‘” per un ddto valm_*e del numero. ¢, quando vi si con-

siderino come noti i pumeri % ¢ ¢ Un tal minimo non sard aliro che i} pifi grande-
numere intero conteruto nells frazione che figura nel secondo membro della stessa
relazione, o questo numero avmentato di uno. Detfo w il valore minimo di- @, cor-
rispondente al valore dato v di g, si aved :

per g=v» , Q=u.

Per determinave pot i valori di ¢', ', 2, corrispondenti a questi valori di ¢ -

e Q, ricorreremo alle seguenti equazioni :
QO+ Q' =2p—1)~n(—3)
Q-Q' =20 — ¢)+ (n— w)ip -3},
choe sono Ie (1) e (2) del § V; e all’altra:
P 1 1
e=p—(¢+1) (qu zzl(p.w3)~t)—§:¢(y-—3),

che & 1a (o) del § VIII.

T

I signori Briil ¢ Néther, nella Memoria dalla quale noi abbiamo ricavate il

presente lavore, danno esempi d'applicazione delle formole superiori. Questi duse

autori, partendo dalla ipotesi che 1 e i abbiano i valori: t=p—1,p =33 _che il
genere p.della curva f sia un numero intero della forma :

%, 211—3-.1 , 83, 3n+1, 3n+2, ecc.,

e q tgﬁale ad uno dei numeri 4, 2, 3, offrono nelia citata Memoria il seguente

. : : Lo R ey
quadro riassuntivo del minimo valore di @, ¢ dei valori di Q", ¢ ,e che corr
spondono ai suddetti valori di ¢, v ,p,q:

Yalori '
Valore corrispondenti di
per p= q= mintmo & .
Q qr QH
| L
2 ) 0
( 1 p—x-+1 T~ 1 p+®—3 .
o +1 \
- B 0
In+ 1 2 p-—w+2 -1 P+ T -4 1
3t 2 2
4= : 0
1
441
i ‘ 3 P-4 3 -1 p+m—3 "
m+2
b o+ 2 3
ecc.

I esattezze dei numeri segnati in questo quadro si pud verificare per mezzo
delle formole notate al principio del presente §.

Diamo ora esempi relativi a serie gQ(Q), i cui gruppi econtengono il minimo nu-
mero di punti. Alle serie, che passiamo adesso ad esaminare, diciamo subito, per
pvitare rvipetizioni inutili, ch’ & sempre applicabile il teorema del § V.
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" Sia Gs.u'na, curv'a del 5° ordine senza punti doppi. Applicand(;, come faremo
; _1 ﬁsuccessm esempi, le formole (5) e (6) della introduzione, avremo ora /i = 0
S . . n . . -
. hullE,G5 e.mstono fiue serie g, , g,@, i grappi delle quali sono separati dalle
: uI: g‘ u.n sistema lineare oo®, che passano per due punti, dati ad arbitrio sulla
¢ v{,r il 1c-at1 eon C, ; C, questi due punti, & chiaro che i gruppi della serie ge®
;]aiannot.m comune j Puntz Ci» Cy; e al gruppo di questa serie ek’ & determinato
" 1:;11!11 (111 » Cp» corrisponderd mnella serie g, quel gruppo, fissato dalla conica
che toeca la curva Cy in C, e O, ‘ indivi ultinng
aropm s 1 2» & passa pel punto che individua quest’ ultimo
t Gy sia una curva del 5° ordine con 2 punti doppi (k=2 , p=4). Sulla C," esi-
.soi)ﬂno dufa serie g5, 1 cui gljuppi sono separati dalle coniche d'una serie lingare
; K ogn_l CUPVE.L della quale risulta di un paio di refte, che passano : una per uno
el punti doppi della G, e I'altra per l'altro.

I fasei di p . ; R L . . . :
di rette e¢he hanno i centri rispettivi in questi punti della G, consi-

derati uno per uno, separano due distinte seric oo di gruppi G, , che si manten-
on i i : !
gone s?mpr.e tali, ‘_qualntunque 81 possa passare dall'una all'altra, mediante 1a retta
che unisce i centri dei fasci siessi. '
t C; sia u.na GI?.I‘VEL del 6° ordine con 2 punti Joppi (k=2, p = 8). Sulla C4 esi-
stono due sistemi oo gli uni formati di serie g4®, ¢ gli aliri di serie g,
or G : 1 di 15> © g 1 di serie gg\". 1
e med§ é s bappartenenti alle serie di questi due sistemi, si potranno sepa-
ar iante cubiche aggiunte. Bisog Y1 'F i i
Tormate e fn e Bls.ogner@ pero supporre che gueste eubiche sian
o . contea che passa pel punti doppi della C4, e di una retta arbi-
aria, cubiche che sono determinate da § punti arbitrari della C,. I erappi G®
staranno sulla conica, e i grappi G, sai thitely dut po
e sl 4, ¢ 1 grappl &' suila retta. Ora presi ad arbitrio due punti
Su . - ; 3 o " - : -
el ,31-2 h 1; g 81 i‘wcla‘1 pa§5d1e per uno di essi (p, e. b,) una conica aggiunta,
p' a 1'0 una retta. I chiaro allora che le cubiche aggiante lormate di questa
con]wa ¢ di questa refta, separeranno sulia O, i gruppi Gg™*, Ggi" . dei quali si
arla : i a7 1 2 app] T i ’ ' L
g;tmt;}' et sl av.mnnf()q)com oe? serie gs(a),_alle quall eorrisponderanno univocamente
et cl(]llfl Serie ggt', & sara sempre un gruppo d'una delle prime con un gruppo
“una, B ?2) s‘econde, sopra una medesima delle suddette cubiche aggiunte. Un
. gmpgo Gg® & dunque sempre residuo @ un grappo G,
er ultimo esempio consideri: i i do
, eriamo una curva Cg del 6% ordine con 5 i i
: unbi d
(h=3,p=35). ' o
Sulla €4 esi i i i seri i
e uni‘s, es1sf?[0no du§ S{steml (.301 di serie g,™, Ic cui serie si corrispondono
o \oco.‘ grupp‘l di questi due sistemi di serie, si possono separare sulla
¢ medlante cubiche aggiunte. Presi due punti arbiirari b, , b, della €y, potremo
Su - 3 LJNE, - - - :
: f:plc;rre che il primo individui una delle serie del primo dei due suddetti sistemi
i ey Al M M . ’
attro un grappe G, di questa serie. II gruppo G, residuo di G, , nella serie a

questa assoeiata, sard determinato da due punti b, by’ della C¢, il primo dei quali

il] v Y 1a wppd 1 ad1 :
dividuerd la serie cai appartiene G,’, e T'altro questo gruppo neila serie mede-

sima , difatii la cubica aggiunta che passa pei quatﬂtro panti &, , by b,’-., by, separa

sulla ¢ i due gruppi G, ., G, questi gruppi si separeranno dunque per mezzo delle
cubiche aggiunte, chié passano per due panti arbitrari della curva C'g. Quelia di que-

_ste cubiche, che toccherd in eiascuno dei punti arbitrari la curva G4, individuera

quei due gruppi .G, , G, che sono determinati da questi siessi punti, e hanno in @ssi
riuniti duedel loro punti. Cosl si otterranno effetiivamente due sistemi oot di serie
di gruppi-G,®, e si separcranno i groppi residui di due associate di queste serie,
Due di siffatte serie saranno, p. e., quelle i cal gruppi sono separati dalle coni-
che che passano per quattro dei punti doppi defla Cg, e dalle rette che passano
per il quinte punto doppio rimanente.

X.
Sulle soluzioni del probiema dei gruppi particolari.

Nel § VIII ¢i siamo occupati, considerandolo sotto il suo aspetto algebrico, del
problema dei gruppi particolari, seuza tuttavia vicercare, astrazion fatta dalla re-

“lazione (w,) dello-stesso §, necessaria per Fesistenza di siffatti gruppi, se I’ equa-

gioni del sistema {s), cui guel problema conduce, ¢ nelle quali il numero delle in-
cognite deve almeno uguagliare quello delle equazioni, non contenevano aleuna
contradizione, o alirimenti, se non fosse stato possibile dedurre un numera finito,
com’espressione del numero delle soluzioni comuni alle equazioni del problema.

La possibilith che il numero < potesse avere un valore diverso da quello che
fu ad esso assegnato nell'ora indicato §, fu essa pure esclusa dalle considerazioni
in esso svolée; e per il valore allora attribuito ad s, e solo per questo, furono ri-
tenute possibili le ulteriori applicazioni del problema.

Ora possiamo seguire due diverse vie per giungerc a stabilire le incompati-
bilith ¢ 1a limitazione del numero delle soluzioni di un problema algebrico: o per
mezzo dells discessione delle equazioni, ehe ad esso si riferiscono, si riesce ad ot-
tencre I'éspressione numerica, che ne determina il numero delle soluzioni; oppure,
per certe ipotesi che si facciano sulle costanti del problema, che diviens cosl parti-
colare, ¢ ammissibile che si possa seorgere seinpre direttamente Pesistenza di solu-
zioni, & non rimanga a-dimostrare altro, che il numero di queste non pud essere infi-
nitamente grande. Quindi, se noi ci viferiamo al problema generale che ¢i nccupa. ©
supponiamo che le deite ipotesi sulie gostanti di csso abbiano stabilito, p. e., una con-
dizione, esprimibile in maodo algebrico fra le sue equazioni. la quale sia identica-
mente soddisfatta in virti di queste ipotesi, il problema panticolnre che per gueste
‘& derivate avrd un numero infinito di soluzioni, perché tante debbono ammetterne
le sue equazioni, che sono rimaste indipendenti una dall’altra’, mentre il suddetto
problema generale dovra viguardarsi come possibile sulla curva f, percht non &
infinito il numero delle soluzioni delle equazioni, che ad esso si riferiscono.
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Se.'afnlmettiamo che al nostro probiema sia applicabile il te.rema del § V, por
.la pqsslh;hta del problema dovrd sussistere (§ VIII) Ia relazione :

gL Qg+ 1) (q+p—’l—%u(u~3)—ﬁ);‘
quindi, se sussistessero in pari tempo le due relazioni : |

Q>Q-(Q’+‘1)(Q+P—1"ézl(!-'-—3)—-t)

, 1
Q- +1) (q+p~1 ~3 u(;x~3)—~z) _>___0,

11| prol‘o]ema'stesso diverrebbe insolubile. E difatti, perchd secondo I'ipotesi fatta
sl pud applicare a questo problema il teorema indicato, bisognerd che esista un
gruppo G, affinché il problema abbia soluzione, ma un.tal gruppo non esisie se
sussistono le due ultime relazioni, dunque il problema non ha seluzione in que-
sto euso. N
Del re§t0 abbiamo pit sopra accennato a due diverse maniere, che poessnng
;)B] mfzt.teml di concludere se il nostro problema ammette o no soluzione; e sebbene
a prima di esse si i in generale irta di Jiffi il pit i
P esse st mostri in generale irta di difficoltd, il pia spesso forse insu-

perabili, il signor Brill, nella sua memorio : Ueber Enlsprechen von Punkisyste-

men aufeiner Curve (Math. Annalen, Bd. VI, p. 61, ¢ s.), Tha tuttavia applicata
ad aleuni preblemi della stessa natura del nostro, ¢ stabilito delle formole, che
perm.ettono di ricavarne altre, applicabili ad una classe importantissima di mllf pro-
F)]cml. Queste formole si riferiscono al caso dei gruppi particolari GQ(’”, pei quali
il “corrispondente problema fu in forma algebrica enunciato anche dai signeri
Clebsceh e.Gord an nellopera: Theorie der Abelschen Funetionen (v. § (?i). 7

I gruppi GQ“) dei quali ora parliamo, godono infatti della proprietd, che pei
pgnti di ciascano & possibile far passare una serie =7 di curve aggiunte dell’or-
dine n — 3, ovvero, perché ha luogo la relazione : o |

1
q=Q—P+i+§p-(M—-3)+ ¢,

¢ da essa si ricava (per g =1, L=3)¢g =p—Q, una serie ecv-Q di tali curve.
Le citate formole comprendono percid il caso contemplato da Riemann (v
Abel'sche Functionen, § ). che corrisponde a quello di g =1 seguato nel qua{}rc;
del § IX, dove Q ha in pari tempo il minimo valorve, il quale, come si deduce
!

subito dal quadro slesso, & espresso da %{'p +2), se p & pari, ¢ da
l‘ 2

(n+ 3); s
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p ¢ digpari; e ¢' corrispondentemente i valori &,

r,AIL - f,.,_’l SO)

Ritornando adesso al problema, che continua ad essere I'argomento anche del

- presente §, noi osserveremo, che le equazioni di esso problema risultano (§ VI
- dal porre uguale a zero ciascuno dei determinanti del grado Q, che derivano dalla

matrice ;

n@) almt) 7912 @")

(&™) a(x™) Cae e

()

(6@ a(6@Y) e, (6)

| 2 (w(Q}) @2(93@)) """ °-°Q+}.(m(Q)\)

dove Q-+ A=1+1 (>0); e@?) sta in fuogo di efr,®, @, a,®), ele coordi-

nate o, , &, , @, dei Q punti 2@, verificano Iequazione : f(w,,x, , %5) = 0.
Ora & evidente che il numero delle soluzioni comuni al sistema delle equazioni
che in questo modo si ottengono, dev essere limitato e dipendente da A E sic-
come & dall'esistenza o non esistenza di tali soluzioni, che si potrd concludere se
il problema del § VIII & o non & riselvibile, cosl, avendo gid dimostrato (§ VIII)
che il problema stesso & risolvibile semprechd il numero ¢, che figura nel secondo
membro dell'nguaglianza :

{1 .
Q=g+ +1) (q+2)-1—§p-(p-—3)—t)+e (c;q+q’)

Iy

¢ intero positivo, e non lo & nel caso che il nwwero intero = sia negativo, si con-
cludera subito ehe il numero delle soluzioni comuni al detto sistema di equazioni,
devs anche dipendere da . Se dunque % indica con (Q +).)Q un tal numero di

soluzioni, si avrd :

*) ® @Q+N=00, 9,

(¥) I signori Brill e Nother, nella citata Memoria, affermano, senza dimo-
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dove Ia funzione §(X , ) ammetierd un valore intero positivo diverso da zero, per

ogni sistema di valori inferi e positivi di X ed 2, o =sard uguale a zere per qua-
langue sistema di valori nferi A X ed s, dei quali- quelio di e sia negativo.

str.qr]o, che il numero (Q + X, & dato dalla seguente formola:

B @ = (L)@ @0

S € TUINS P dispar),

(
{
( : p

formola che per ora & dimostrata zolo pe.r 2=0,1,2, 3 (v.1Math. Annalen, Val. VI; \

p- 61 e. 8,), e nella quale & :

l=M—~Q41 (Z)__Z(l—l)(l*‘z)-..(Z--m-+1)
To\m/ T 1.2.3 . m ;

M essendo il numero dei punti, nei guali unz curva o sega la 7, e che non sono
comuni alla f e a tutte le cnrve o.

- I m?desimi autori, supponendo {=p -1, p =9, deducono che i gruppi partico-
lari Gﬂﬁ\") (» dispari} non esistono sulla curva. £ Infatti, per
]

_ p+1
g=1 , Q:T , t=p—1 | w=3,

81 ricavano subito, da formole da noi precedentemente stabilite, le uguaglianze :

k-1 _pti p+1 853 -1
i e e e S R e .

. ‘Ma, col solito metodo di deduzione da &« ad o+ 1 si prova , che la somma dei
priml @1 termini del 2° membro della (B) & data da:

() dmin-

2 B .

261
Dalla formola (A), supposto che e vi rappresentl un numerc positivo intero

che sia t=p-—1, ¢ w=23, dovrd sempre visultare un numero positivo infero di-
verso da zero per-il mumero (Q.+7\)Q;.quindi potremo rispondere in modo affer-

- mativo riguardo alla possibilitd del problema dei gruppi particolari GQ(”, per p>1 ;

.e potremo anche-dire di aver dato un metodo per la risoluzione algebrica di questo
problema; e tutto ¢id senza avere avuto bisogpo di supporre vincolate da parti-
eolari equazioni di condizione le costanti dell'equazione della curva f, suila guale

debbono stare i gruppi considerati GQ(”. Ma essendo ora applicabile a guesto pro-

hlema il teorema del § V, e ricavandosi dalla formola :

1 .
¢=Q —p+ltsu—3)Qn—p+aperp=3,¢=1)

. . . . QR . , . .
¢ =0"—p-+2, si concluderd ehe i grappi GQ, , residai dei groppi GQU), si

possono , mediante una serie lineare di curve aggiunte dell'ordine n—3, sepa-
rare sulla curva £. Volendo poi che Q' abbia il massimo valore, bisognerd sup-

porre clie @ abbia il valore minimo. Allera dal quadrvo del § 1X si dedurrd;

. . 1 ’
Q’:_E(gp"“b) 4 Q’:§(1)_'2),_
per p pari,

i i .
Q’zé(gp_q) 1 ’:Q(pfdh

per p dispari, Cosi noi abbiamo potuto concludere I'esistenza dei gruppi partico-
per } ! . p

o ) . . .
lari G, , ¢ la loro separazione sulla curva f, mediante curve aggiunte dell’or-

dine n — 3, conclusioni che in altra guisa ricavate, avrebbero presentato una ben
diversa difficolta.

-1 . .
la quale espressione, per oc:l—;—- (A dizpari), e per a:% (» pari), diviene rispet-
fivamente ;
24 2%
Af{r+1Y . 1.0=0 , ={A}.24.0=0,
2 2

e di qui si ricavs, che nel caso contemplato & (Q -{-l)Q:O; c. d. d.
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Ifine .osse;'\'eremo, che la second
intorno alla possibitity del problema a
permetic di scoprire Ie curve
soluzione. In molti ¢

a delle vie indicate di sopra, per decidere
lgebrico, del quale of siamo finora oceupati,
algebriehe: sulle quali un simije problema ammette
asi particolari essa via ei condurrd alla conclusigne che si
vaole ricavare, senza che perd si possa, dal complesso di questi easi. dedurre tali
criteri, che permettano di stabilire un metodo per potere subito decidere quali
sono i caratteri di tutte quelle curve, sulle quali il problema stesso & risolvibile.
Cost, p. e., se si trattasse di sapere se Sopra una eurva del 60 ordine Ceq, dotata -
di 4 punti (k=4 p=6), esiste una serie di gruppi particolari G,®, o gf volesse
seguire la via ora indicata, bisognarebhe osservare che da formgle anteriori si de-
ducono per quesio 0as0, per A ed €, i valori: =0 » 8= 2. Dunque ad uno si ri-
duce il numero delle equazioni dell’attnale problema, e questunica equazione con-
terrd tre incognife, a due delle quali potremo attribuire valori arbitrari, Fssa dary
pereid un numere limitato di soluzioni relative a) problema, & questo sara dunque
risolvibile. Se si ricorre pot alla formola dei

signori Brit] e Néther, ehe noi
abblamo indicato in nota, la quale formola & per il caso che ora considerinmo di-
mostrata; osservando che per questo easo d = 3, si coneludera subitg che il nu-
mero delle suddette soluzioni ¢ uguale a §,
. questa pertanto In via cha abbi

amo seguita, per decidere circa la possibi-
1itd del problema del § VITI, o per ot

tenere un metodo di risoluzione dei tedesi-
Mo, come lo si vode chiaramente, qu

ando si pensi, che per conelndere una tale .
- possibilitd, e per avere un gy metodo, abbiamo ricorso alie equazioni del siste-
ma ((),

(continuag).
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Quando un sistema di forze applicato ai punii di un sistema rigido varia
per modo da ridurst in ogni istanie ad unag diname intorno ad un asse di un

assoide del quart' ordine, se nell'assoide reciproco di queslo vi sono due asse lali

che le differenze delle prime wre coordinale omonime siano proporzionali olle
differenze delle seconde tre, il sistema. di forze pud ammeltere una funzione, ed
il calcolo di quesla dipende dalla integrazione di due equazioni alle derivale
parziali di primo ordine.

3. Considerando il easo in cui la diname risultante del sistema di forze_varii
in un assoide d ordine m, le condizioni di esistenza della funzione U si ridurranno
alie condizioni di integrabilits per un sistema di 6 —n equazioni alle derivate par-
ziali del primo ordine, e del tipo dell’ equazione (3).

Allora fra gli alivi casi in eui & possibile I esistenza della U, ci sard quello
in cui saranno verificate le (6 —n), condizioni analoghe alla (12), o pill in parti-
colare le (6 —n), condizioni analoghe alla (18), ciod quando i 6 — n assoidi de-
quint’ ordine che determinano 'assoide dordine m sono in fale posizione reeiproca
che per le intersezioni di essi due a due pud sempre passare un assoide del quin-
t" ordine che pud scriversi nella forma (13).

Napoli, Gennajo 1885.
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LE FEN‘ZIONI ALGEBRICHE STUDIATE . GEOMETRICAMENTE..

NOTA

DI

ORESTE TOGNOLI

(continuazione e fine vedi pag. 262)

XL

.Sopra un metodo indiretto di determinazione dei gruppi
minimi Gg'?, per un dato valore di q.

Se nella fermola (§ VIID):

Q':Q~(wp—%u(v—ﬁ)ﬁ(&)(qw—i—%p-(v--’ﬂ)—O—e,

si pone :
“3376:?3'*‘1 ,S:O,

il minimo valore di Q, per un dato valore di g, si ricaverd dall'uguaglianza

ap .
Q= q+Q+1
quindi posto:
ap .
q+1 h,+q—+1 0<@<q+1),

un tal valore di @ sard espresso da g +h, se r=0, oppure da g +h+1, se il

" numero intero T sard diverso da zero. Ammesso ora che i gruppi Go!? si possano

separare sulla eurva f per mezzo di curve aggiunte delfordine n—3, ¢ che in pari
VOL. XXUI 44




| ) 346 50
tempo Q abbia il minimo valore, se sard Q = g+ h, dovremo scegliere per ¢ un
an

-
vra dunque essere g<p-— f. Se poi ¢ Q=g +h+1, si dovra prendere per ¢ un

valore, per il gquale l‘espression_e 71 rappresenti un numero intero < p—i. Do-

valore, per il quale gp non risulti -esattamente divisibile per ¢ 4+ 1, ¢ tale che Ia

parte ir_ltera del guoziente qqfl sia < p — 2. Sard dungue

p=2—Af
q>-§wJ—r-T—— 0 < 3\5__}) —El).

Ora osserviamo, che dati ad arbitrio g puti sulla curva f, ad eséi corrispon-
deranno o gruppi Go (§ VIII, quindi se Gq . Lo sono due di questi gruppi, il

gruppo Gzg , risultante dal eomplesso dei punti contenuti nei due gruppi G, Lg,’

a.pparte‘rra, ad una serie o0 di grouppi Gaq. Dico ora che una tal serie di gruppi
81 potra oftenere sulla eurva f mediante eurve aggiunte dellordine # — 3. Infatti,
se & Q =g+ 1, affinche ¢ido abbia luogo converrd che sia (§ IV):

3g>2q+2h—(p-1),
OVVETD :
g>2h—(p-1),

& polche st ricava i qui 2h < g +p -1, basterd prendere g < p—1, perché ri-
sulti (come dev'essere) h <p-— 1. Dunque, essendo h ¢ ¢ non minori di p—1,

I gruppi G.oB? si potranno separare nel suddetto modo sulla curva f, sempreché
fra i valori di ¢, da eul derivang quelli di 7, si considerino solo guelli pei quali
la relazione 7> 2h—(p—1) & soddisfatta. In secondo Inogo sia. Q=g+ h+1,

perchd si possa otéencre la voluta separazione dei gruppi Gzo? sulla curva f, do-
vrd adesso aversi:

3¢>2q+2h-p+3,
oviero:

g>2M-p+3.

Ma si ha in queste caso h=p - 2~%,; dunque bisognerd che sia:

g>p-2i-1.

1l problema & dunque riselvibile nel modo voluto, se ¢ non & minore del pin
grande dei numeri p — 23 - §, p=2-h '
' 24+

) 34T )

Ritenuto pertantd che ¢ sia stato scelto in guisa da soddisfare alle condizioni
dichiarate nei due casl esaminati di sopra, da un gruppo Geo®? si dedurrd (§ V)
un gruppo Gygpegonn@ PP, 56 Q=g+ h; & un gruppo Gap_, p_p7H Y, so
Q=¢g+h+1. Ad ogni paio di gruppi Go'?, L4'?, che corrispoudono a due radici
di quella equazione dell’ o™ grado, della quale fu fatto cenno nel § VIII, appar-

“terrd coslun unico gruppe Gg(p_q_h_n(""y*ﬂ’"), 0 Gz(p_q_h_m(q'a’*”"s), secondoche
sard Q =g h oppure Q = ¢+ h+ 1. Associando ora ad unc degli & gruppi Gol®

ciaseuno degli «— 1 rimanenti, si otterranno in questo modo., dal considerato
gruppo Ga®, o —1 gruppl Gogy @Y 0 Gy 9P

1l gruppo Ge'? e uno dei gruppl Gy, n'?*"*P72 (o Gg(p*qgh,g)w.‘zh‘*‘f’“3)),
che da esso derivano, sono evidentemente cowmpost] di punti, che giacciono tutti
sopra una medesima curva aggiunta dell'ording n— 3 di una serie oof di tali cur-
ve; ed & facile vedere che lo curve di questa serie condurrammo alls determina-
zione di tutii i groppi Gog_g yon@H™Y (0 Gyp_gpn)? P, che si otten-
gono sempre da quel gruppo Go'¥h

Il problema che concerne la determinazione degli « gruppi minimi Go'?, che
corrispendono a ¢ punti arbitrariamente dati sulla eurva f, si pud cosi ridurre a
quello che riguarda la determinuzione degli @ —1 gruppi Gz(p_qgh_'g)fq“zr‘”"” {0
Gz(p“q_h_2)(’1’_2'“1"“3)), che si oftengono da ogni singolo di quei grappi Go'?, come
il secondo di questi due preblemi pud ridersi al primoe. Una tale riduzione del
primo problema al secondo pud ialora offrire dei vantaggi per la risoluzions del
prime, e allora si avrd un melodo utile, sebbene indiretto, per la risoluzione di
questo problema.
 Ora si osservi, che il problema che riguarda i gruppi Gz(p_q_h_ﬂ("’“zh*“?"'” (o
G’2(,p_qﬂh_2)(fI':“2v'!+p—3))’ considerato nel suo enunciato algebrico, & incluso in quello
del § VIiil, e perd sard un problema piepamente determinato, e finito il numero
delle soluzioni delle equazioni, ehe ad esso corrvispondone. Dovrd dungue per quesio
problema essere soddisfatta la relazione (§ VIII) :

Q=+ +ag -0+a,

dove si doved porre: Q,=2(p—q—h—1) (oppure =2Ap—g—h -2), & g'=q;
gi=¢—2h+p—1 (oppure =g~ 2h+p—3). Se dunque sard:

Q=g+,

il problema avrd soluzione, purché esista un numero intero positivo ¢, che soddi-
sfaccia all’ ugnaglianza :

(A p—2¢-—-1—-(g+1p—g-2h—-2-10)=gq;

e se Q=g+ h+1, perehe il problema stesso abbia soluzione, bisognerd che vi
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sia un numero intero positivo ¢, che verifichi uguaglianza :
(A%, p2q-1-(+12p—g-2h—-4—-D=q.

Supposto ora che vi sia it numero t, ehe verifica I'una o Palira delle qui in-

dicate equazioni, il problema che consiste nel trovare i grappi G (q-ahtp—1)

2p—g—h.1}
(0 Gopy_pp_ay@2P78)) i quali corrispondono ad uno dato desli z grappi G @
alp—g—h—2} q P 5 gropp Q

avra almeno una soluzione, come l'avrd il problema che consiste nel trovare i.
gruppi stessi Go!®. 11 ridurre pertanto T'uno di questi due preblemi all'altro, pud,

come abbiamo gid osservato, ternare utile per I'indiretta determinazione del nu-
mero delle soluzioni dell’'uno o dell'altro di essi, ed & pol interessante osservare
che Veguazione del grado « —1, risultante colla soppressione ¢i un fattore lineare
da quella, alle eni radici sono associati i gruppi Go'?, ha pel gruppi G, il me-
desimo significato geometrico, chie ha l'ultima rispetto ai gruppi Go'?,

Applmhe:emo adesso le cose esposte in questo § alla determinazione dei gruppi -

minimi Gyt

Facclamo prima il easo che p sia un numero pari, allora si otlerra per questo

caso, dall'uguaglisnza @ _Q+Q’+'1 per @ iI valore @ :% (p+2); quindi sard

i . . . : ,
h= % I gruppl G207 si petranno separare sulla curva f mediante curve aggiunte

dellordine n— 3, perché si ha (per g=1, L-—) g=2h—(p—1).

T gruppi Gogy_g g 2P0
concerne la determinazione di questi grappi sard risolvibile, essendo I equazione
(A) soddisfatta nel caso presente da f = %—(-p—?). Per ogni gruppo G,_, passerd

una serie oo? di curve aggivmte dell'ordine n—3, le quali separeranno gruppi
di p+ 2 punti, fra i quali gruppi sono compresi quelli separati dalle curve

(¢ —2¢)) (b~ pdy) =0, supposto che le cquazioni ¢ —hp, =0 , ¢ — pd, =0 sian

uelle di due fasel di curve acgiunte dell'ordine n — 3, che separanc due serie di
q

gruppi Go™, alle gquali appartengono rispettivamente due dati gruppi Go'¥, cor-

vispoudenti ad un dato punto della curva 7. Esisterd inoltre una serie oot di gruppi
G,_s, che saranno residui di un medesimo gruppo Go¥, e quindi corresidui
fra lovo. '

In seeondo luogo sia p dispari. Volendo anche in questo caso considerars i
gruppi minimi GV, cenverrd porre (§ IX) nella formola ricordata al principio del
presente § =1, e quindi calcolare @ per mezzo dell'uguaglianza Q= q-}-m“HJl , la

g+1

jD-H

quale (per ¢ = 1 déL__ Q=1 5 (p -+ 3). Ma anche per ‘questo caso si pos-

sono istituire i calcoli basandosi sufla formela Q= ¢+ F, dalla quale (per g=1)

si ridurranno ai gruppi G,_,°, e il problema che-
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—1 -
i avra h :%—-,- e quindi

Q=g+ h+1 :%(1)-!—3).

' 8i avrh- poi

' R:p-—?-»—h:;—(p-—3)-

T groppi Go, seeondo il § VIII, sono determinati, nel easo che or a,( )consi-
deriamo, da due punti della eurva f; quindi, se prendiamo due gruppi Ge', che
corrispondono a duc punti arbitrari della £, e formiamo goi punti di questi due
gruppi il gruppo . {32, un tal gruppo si potrd separare sulla f per mezzo di una
curva aggiunta dell’ ordine n—~ 3, pumhe per il dato valore di A st abbla

=W +p—2n-1,

dove 3¢’ cspﬂme il grado dinfinith della serie delle curve aggiunte dell’ ordine
n — 3, che separano sulla /1 gruppi Geq. Ora questa unuacrlmnzct (pel g=2,

3 = %(p*— 3)) & soddisfatta da ' =2, e ¢id & difaj;to.

T gruppi Geo determineranno gruppi Gp_y, € i problema che concerne guestbl
grappi sard risolvibile, a norma del § VIII perchd I equazione (A'), che ora si
riduee alla: : .

p—2—1—=(g+DAp—g~2W—-k-1)=3¢—2¢,

b soddisfatta (per g=1,¢'=2) da l= % p—1}.

Per ogni gruppo G,_; passerd unma serie oo* di curve a.ggilfnte d.ell' ordine
n — 3, che segheranno la curva f secondo gruppt di punti, fra i quali sarar‘mo‘
compresi queili separati dalle curve (@ — 0g) (¢ —ad)) =0, essend’o le equazioni
¢ —fo, = 0,¢—pd, =0 quelle di due fasel di carve aggiunte dell ordine m — 3,

_ che separano due serie di gruppi Go, alle quall appartengono due dati gtuppl

(o™, corrispondenti ad un dato punto della f.

- Vi sard poi un numero finito di gruppi G,_;, che insieme con un oluppo G?:
formeranno i punti base di una serie o' di cuive aggiunte dell'ordine n—23. V&
anche una serie eo* dl gruppi G,_y, formata di gruppi che non sono corresidui.

Altri esempi di determinazione di gruppi minimi potrebbero essere consulila‘—
rati, e trattati colle formole stabilite in questo §, ma non giova prolungarne piu
oltre il numero.
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X1
Curve normali.

b gruppi minimi Goi, che sono separati sulla curva £ da curve aggionte del-
- 1
Pordine n — 3, contengono (§ 1X) 3 {p+ 2} oppure g-(p+ 3} punti, secondoché il

genere p della £ & pari o dispari. Da questi gruppi derivano § V) gruppi Gg@
del massimo numero di punti, pei quali sono rispetiivimente

1 , .:[ ) [
V=50p=6,d=50-2 ; Y=580-1), ¢ =

=5 {p—3).

[T R

Due serie di gruppi GQ(_” non potende avere un gruppo completo in comune
(§ VII), ne risulta ehe due gruppi Go'7? nen sono corresidoi uno dell altro. Se
dunque consideriamo due gruppi 6o , Ge, e assumiamo rispettivamente i punti di
questi due gruppi come panti base di due fasei di curve aggiunie dell’crdine n—3,
si vedrd subito, che due curve appartenenti una alluno ¢ 1'alira all’altro di due
simill fasei, avranno in comune sulla curva f un solo punto.

Quindi indicate con : ¢—hg,=0 , d—pd, =0 le equazioni rispettive dei fasei stesst,
e postor A=y, tys , w=y,:y,, si otterranno le equazioni:

gy Yot Wa s UYs =90 by,
wmediante le quali potrd effettuarsi la trasformazione univoca della curva f in una

curva I, la di cui equazione si ricaverd coll’ eliminazione delle @ fra le (1) e
la f=0.

Ora la .F ha colla rvetta 1 ay, + ey, + oy, = 0 tanti punti in comune, quanti
sono i punti mobili d’intersezione della £ colta curva: Oy oty 0y b+ @b, =0 5
quindi, perehé it numero di questi oltimi punti & ugoale a:

2n(n—3)—4k—3p+6 = 2n(n—3)—2n(n—3)—4-+ip—3p+5 = P42

OVVero a:

2n(n-3—dk-3p+7 = 20(n—=3)~2n{n—3)—4+4p--3p+T1 = p+3,

(ze-2)

secondoché si adoitane, come basi dei predetii due fasci, due gruppi G s
§(3'P“6)
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1 N
| - (0-9)
oppure “due gruppt Gl T
' 53p-7)

dell’ ordine p -+ 3 nel secondo.

; cosi_sard la F dellordine. p+2 nel primo easo e

5 s upli 1 upli
La curva F ha evidentemente due punti (2 {p+ 2)) o (Q {(p+ 3)) , ai
. : . _

quali corrispondono sulla f i punti del due gruppi Go™ che si ottengono per

1 i, 0
(302) ()
A=, = oo, e sono residui dei due Gl (0 dei due G . Sie-
5 (30-0) 5 (3p-T)

come pol la ¥ deviessere del genere p, cosl essa avrd un numero k, (o &) di
punti doppi, determinate dall’ uguaglianza :

1 1
p=50@+ 10— pp+D -k

1
(o daila p =3 p+Lp+2)- j{i(p +Dp+3) - h.{) )

{

1 ) . .
- — & - — 1) .
| ¢ perd , p (p—4& @ 3 (p - 1) puntl doppi

La f{rasformazione dellequazione flo, . @, %) =0 nella Ty, .4, ¥ =0,
della quale abbiamo pilt sopra parlate, & preeisamente guella, che secondo Rie-
mann di la forme normale della prima ovvero la curve normale della eurva f.

La curva F pud sempre trasformarsi in modo univeco in una eerta curva dello
spazio. Infatéi si counsiderino le tre quantith A,u, 3w, e si pongano le uguaglianze :

(2) A=ty BEYatlp o ABSY i Yss
si avranho allora le equazioni :

(1) Yot Yot Ys =P s bt oy ol
¢ sussisterd fra le y la seguente

(2 ' MY = Ys¥hs = 0.

Le equazioni (2) effettuano la voluta trasformazione della curva I' in una curva
F,, la quale & situata sulla iperboleide (&7). La F, & del medesimo ordine della T,
perché i punti della F,, che stanno sul piano 7, =0, corrispondono ai punti della
T, che giacciono anche sulle cuvse ¢=0,d=0. Vi seno due punti delia curva F,
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ciaseuno dei quali eorrisponde a due distinti punti della ¥ (punm' nodali 0 nodi);
due tali punti, eome lo mostrano facilmente le uguaglianze (17, sono posti sulla.

faccia yg== 0 del tetraedro di riferimento (4, 45 ¥y, ¥,) per Uiperboloide (2. La curva
F, avrd dungue due punti

(%@—%)““(o (3-0)""Y, e jpt-n (o }o—12)

punti doppi- ¥ chiaro poi ehe per la trasformazione della curva £ nella F o nella
F,, si debbono escludere i due easi corrispondentt a p=1, p=2.
I fasei di rette, che hanme i rispettivi centri nei punti

della curva normale F, hanno comune la proprietd di essere formati di rette, che
segano Ia curva stessa nel minor numero possibile di punti; e sipossono sempre
indicare direttamente curve, che abbiano questa medesima proprietd della curva
F, come sarebbe, ad es., la curva del 6° ordine con due punti tripli.-

La curva ¥, , proiettata da uno de’suoi punti doppi sopra un piano, conduce
ad una curva F,, che & evidentemente dell'ordine p (¢ p--1); ha due punii

(»% (p~2))u?ﬁ 0 (% (p—i))uph>, e }Ep(p%)—i (o }i(p—i)z—i)

punti doppi. Questa trasformazione della curva Fy nella F, richiede, come ben lo
si vede, che sla p > 4. Questa stessa curva ¥, si potrebbe ancora oftenere, ap-
plicando alla curva normale Riemaniane ¥ una quadratica trasformazione, che
avesse duc punli fondamentali nei due punti multipli della F, e il terzo in un
punto doppio di questa curva. Dobbiamo anecora osservare, che quando si pren-

1
(é (P—g))
done (nel caso di p dispari) due gruppt G
3 (3p~T)

. per dedurre la eurva ¥ dalla

1
(Q (13-3))
. si ha e=1, e perd per la determinazione dei gruppi residui dei due G

5 (8p-T)

saranmo necessari due puntl arbitrari, ciod comverrd aggiungere un nuovo para-
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metro arbitrarie a quello da cui dipendono le curve aggiunte  dell’ ordine n - 3,
che simpiegano per individuare i gruppi delle due serie formate dei detii gruppi

Per rendere pilt generale il precedents procedimento, col quale si riduce

_ Tequazione f(zy , %, , ) =0 ad una forma normale, si considerine sulla curva f
“una serie di gruppi minimi Go?, e la serie dei gruppi massimi Go'??, che da

quella si ottiene , e si supponga che i gruppi delle due serie siano separati sulla
curva f da curve aggiunte dellordine n— 3.
Sia data ora 1’ equazione:

Gy F UaPa-t oo oo e Uy P =0

rappresentanie una serie oo di curve aggiunte dellordine n--3. Le curve di una
tal serie separeranno sulla f una scrie di gruppi G 5 e considerata anche 'egua-
zione :

WYy oYpt oot B Y =0,

ge supporremo che il rapporto (2,9 + oon -+ FpaQppa) t (@& T o T Bg 1Yq+1) debba
avere un valore indipendente dalle @, si dedurrd subito il sistema delle equazioni:

Yy v Yo 2 Y b s T Yg =P P P2 P Pyt S P

le quali effettucranno la voluta riduzione dellequazione f{xy, &, , %5 =0 alla sua
forma normale. La curva che si ottiene mediante una simile trasformazione, & evi-
dentemente dell ordine Q, e gisce in uno spazio a g dimensioni. II numero g lo
riterremo > 2, e osserveremo che i gruppl Gg, essendo determinati da ¢-+e punti

arbitrari, converrd aggiungere ¢ parametri a quelli da cui dipendono le curve ag-
giunte dellordine n~3, che debbono individuare i gruppi stessi. I poi chiare che
1a suddeiia curva normale & del minime ordine.

Per ¢=2 si ha (v. il quadro del § IX) Q=p—=+2, quindi la curva normale
del minimo ordine & in questo easo una curva piana dell’ ordine p—w+2 e del
genere p, € possiede percid un numero di punti doppi vguale ad

1
-+ h(p-m-p

Qui dp=3zo0oadn+loasdn+2 cd ¢ rispettivamente nguale a 0,1, 2,

Per g=3 si ha (§ IX) Q =p — =+ 3, quindi la curva normale del minimo or-
dine & in questo caso una curva dell'ordine p —w + 3, posta nellordinaric spazio
a tre dimensioni. Qui ¢ p=4noadn+1oadn+20adn+3 edc rispetiiva-
mente vguale a 0,1 .2, 3. Soltanto dunque nel caso di p=4x si potrd, astra-

VoL, XXIIL. A

§
i
g
x
g
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zione fatts dalle trasformazioni lineari nello spasio, operare la suddetta riduzione
della eurva £ in un numero finito di modi.

r a2 " " . . ' » " . -
Termineremo osservando , che la formola per la determinazione del ‘gruppi

minimi Go'”, neila ipotesi che sieno necessari g + ¢ punti per individuare uno di
questi gruppi, non & data nella Memoria dei signori Brill e Niother, studiata da
noi in questo scritto; e questi due Autori dichiarano eh’essa non & per anco
stabilita. - - |

La formola (B), da noi indicata in nota al § X, vale, se =0, per qualsivo-
giia valore di p > 1. Essa pud ritenersi valevale per p=umw, dove m=2,8,4,...,
t=1,2,3,..., e perd in particolare per g==6,7,8. Tuttavia, se =z ha un
valore positive intero, diverso da zero, le equazioni cui conduce il problema relativo
al gruppi Go'?, saranno analoghe a gquelle date nel § ]X, & la difficoltd consisterd
solo mnello stabilire una formola, che permetta lenumerazione delle scluzioni dol
problema. Pel resto guesta formola generale, che pur deve esistere, sard analoga
alla (B} ora ricordata; e poich® essa deve condurci alle formole finora note, cspri-
merd un numero che evidentemcnte dovrda godere dellc stesse proprietd di quelli
che si riferiscono ai problemi particolari che gia si sanno risolvere, appunto per-
ché questa formola gencrale si ridurrd a quella nota, colia scmplice supposizione
che la quantitd e abbia in essa i valore zero. Si pud peoi pensare ehe sia sempre
possibile oftenere i numeri relativi al preblema per enrve particoiai‘i; ¢ allora
questi numeri varranno anche pei casi piin generali. Per la viduzionc, cui & con-
gacrato il presente §, come osservammo nel § VI rispetto ai groppl 41 punti che
potevano impiegarsi a stabilive una trasformazione univoca, si pué ammeiterce che
sta possibile indicare curve particolari, sulic quali esistono scrie di gruppi che
hanno le preprietd necessarie, perché se ne possa assumere una a base di una
simile riduzione, come ad es. Ia proprietd che corrisponde a quella, che le rette
hanno riguardo alla eurva normale.

X111,

| moduli di una classe di curve algebriche. Metedo di determinazicne
di Riemann. '

_ Le curve algebriche del genere p, fureno dal Riemann divise in classi; ¢
Riemann chiamd curve di una siessa classe tutte quells eurve del genere p,

che si possopo trasformare univocamente una nelfaltra, ovvers che s possono ri- -

cavare da una qualunque di esse, mediante univoea trasformazione. Le curve di
una medesima elasse sono guindi in corrispondenza puntuale univoea, ¢, come ora
mostreremo, dipendono tutte da un determinato numero di parameiri , continua-
mente variabili, ai quali fo stesso Riemann ha date il nome &i moduli della
classe considerata (Riewann, Abel'sche Funetionen, N, 12 nel Vol 34 del Gior-
nale di Crelle-Borchardt), ‘

2385 )(

1 medell di una classe si-otfengono, Ljuaudo un procedimento di caleolo (che
seconde Riemann pud includere operazioni traseendenti) si appliehi ad una curva
della classe stessa. Tuversamente, per miezzo di tali moduli s'individoera una classe
di curve, i numero delle guali sard sempre Hmitato. T moduli di una classe sono
i medesimi per tutte le curve defla classe. e cid 1mostra il carattere invariantivo

= di essi per le univoche trasformazioni. Siccome poi i meduli hanno origine da un

eomplesso di operazioni di saleolo, cosi quando queste operazioni saranno ben de-
finite , =i otterrd un determinale sistema di quantith come moduli; e a diversi
complessi di operazioni di caleolo corrisponderanno diversi sistemi di meduli. L'in-
diealo processo di caleolo si riferird, come in seguifo sard mostrato, alla relazionc
in e si trova la eurva considerata f rispetto alle sue curve aggiunte dell’ ovdine
n — 3, il carattere invariantivo delle quali si scorge uelle cose dimostrate net § VI.

Esporreme qui il metodo di Riemann per Ia determinazione dei moeduli di
una classe di eurve algebriche.

Per comprendsre in che questo metode eonsista, giova ricordare, ehe le curve
aggiunte dell'ordine n — 3 soddisfane a & condizioni (Intred.), e percid sono indi-
viduate da p — 1 punii arbitrari della f. Quelle dunque di gueste curve che pas-
seranno per p — 2 puntd arbitrari ma fissi: @, , &, ..., X,y della [, {ormeranno
un faseio, del quale supporremo che ¢ —Ae; == 0 ne sia Fequazione. Ora 1 aceen-
nato metodo di Bicmann & fondato sulla relazione che ha la curva [ colle curve

o — Ao, = 0, Gueste curve determinano sulla f una serie gw(") di grappi di p punti,

la quale dipenderd evidentemente dai p — 2 punti @, e quindi da altrettanti para-
metri. Due seric ¢," oftenute nel modo ora detto, saranno distinte una dall¥ al-
tra, o i loro grappi non corresidui, quando per esse vi sard diversitd anche in uno
solo dei punti 2, quindi i fasei che le separano non saranno cquivalenti.

Nel fascio ¢ — Ao, =0, le curve che sono tangenti alla f hanno it Jore punti

_di contatto con questa eurva sulla Jacobiana delle tre curve e=0,0,=0,f= o,

la cui equazione & rappresentata da:

b Oy Oy
ax, By oz,
gﬁ E?_(F_' _i.}f_l. = 0.
0, o, diwy
o oo
de, 0z, Dz,

Quest’ equazione , del grado 3(n - 3), mostra subifo, che la suddetta Iacobiana
passa due volte per ciascuno dei p— 2 punti o, ¢ tre volte ‘per ogni punto dop-

_pio della 7; quindi essa ha, nei punti hase del faseio ¢—)o,=0, 65+2p--4 punti in

comune cola £, ¢ perd sega Ia f in altri 3n(n-3)-65k—2p+4=4p—2 punti. Bunque
nel fascio stesso vi sono 4p - 2 curve tangenti alla /. Fra i parametri di queste
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curve del fascio esistono soltante 4p—5 rapporti anarmoniei indipendenti fra loro

(V. Witzschcel-Grundlinien der Neueren Geomelrie, p. 32), che indicheremo eon

B Pasoee s Bypoy Questi rapporti debbono evidentemente essere indipendenti- da
qualunque trasformagzione lineare delle coordinate dei punti delle eurve ¢—ie,=0
N ]

ma dovranno in generale variare al variare dei p—2 punti o, fe ora ricordiamo :

che Ia. curva f ammelte p curve aggiunie delfordine n—3: o,, ¢, ,..., v, che
sono linearmente indipendenti fra loro (§ IV), e supponiamo che nella serie :

=

@ F Y T +7\p(pp

es;.stano eurve che soddisfaceiano a p — 1 condizioni lineari tali, che ]:;resi p—2
dei punti .d'intersezione d"una i queste curve colla f per base di un fascio di
curve aggiunte dell’ordine n — 3, delle 4p—3 lunzioni p delle coordinate di questi
puntl ve ne sieno p-2 che le sono funzieni indipendenti di gueste stessé coordi.
nate, eliminando allora per mezzo di queste p--% equazioni, e di quelle che deri-
vano_ dalla /=0, cui esse g¢oordinate debbono soddisfare , le coordinate medesime
da (‘:laS.GUHEL delle rimanenti funzioni g, si otterranno ip — 3§ — P—2=3p—3
funzioni dei rapporti anarmonici pr, le quali saranno inciipendenti dalla particolare

scelta del fascio, e¢he ¢i ha condotto ai rapporii anarmonict stessi. Queste 3p-3 -

funzioni delle quantita p saranno dunque determinate apiena sl supponga data la
]c(;utlt]\? 7, et sal‘lallnn; lg medesime (§ VI) per tutte le curve che corrisﬁondono pro-
dvamente alla f. Denoteremo ¢ T 1 st joni i
remo ch’ esse sono i moduli d;) ;1333 ;Iﬁa:ss:; ’dwi"c’u;'?e_.a aoeste funmiont, € dimestre
. Le curve‘ di una medesima classe potendo infatti ricavarsi da una qualungue
di esse merct univoea trasformazione, cosi Ia f potra sempre ottenersi da due

curve fy, fy della sua classe, per mezzo di due simili tresformazioni. Ma in tal

GflSO ¢ chiaro che le corrispondenti funzioni di trasformaziore debbono essere or-
dinatamente proporzionali, quindi (§ VI) nelle formole di trasformazione, che dalla
curva f.c(mducono alle curve della classe, di cui la 7 fa parte, e funzi:mi di tra.-
sformazmn.e vi rappresenteranno curve aggiunte dell'ordine m--3, che passano per
p-3 punti della f. Ora, se si vuole che lo quantitd © individuino una classe di
(?urvc, & ne siano percid i moduli, conviene ammettere, che date queste quantitd
& pl’JI‘ dato il modo con cui si debbeno seegliere sulla.curva fip—3 punéi sud-
detti. E perchd questi stessi punti debbono evidentemente giacere anche soprd
curve della serie (1), cosi il modo della seelta di quei p—3 punti, dovrd determi-
nare su quali di queste curve essi debbono essere presi. Ma dati i moduli 1, un
.numero (nceessariamente limitato) di curve della serie (1) che soddisfano al‘ie’pre'
dette p —1 condizioni & determinato ; sono adunque queste le curve che eol loro
punti d' intersezione colla / fissano il modo della scelia degli anzidetti p—3 punti.
Dunque le quantitd © sono i moduli di una classe, composta di un numero limitato
di curve; ¢. d. d

In casi particolari pud darsi che il numero dei moduli, che si ottengono col

3 35T X

metodo precedente da una data curva, sia maggiore di 3p—3. Sarebbe cosi, per
gs., quando le coordinate dei p—2 punti @, che abbiano pili sepra eonsiderato,
entrassero soltanto in p' delle quantith p, e fosse p' <p—2. Che il numero dei
moduli corrispondenti ad uvna data curva, possa infatti modificarsi in casi partico-

lari, lo mostra U esempio delle curve iperellittiche. E difatti, se la £ & una tal
curva, tuite le curve aggiunte dell’ ordine n—3 che passano per p—2 puonti arbi-

trari della f, passeranno anche per altri p — 2 punti completamente determinati

da guelii. _ _

Nel fascio formato da queste eurve aggiunte vi sono bp—-2—2(n-2)=%+2
corve tangenti alla £, e fra i parametri di quest'ultime ecvrve, esistono 2p—1 rap-
porti anarmonici indipendenti uno dallaltro. Ma in questo caso sono equivalenti
futti i fasei di eurve aggiunte dell’ ordine n — 3, percht § VI esisle suvlla f una
sola serie di gruppi g,V ; e quindi tuttl 1 predetél rapporli anarmoniei sono indi-
pendenti dai p —2 punti arbitrari della f, e rappresentano percié i moduli per Ia
curva iperellittica f. '

XIv.
Attuazione di un metodo algebrico per la determinazione dei moduli.

~ Nel presente § sard stabilito un metodo algebrico per la determinazione di

quei 3p—3 parametri, che snil'esempio datoel dal Riemann sono stati considerati

nel precedente quali moduli di una classe di curve.

Si consideri a tale scopo il fascio ¢ —Ae, =0 formato di curve aggiunte del-
Pordine m—3, che passano per p—2 punii arbitrari della f, e gia I=0 Yequazione
della Iacobiana delle curve g=0,¢,==0,f=0.

I punti nei quali Ia f & toceata da curve di questo fascio, sone i punti meo-
bili @' intersezione di essa colla curva T. Ora sia R =0 Vequazione che si ottiene
eliminande due delle quantitd o, , &, , @ (per es. &,. x,) dalla f=0,1=0: se
i vuole che dei detti punti & intersesione delle curve {ed 1, p coincidano in un
punto P, dovranno verificarsi in questo punto le equazioni di condizione :

dR d*R d"'R '
R-—-—O’ E—O, (Tm?—o,......,asaﬁ__o,

Tl fascio © — h¢, = 0 non potrd dunque prendersi ad arbitrio, ma dovrd sce-
glievsi in guisa, che ad esso appartenga una delle curve della serie:

' A b8 1y
(1) @q'{“%@z'}'f'@g'{"---..."’—p}j@p:‘)

(formata colle p curve aggiunte dell'ordine n -3 linearmente indipendenti), che
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hanno riuniti in un punto P della f p dei lore puntl & intersezione con questa.

-eurva, ciog in guisa che Ia carva o, vi rappresenit upa Jdi queste curve.

Scelto in questo mede il faseio suddetto, delle &p—2 curve di esso, che sono
tangent alla 7, p — 1 coincideranpo in una medesima curva aggionta G, 5 quindi
del -4p -8 rvapperti anarmoniei indipendenti, ehe hanno luogo fra i parametri delle
curve del faseio stesso. tangenti alla f+ p—1 avranno if mwedesimo valore, il quale
evidentemente dipenderd da quei p—2 punti, nei quali la curva €,_, (oltre in by
sega la 7, e che abbiamo assunto per. formare Ia hase del fascio medesimo, Mea-
diante i p—1 rapporti anarmonici ora indicati, si otterranne p-—2 equazioni fra le
coordinate di questi p—2 punti, le quali equazioni, unitamente o guelle che deri-
vane dalla f=0, alla guale esse esordinate debbono soddisfare, serviranno aila de-
terminazione delle coordinaie stesse. If percheé uno dei detti p — 1 rapperti anar-
monicl devessere anche considerato fra i yimanenti, cos il numero di questi sard
uguaie & 3p—3; dai quali eliisinandovi le coordinate dei »—2 punti &, risulte-
ranno quelle 3p—3 funzioni dei rapporti anarmonic & (accennate nel § precedente),
che rappresentano i moduli della elasse di curve, cui appartiene la f. Da quanto

poi abbiamo altrove dimostrato risulta cliaramente, che i moduli < che si sono -

ora oftenuti, si riferiscono ad una classe composta di un numero limitato d cuy-
ve, tale essendo quello delle carve (1), che soddisfano alla snindicata condizione {*),
La via che qui ei ha condoito alla determinazione dei moduli T, fu da himgo
tempo indicata dal sig. Weierstrass, come lo fanno osservare i sigg. Brill e
Néther. '

XV,

Aitro metodo per la determinazione dei moduli.

Un altro metodo per determinare un complesso di quantith , che si possono
considerare quall moduli di una classe di carve, si hasa sulle considerazioni se-
guenti.

Sia la serie o? :

(1) MO F Rt Ay G =0

(*) Il numero di gueste curve si ricava dalla formola :
oc;,.:(r—%l)(M-%?'p—-g‘) per rep—1,M=2p-2,
formola che si pud dimostrare con considerazioni geometriche, e della quals si legge

una elegante dimostrazione algebrica in una Memoria dovuta al sig. Brill (v. il vo-
lume IV, dei Math. Aannalen).
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formata con curve aggiunte dell’ordine n—3. Sia poi g <.¢’, e inoltre i numeri ¢

e ¢ soddisfacciano T'equazione :
(2) | p—A{gd+Ng+H=0

11 problema che c__onéiste nel determinare sulla curva f gruppt Gg 'tali s (:,he
Ie curve delia sevie (1) che passano pei puntt di uno di quesli grappi formino
una serie oo9, & stato trattato in altri § diquesto scritio, nei quali fu dimostrate,
che il problema stesso ha sempre un determinato numero di solu_zioni , che 01‘_&
indicheremo con N. Dungue, dalla serie (1) si otterranno N gruppi Ge¢; ¢ consi-
derato uno (Lo) di questi groppi, le curve di detta serie che passano pet suol
punti, formeranno la serie oo?;

Gy ol Y =0,

nella quale vi sono (g +1@p—2 1+ gp —¢g— Q) eurve, che _h;m?u? .un ‘ contattq
g - punto colla curva [ (*). Quindi il numero dei rapporti anarmoniei indipendenti
formati coi parametri che individuano quest uliime curve, sard uguale a

glg+VD2p -2+ ap—q—Q)—3.

. Co . : .
Per g =1, il numero di questi rapporti si riduce a 2(3p—3-Q-3, e quest
saranne i moduli della curva f, ¢ di tutte le curve che sono generate da due fasci
di curve aggiunte deilordine n—3, pei quali i punti mobili deile basi eoincidono
i idi due 1N gruppi Gg st cag sard un
rispettivamente con quelli di due degii N g:up.pi GQ‘- in q]u‘estu ol g0 p ard un
numero pari, come si rileva subito dalla considerazione dell'equazione {2); guindi
s ©

{ 0’#32—‘3 il numero dei moduali & questa classe di curve si ridurra a
DOSuO Y, — 2 AL | ’

3p — 3. _ .
Per g=2, i} numero dei predetti rapporti diviene uguale a 6{ip—4—Q')—3,
e questi rappresentano i moduli della curva /7, e di quelle che si ofiengono tra-
sformando univecamente la 7 con un sistema oo di curve aggiunte dell'ordine n—3,
che passano per uno degli N gruppl G, In questo caso sard p = 3=%; quindi sup-
posto @' = Jig — &, il uumero dei moduli di questa classe di curve si ridurra a
' 3
f6p — 3. ) ‘ ' L
Finalmente, se in luogo dellequazione (2} si assums Valira:

ewmp— {0+ Nig+ 1),

*) V, la nota al § precedente,
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e si suppone che per g=1 sia e=1, sard p un numero dispari, ¢ quindi posto

dn—1 . : . ' .
Q’:pT — 3, 8l ofterranno 3p — 2 modoli per la curva f, e per quelle che si ot-

tengono nel modo suindicato mediante due fasel di curve aggiunte dell'ordine n~3.
Qui perd potremo fare in modo, che due dei 3p -2 moduli abblano Io stesso va-
lore, cid che ridarrd i1 numero di guesti moduli 2 3p — 3. Ma si pud anche ri-

guardare une del 3p-2 moduli come rappresentante il paramietro che individua la -

serie dei gruppi, dalla quale si sono rieavati gli N gruppi Go-.

Se ¢ =2 ed e=1 oppure 2, sarh p un numero della forma $x+1 0 3142,
quindi posto rispettivamente Q’:-d%_i —40a @"T—z
caso 16p-1 moduli, & nel secondo 16p+1, che apparterranno alla curva f, e a
queile che si ottengono nel mode pilt sopra indicato mediante una serie oo® di
. curve aggiante dell'ordine n — 3. Riguarderemo poi uno o due di questi modoli,
secondochd si tratterd del primo o del seeondo di questi due casi, come rappre-
sentante il parametro o i parametri, che individuano la serie dei gruppi da cul
derivano gli N gruppli Gg.

Giova tuttavia osservare, che anche nel caso g=2, per la classe di curve che
vi corrisponde si pud fissare a 3p-—-3 il numero dei moduli. & infatti -si supponga
che p siz un numero della forma 3% ¢ 341 o 3n+2, e Q=pitn—4; e si trasformi
la curva f mediante una serie oo® di curve aggiunte dell’ordine p—3, che passano
per uno dato degli N groppi Gq. Cosi si otterrd una curva F dell'ordine p—w-4-2,
punteggiata proiettivamente alla f, e l'equazione della ¥ conferrd ancora

— 4, si otterranno nel primo

1
i(p—r.—i-ﬁ)(pa—n-l-‘:)—{%(p—n+’l)(p—ﬁ)—p}:ip—3n+5.

costanti.

Ma operando una frasformazione lineare fra le coordinate dei punti della curva
F, ciod esprimendo queste coordinate mediante funzioni lineari di tre variabili omo-
genee, sl potranno asgegnare ad 8 delle suddette costanti dei determinati valord,
¢ cosi ne rimarranno arbifrarie 4p-3n—3, ciod un numero che & uguale rispet-
tivamenie a 3p—3, 3p -2, 3p-1, secondoché & p=3m, 3m+1, 3n+2. Presi ora ad
arbitrio &p—3w—3 punti fissi sulla f, ad essi ne corrisponderanpno altrettanti sulla
F, ¢ s otterranno cosi dp—3n—3 equazioni per determinare le costanti ancora ar-
bitrarie di questa curva. Le ip—3n—3 quantita che si ottengono in questo modo,
si potranno sempre considerare come i modall della classe di curve accennata pil‘i
sopra, quando si parta perd da una determinata curva I della classe, e questa
clagse si supponga data. Dobbiamo poi far netare, che dei 4p—3=—3 punti fissi
presi sulla curva f, uno o due serviranno alla determivazione della serie dei gruppi
Go, secondochd sard p=3z+1 o p=37+2; e cosi nel tre casi p=3r, 3n+1, 3n+2,
il numero dei moduli che si sono ora ottenuii, si potrd sempre riguardare come
uguale a 3p-3.
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XVI.

Curve a doppia curvatura che corrispondonc ad una data classe
: di curve.

Nei §§ precedenti abbiamo fissato a 3p—3 il numero dei moduli di una eclasse
di curve piane; si tratta ora di determinare tutte quelle curve dello spazio, che
sono di un dato ordine Q; punteggiate proiettivamente alla f, ¢ quindi diun ge-
nere p uguale a quetlo di questa curva. Tali curve dello spazio si considereranno
come corrispondenti ad una data classe di curve piane, della quale fa parte la 1.

S immagini una serie oo® di curve aggiunte, e si supponga che dei punti mo-
bili & intersezione di tre curve qualungue di guesta serie colla curva 7, un unico
punto sia comune a tutte e tre, e sia:

1) gy + Oy + g -+ 5, =0

Fequazione di una tal serie. Le curve di essa si potranno sempre far corrispon-
dere univocamente ai plani:

Gyfy + Oy + Oyls + Y= 0
dello spazio, e cosl si otterranno le formole di trasformazione :
Yyt Yo " U TYp =912 2t O30 Ty

che dalla curva /=0 condacono ad una curva a doppia curvatura ¥, la quale sard
di un certo ordine Q, e del medesimo genere p della /=0. Il numeroe delle curve
F . che corrispendono univocamente alla 7, si dovrd quindi dedarre dal numero
delle costanti contenute in queste formole di trasformazione. Ora se le o saranno
dell’ ordine n — 3, siccome Q soddisfa all’ equazione (§ VIII):

Q-{g+g—g=p—@+Dlg+1),

che per ¢=3 84 Q=p+2- ¢/, si dedurrd subito che deviessere Q <p+2. In

quest’ ipotesi il numero delle suddetie cosianti deve coincidere con quello che
esprime da quanie condizioni ¢ individnata la serie go®, che separano sulla curva
f le curve (1); al quale si potrd poi aggiungere quecllo delie costanti (in numero
di 13), che si ottengono trasformande le y mediante {unzioni lineari omogence
di guattro variabili z. Ma detto ¢ il numerc delle condizioni che individuano una
serie go'? separata sulla f da curve aggiunie dell'ordine n—3, si ha (§ VII):

e=Qg+1)—aqlg+p+1), _
¥OL. XXIIL LB
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quindi per ¢=3 sard e=4Q-3(p+4); e aggiungendo 15 a questo humero, si ot
terrd il numero 4£Q — (3p — 3.

Se poi & Q>p+ 2, si considereranno le curve della serie (1) d’ un ordine’

>mn—3; e perché dei punti mobili & intersezione di una curva aggiunta d’ordine
>n—3 colla £, p sono completamente determinati dai rimanenti (§ 1), e perd
un gruppo G separato sulla £ da una di dette curve aggiunte & determinato da
Q —p punti arbitrari della f stessa, cosi potremo far passare la curva ¢, della
serie (1) per un gruppo di @ punii arbitravi della f, e eciascuna delle o, , o, ¢,
per Q--p punti scelti ad arbitrio su guesta curva, e diversi dall'una all’ altra di
queste tre curve ¢. L potendo poi dare ad ognuna delle funzioni g, , 9, , g, una

¥

costante arbitraria per fattore, si avranno in tutfo:

Q+3Q-p)+3=4Q0—-3p—13)

costanti.

Nelle predette formole di trasformazione entreranno qumdl (Q— 3)—}—3(Q ~p—53
costanii arbifrarie, a eui si potranno in seguito aggiungere alire 15 costanti pro-
venientl da una trasformazione lineare delle coordinate. Si giunge cosi al teorema:
4Q — (8p —

Una serie o
I ordine

%) di curve a doppia curvalura del geners p e del-

Q(Q;p—n-{—S avvero Q;%(p +4) (§ IX)),

corrisponde sempre ad wna medesime classe di curve piane algebriche , i cud
modull hannmo © pils generali valord.

Osservando finalmente che fra le 4Q—(2p-8) costanti suindicate, 3p—3 non
sono altro che i moduli della elasse di curve accennata in questo leorema, ecosl,
prescindendo da questa classe di curve, si concluderd che :

Eszste une serie oo di curve a doppia curvatura, dell’ ordine Q e del ge-

nere p < = Q — 4.
XVII
Gruppi particolari di punti nel piano.

Acecade in molte applieazioni, fra fe quali & notevole quells che riguarda Ia
rappresentazione univoca delle superficie sul piano, di-dover considerare nel piano
dei sistemi di un numero finito di punti, talmente situati, che fatte passare per
essi eurve di un dato ordine, per le quall un eerto numere del punti stessi sia
costituito da altrettanii punti semplici, e il rimanente da punti mulfipli fissi su
tutte queste curve, si oitenga una serie di gruppi di punti, che si renderd nofa
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mediante la diretta enumerazione. I teoremi dei §§ JIT e IV offrono. il modo - di
costruzione di siffatte serie di curve, mercé e proprietd di una delle curve, ap-
partencntc ad upa di queste serie. E difatti, se si considera una curva di una tal
serie, oppure upa parte f (dell ordine ) di una curva decomponibile della serie
stessa, le rimanenti curve di queéta serie determineranno sulla curva [ una serie

di- gruppi di punti; che si considererd come una serie particolare di gruppi Goj-

e il problema attuale si ridurrd a quelli trattati in altvi §§ di questo seritto. Vi
sard poi da tener conto delle condizioni inerenti alla serie di gruppi ora gonside-
rata, le quali non dipendono affatto dai punti che la f ha in comune con tutte le
curve della serie suddetfa.

Si supponga che i gruppi Gq, separati sulla curva f, formino ivi una serie oo?.
Noi abbiame dimostrato nel § IIT, che questi gruppi si possono otienere sulla
curva £ col mezzo delle eurve aggiunte dellordine s (s> %) d'una serie of, ¢, se

essi sono gruppi particolari, col mezzo delle curve aggivnte delliordine s=n—p (p>3)
d'una serie oof {§ IV). Potremo dungue, secondo il tecrema del § IV considerare
la serie delle curve, i cui punti base fissi sono sulla curva f, e ordine delle quali
& s, come equivalenie ad una serie lineare di curve aggiunte dell’ ovdine s. Ora

indicata con C, una gqualunque curva aggiunta dell’ ordine §, I'equazione d'una
curva dell'nléima serie qui nominata sard della forma (§ I1I) :

Ey=C+ A, f=0,

dove A,_,=0 & l'equazione d'una curva algebrica arbitraria dell’ ordine s—n. Cosl
qualunque sia la posizione dei punti fissi sulla f, pel quali debbono passare tutte
le curve dell’anzidetta serie, noi potremo sottoporre queste curve a soddisfare
aneora a : : ' :

1 .
t:-@(s —-n+DE—-n+2)
condizioni lineari; e per mezzo delle equazioni che vi corrispondeno si potranno

considerare come determinati i valori di altrettante delle costanti, da cui dipende
ancora la serie stessa. I1 numero delle condizioni lineari che ei vorranne ancora

per individuare una curva delia seric, sard dungue, rispetio alla curva f=0, il

grado g « infinitd della serie medesima.
Supponiamo ora che sian gqualunque le curve Es, e solo settoposte a dover
passare per certi punti fissi della f. Allora le condizioni che potranno -ancora pre-

" seriversi per queste curve I, , si possono supporre di tale natura, che le curve

stesse abbiano in un punto {uel della f un punto Ao (k> 1). Sia P questo punto
della f; dalla dimostrazione che abbiamo dato al § I, a proposito del teorema dei
resti, si dedurrd subito, che quel teorema conserva la sua validitd, se si suppone

che le curve aggiunte che vi sono considerate seghino ciascuno dei rami della
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curva f, che passano per un punto ¢ele - di questa curva in & punti, dei quali k—¢
sono infinitamente vicini, ed ¢ cadono nel punto iwl stesso. Quindi alle curve E,
sard applicabile il teorema del resti, se supporremo ch’esse abbiano nel punto P

della { un punto %!, ¢ seghino inoltre elascuno dei rami della f, che passano

per P, in k—i punti infinitamente vicini. Volendo dunque che nel punto P abbiano
lrogo per Ie curve E; tutte le condizioni che equivalgono a quelle di un punto
kel converrd sottoporre le curve stesse a soddisfare ad altre:

gzgk(kﬂ)m{%i(w1)+¢<k—¢)}:%(k;ra)(zﬂ_@+1)

gondizioni lineari.
Sia ora Zp il numero totale delle eondizioni, che si oftengono in questo modo
col considerare tutti i punti multipli della curva F; se sard Zp<i si potrd sem-

pre fare che le curve E, scddisfacciano a tutte le Zp condizioni, senza perd che
queste abbiano aleuno influsso né sui punti fissi comuni alle E; e alla £, né sui
punti mobili ecomuni alle E, ¢ alla £ Le curve E, formeranno allora uns serie

o 3o so Ip > 1, le curve E, che soddisfano alle Iy condizioni, formeranno
una serie lineavre, il cui grado d'infinith sard uguale a g—(Zp—1), serie che potrd
sempre riguardarsi ¢ome risultante da una serie analoga ocf,

L'equazione di tutte Ie curve E,, che soddisfano alle Zp condizioni suddette,
¢ della forma:

05+As—-u'f"—"0 ]

dove ora supporremo che la curva C; abbia in ogni punto {wle della f un punio’

multiplo d'un certo ordine % di moltiplicitd (& > 1}, ma che pud variare da uno al-

Taltro dei punti multipli della f, e Ia A,_, sia la pil generale curva dell’ ordine
s—n, la quale abbia in cjascuno dei medesimi punti della f un punto (k-i)nsle, Nel
caso di Zp > 1, la funzipne A,_, si ridurrd a zero, e le curve E, (o C,) formeranno

g
uila Seris Ooq F+t.

Ammettiamo (per esempio) che la £ sia una curva iperellittica del 6° ordine,

e del genere p=3, la cul equazione sia della forma Zecp oy (1, V=1, 2, 3), dove’

oy significanc delle costanti, e le ¢,=0, ¢,=0, ;=0 sono le equazioni di tre curve
del 3° ordine con T punti in comune @, , @y, ... , ay.

Le cubiche aggiunte formano una serie oo?, definita dall’ equazione :
cl+7\62+p-03=0,

¢ deferminano sulla curva f una serie g, ¢i grappi di & punti.
Si possono ‘ora sulla f determinare i punti base per serie particolari di curve
C; del T° ordine, , '
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Conveniamo {indicare una curva C,, che abbia il punto a, per punfo doppio,
ed ivi le medesime tangenti della f; il punto a, per punto triplo, ¢ i punti ¢;.a,,...,0,

per punti sem_plici‘, colla notazione” {[a,?] a,® @y ... a;} ; ‘allora Ie seguenti curve Gy
T N PR o S 1 [/ P [ PN 8 B 1P (I | 0 P OO L

e e es* [a] ey agay |

formeranno delle serie, che saranno rispettivamente :
oo, w0 . el | epf?:
e le altre curve €, :
{020 a7} 5 {0808 an ) 5 [P by 00) 5 [ PaytasPaBagasa, )

delle serie, che saranno 1‘fspettivamenté:

i S el eb,

Ora per le prime delle C; sono Zp=0, {=3, quindi per mezzo della f=0 queste
curve formeranno delle sevie rispettivamente :

o, ot oot ol

Per le seconde delle C, sono rispettivamente Ep=1, Zp=2 , Xg=3, Ep=4, ¢ per
tutte 1=8; quindi per mezzo della f=0, queste curve formeranno delle serie ri-
spettivamente :

o, oM, e, oo,

Per esempioc le curve €, | a,0,...0,}, che passano inolire per 24 punti fissi
della f, formano una serie- oo%, la quale per mezzo della eurva f=0 si riduce ad
una serie ool.

Parimente le curve C, {a,q,...a;}, che passano inoltre per 22 punti fissi della
[, formano una serie co® che per mezzo della f=0, si ridurrd ad una serie <o

I gradi d'infinith di queste serie rimarranno i medesimi, anche se alvuni dei
punti fissi delle eurve ¢, che le formano, colla f=0, cadranno nei punti ¢, , pur-
c¢hé per le serie stesse rimanga sempre Zp=0. Inoltre non varieranno i punti di
intersezione di queste curve C, colla f=0, anche se cadendo alcuni dei punti fissi
comuni a gueste curve e alla f nei punti a,, il valore di Zp cesserd di essere
uguale a zero, purché perd si mantenga sempre inferiore a quattro.



