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PREFAZIONE




Con questo volume inizio la pubblicazione di un ampie
Trattato, nel quale — se il tempo e le forze mi basteranno —
vorret raccogliere, coordinare, completare dove occorre, tulto
quanto vi & d’importante nel campo della geomelria algebrica.

Seguiranno un volume dedicato ai sistemi continui di curve
piane, sghembe e iperspaziali ed alle velative questioni & esi-
stenza, di clussificazione, di postulazione; ed aliri in cui ver-
ranne esposte la teoria riemanniene delle curve e dei loro
integraliy la geometria sopra wne superficie e sopra una va-
rieti e le teorie degl’ integrali ad esse appartenenti, nonché le
-proprietd fondamentali delle fungioni (abeliane ¢ automorfe)
collegate colle funzioni algebriche; ¢ infine la geometria nume-
rativa.

_ Il programme & vasto; ma crvedo tornerd wutile anche se
riescird « svolgerne soltanto una parte.

1o desidero che il Trattato sie metodico e che ogni guestione
venga sviluppata in wmodo esaurienie ¢ rigoroso, wnche perché
occorre sfatar la leggenda che nella geometric algebrica la man-
.caai-scc di rigore ¢ di determinatessa sia quasi una necessité.

- Non disconosco tuttavia che il proceder innanzi per rapide
vistont, in cui si prospettino le linee essengiali dei singoli pro-
blemi, pud, solto altri aspetti, esser vantaggioso.

Io procedo invece coi piedi di piombo ¢ il leitore accirato
lo constaterd e noterd guante wvolte mi vien Jatto di arrestarmi
a dimostrar proprield, che di solito si emmetion come evidenti.

Per csempio ehi legge il capitolo sulle corrispondenze troverd
¢ fondamenti di questa teoria svolti con ampiezza inusitata; e,
uhe volta richiematavi lo sua atiengione, credo si convincerd



CYIIT . * PREFAZIONE

- facilmente delle necessitd che, in un assetto rigoroso, sia ben
Jissato il valove dei prineipii di corrispondense, nei riguerdi
delle molteplicita dei punti uniti.

Questo volume si distacca alquanto dalle mie Lezioni lite-
grafate del 1908 ¢ dalle Vorlesungen del 1921, come pud wveri-
Jicarsi con un’ occhiate all’ indice.

COhi voglia esporre la parte essenziale della geometria sopra
une curva in breve covso di lezioni, trove qui i mezsi adatti.
Lo scioglimento delle singolarités &’ una curva e le propriefi
Jondamentali che culminano nel teoreme @i Riemann-Roch, si
conseguono col « metodo rapido », occorrendo soltanto il con-
cetto generale di trasformaszione bivazionale ¢ quello di gruppo
Jacobiano di une serie lincare. Ma anche gli altri metodi alge-
brico-geometrici (quello iperspaziale e quello pitt strettamente
algebrice) sono esposti in modo che ciascunoe di essi possa con
Jucilita isolarsi dagli aliri.

Loma, novembre 1926, FRANCESCO SEVERT

Nozioni introduttorie.

I. Funzioni algebriche di una variabile. — Le operazioni
algebriche si distingnono in rezioneli ed irragioneti. 17 addi-
zione, la sotfrazione, Ia moliiplicazione e la divisione sono
operazioni razionali; mentre & irrazionale 1’ operazione i
estrazione di radice d’indice qualunque; e, pitt in generale,
I’ operazione da esegnirsi sopra 1 coefficienti di un’ equazione
algebrica di grado n > 1 per risolverla. Ogui operazione ra-
zionale equivale alla risoluzione di un’equazione di primo
grado. ,

Si dice che una variabile y & fungione algebrice di une
variabile (indipendente) #, quando, per ogui dato valorve di w,

il od 1 corrispondenti valori di ¥ si costruiscono mediante un

numero finito di operazioni algebriche.

Tanto le variabill che 1 coeflicienti delle equazioni, che
rappresentano le operazioni algebriclhie da eseguirsi sulle va-
riabili indipendenti, si supporranno di regola appartenenti
al eampo complesso, salvo espresso avvertimento in contrario.
In questo campo, il teorema fondamentale dell’ Algebra i assi-

cura che un’ operazione algebrica rappresentabtn da
L Cu ) g

J®, 1) =0,

ove f & un polinomio in @, y a coefficienti costanti, di grado =
in g, fa passare da un valore quatunque i @ ad n valori gene-

“ralmente distinti di y.

Sicché, qualunque sia la eatena di operazioni algebriche, .
che conduce dalla variabile indipendente z alla funzione y, ad
ogni % visponderd sempre un numerd finito di valori di y. La
funzione y dicesi wniforme o monodrome o wnivocw o wd un
valore, se ad ogni # risponde tn solo y; poliforme o polidroma
0 polivoc o @ pidt valori, se ad ogni = rispondono pitt valori i 9.

Soveri - Geometrie algebrica « 1
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La sucéessione di un numero Jinito di operazioni algebriche,
é ancora un’ operazione algebrice (rappresentabile ciod eon una
sola equazione); o, in altri bermini, il legame fra la variabile 2
e la ¥y, fanzione d]crebnm di 2, pud sempre rappresentarsi
eguagliando a zero un polinomio in %, ¥, a coelficienti costanti.

Se, invero, dalla 2 s passa ad ¢ mediante una catena di
operagioni algehriche, la prima delle quali conduea da » ad @,
In seconda da ¥oad @, 1o s-esima da oy Al @y, 1 u]tlmﬂ

da 2, ad ¥, queste opelanom saranno rappresentate da equa-
zioui algebriche della forms :

Py 2) = 0, P.(%, 2,) = 0, .., cPs(fvs—«-(a %,) = 0, P2, y) = 0,

dove le 9 denotano polinomi.

Kliminando le variabiti mtermulmue Ty Wyy oy Xy, Si obtiene
un’equazione risultante delln forma

f("vr =10,

dove f & ancora un polinomio.

Une funzione algebrica uniforme ¥ di wna varicbile indi-

pendente x, & necessariamente una Junzione ragionale di .
Sia fufatti

(D J = @@y -k a @)yt - () = 0

I eqnazione algebrica che esprime il legame fra  ed Y, le a;
essendo polinomi in 2. Se ad un qualunque 2 risponde un
solo y, due casi possono presentarsi
L. L equazione (1) & di grado nw=1, e allora ne segue
senz’ altro :
., (%)
T af@)’

cioe y & funzione razionale di z.

2. I equazione (IY ad ogni a fa corrispondere una ra-
dice n-pla y. In questo ecaso le n — 1 equazioni

af aEf an—l}&
y =0, Syt =05 s y 1T =0,
del rispettivi gradi n Lo =20, 1 iny per ogni & sono

soddisfatte da quella medesxma vadice ¥, che soddisfuceva
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alla (1). Ma poichd:

g”__—]ll:d_u'a () - (. — 1) e (),
¥

s1 rvisulta -
¢osl visulbs (%)

e, (%)

Yy=— ’

cioé. anche in tal easo ¥ & funzione razionale (i =
< - A

II. Funzioni algebriche di pilt variabili. — 11 concetto i

- funzione algebrica si estende alle funzioni di pitt variabili.

8i dice che y & funzione elgebrica flel%e v(c-r'i.ab'ét@' '?J‘ru_li?
pmulentl By Byy oy Ty 50 da ogni ,c_’;ru[_)po (1|.vzl}01°1 :Lttrl.bmm
alle a, si passa al od ai corrispondentt.\Ta]om di g, mediante
operazioni algebriche. In altre parole: il leg'mne frzlt ye le @
deve essere espresso da un eerto uwumero (1[‘ equazioni _alg:e—
briche, in eni posson comparire talune variabili intermediarie.
Una volta eliminate queste ultime, il legame fra y o le 2
vien espreéso da. wna relazione della forma:

" . R YTI T T
“U(fvn Byy ooy :t;m)y” = “’l(ﬂ'l! oy eony a‘m)y T
+ay(m,, 2y, 0., 2,,) =0.

Come per le funzioni di nna variabile, si dimostra il
teorema:

Una funzione algebrice uniforme delle variabili v, %,, ..., ¥y,
¢ una funzione razionale di queste variabili. o

Un’ applieazione immediata di tale proposizione com?nce
al teorema fondamentale delle teoria delle funzioni Sunmet‘rw.he.

Siano z,, %,, ., %, le n radiei di un’ equazione algebrica
7"(’.’&):0, di grado n, e v = 2{x,, ¥y, . Ty} Si0 una qna].uuque
funzione razionale simmetriea del[e radict. Hssa & mamfesta‘-
mente una funzione algebrica dei coeflicienti di f, perchd 1.I
legame fra questi coefficienti e v & espresso dalle equazioni

- algebriche:

Fl)=0, flg,)=0,.., fla,)= 0, v=9(@,.y 2.

Bl essendo v simmetriea, ad ogui gruppo ¢i valori dei

‘ coefﬁuenn corrisponde un sol valove di v. Percid v si esprime

razionalmente mediante i coefficienti di f(x)= 0.



4 NOZIONT INTRODUTTORIE

III. Funzioni algebriche di un punto variabile sopra una
curva o ipersuperficie algebrica. — Il concetto di funzione
algebrica si pud ulteriormente esteundere, come segue. Sia

(2) fle, y)=0

I' equazione di una curva algebrica di ordine = (!). St dice
che una variabile z ¢ funzioue algebrica della coppia (%, ¥)
soddisfacente alla (2), o, pilt brevemente, fungione (t-f(,ft’-b;'i(:‘(b
del punto variabile sulla curve f =0, quan o da ogni soluzione
(2, ly) della (2) si passa al od ai corvispondenti valori di =
mediante operazioni algebriche. Da quanto precede 1“!5511“2;
che la dipendenza tra z ed il punto variabile sulla eurva pud
esprimersi aggiungendo alla (2) una relazione del tipo:

(3) o(w, y; 8) =0,

ove ¢ & un polinomio nel tre argomenti z, ¥, 2.

Ne derviva al solito che wne funzione algebrice uniforme di
un punto variabile sopra wna curve algebrice, @ Qm-a:.fu-ns‘io-n.e
ragionale del punto stesso (¢ioé delle sue coordinate). .

' Si pofrd pariare piltt generalmente di funzioni algebriche
di un punto variabile sopra una snperficie algebrica 0 sopra
un’ ipersuperficie o forma algebrice

f(l"vu Loy veny ) =0,

di un iperspazio (lineare) ad r dimensioni S,., in eni z,, %, ..., %,
d.enotlpo coordinate (nou omogenee) di punto ed fsia ancora
simbolo d”un polinomio nelle « (?). E per fali funzioni alge-

o o . detd ane i i N
budlle varranno proprietd analoghe a quelle indicate per le
funzioni di un punto &’ ana eurva,

{y Suppongo che il lettore conosen gid la teoria proiettiva clementnre
dellen cuvve algebriche piane e delle superficie delio spazio,

() Per la teorin proiettiva degli spazi (lineari) a pilt dimensioni il
lettore potrd consuvliare il trabtato del Brewrini: Tntrodusione alla qeémen‘i&a
profettiva degli iperspasi (2* ed. Messina, Principato, 1923). Questé» trattato
verrh in seguito eitato colln sola pavola « Iperspazi », |

U.n’ipersuperﬁcie algebriea di 8- & T insieme dei punti di S, le end
coordinate &, .., z» soddisfanno a vn’equazione algebrica f(a,, ., v =0
Tnt.mduf',end.o le. coordinate omogenes w5, ¥,,.., &, equazione della ipes-
superficie 8i ottiene egunaglinndo n zero una certn forma algebrica nelie

gy vy %rt donde la denominazione di forma, che gi dd a un’ipersuperticie

© Vale anche
_di un punto vaer
- perficie algebrioe,

essendo @, == 0, almeno una ¥
simil guisa si prova che, se ¥ 1

1" equazione (3).
" obtiene z come funzione
. .per ogni % rest

~per ogni valor di @ la
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il Seguen%e teorema: Une funsione wlgebrica

iabile sopra une cHrve 0 swperficie o persu-
le quele non diventi mai infinite (0 nulle),
ad wne o pily costanti.
itutto il caso di una fanzione algebricn ¥
g dall equazione (1). Posstamo

st riduce
Prattiamo ans
della variabile %, che sia defini
sapporre che i polinomi ¢ non abbiano aleun divlisore comune.
Se a, dipende offettivamente da %, ad ogni radice dell’ equa-
zione @, (%) =0 risponde uno © pitt valori infiniti di 9.
Pertanto, se y non diventa mai infinita, @, dovrd ridorsi
ad una costante. Ne derivn che anche le altve « dovranmo
essere indipendenti da 2, perchd in caso diverso per =0
adice y iverrebbe infinita. In
on &l annulla mai, deve es-

a ed anche le altre @ debbon

essendo @, =0, almeno
ione & che

save @, una costante mon nuil
vidarsi o costanti, se no per ==19°%
una radice ¥ assumerebbe il valore zero. La conelus

ogni valor di ¥ & costante.
Consideriamo orva il caso @’ una funzione ¢ di un punto
wvariabile p. es. sopra la curva algebriea (2), © definita dal-
Tliminando y fra le equazioni (2) e (3), si
Jella sola variabile x; e tale funzione

a finita (o diversa da zevo). Ne deriva che

z & costante.

gi pochi cenni sulle proprieta generali
giacchd essi ci bastano per la materia
itorneremo su tali pro-
o di vista pit elevato

Ci limitiamo a ques
delle funzioni algebriche,
da trattavsi al principio. In seguito v
prietd generali, considerandole dal punt

e fecondo della teoria delle funzioni analitiche.

1V. Trasformazioni razionalie birazionali. — Sieno I, X" due

spazi ad ¢ dimeusioni {ora e nel seguito, quando non si avverta
il contravio, sottintendiamo lineari), © (T, ) Toh (X, y ey X

sieno le rispettive coordinate non omogenee di punto.

Dicesi ¢he fra i due spazi intercede una trasformazione

o corrispondenca razionale, quando un punto variabile in
- uno determinato di essi, p. es. in X, @ funzione razionale
del punto variabile nell’altro, Z. Una siffatta corvispondenza

& definita ciod da relazioni del tipo:

(4) X =%y Tay s T
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ove le ¢ son funzioni razionali delle %, che possiamo anche
supporre ridotte allo stesso denominatore. Ad un punto
di %, ehe non annulli questo comune denominatore, corri-
sponde un punto ben determinato X (i X'

Il determinante jacobiano J delle © rispetto alle 2, risulta
manifestamente una fanzione razionale delle @, la quale, in
geunerale, non ¢ identicamente nnlla. Il suo denominatore &
quello stesso delle ¢, olevato perd alla potenza 2. I punti
di X in cui J st anmulla o diventa infinito sl distribuiscono
in due forme algebriche. La teoria delia Indipendenza fun-
zionale ci dice che, se 2 & un puuto di I fuori delle forme
suddette, ed X & il punto omologo di X', mentre il punte =z
di I deserive I intorno ad » dimeusioni di &, il puuto omeo-
logo X deserive in X' tufto 1’ intorno ad » dimensioni i X.
Dunque nel caso che va considerato come generale, mentre 1
punto v deserive X, il punto omologo X, costruito mediante le (4),
deserive tulto X,

Le cose procedon diversamente se J o identicamente nullo.
Allora le ¢ sono funzionalmente ('Iipendent;i; cio¢ tra di esse
passano una o pit relazioni, che, per la natura ‘algebriea della
questione, si posson ricondurre ad essere razionali intere. Ma
di cid pit tardi. Per ora ei basti avvertive che nel caso par-
ticolare in esame, mentre © descrive Y, i punto X descrive une
varietd (algebrica; ved. VI) subordinata o 3,

Nel caso generale, il generico punto » di & funzione
algebrica del punto X i I, ad un certo numero n =1 di
ralori; ciog, mered le (4), ad un generico @ corrisponde un
solo X, mentre un generico X proviene da » distinti punti .
La corvispondenza, fra Z, 2’ si dice in tal caso ' indici (n, 1).

Se-n =1, anche # risulta fonzione algebriea ad un valore,
cioé funzione razionale di X. Le (4) si posson pertanto inver-
tire razionalmente e serivere:

v =4dJ(X,,.., X,) (i=1,..,r),

ove le ¢ son funzioni razionali delle X. Si dice allora cheo tra

I due spazi intercede una trasformasione birazionale o eremo-
niane. L. OruMoNa (%) pel primo considerd siffatle trasfor-
mazioni da un punto &i vista generale (nel piano e nello

(') Cfr. Bologna Mem. 2,, 621 (1863); 5, 2 (1864) e Giornale dj Mat. 1,
305 (1862); 8, 214, 363 (1865).

~§pazio ! .
-il:ppo )zlella Geometria algebrica.

. allo studio delle

i i punto in
‘le coordinate omogenee di p

‘razion

T
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ponendone in riligvo Ja loro importanza per lo svi-

i i0g si presta bene

1 introduzione delle coordinate omogenee I ta b e
J pilt riposte proprieta delle t.rasfmm(m;

ionali e birazionali. Indieate con (%, By ooy Bpls (XD,X”...,. )y

o, %, &) una trasformazione

ale vien rappresentata da relazioni del tipo:
(4
=0, 1.,
4" Xizq)f(mu?"'a %) (% 0, 1, ., )
i 3 1 ¢4 + 73 - A,' e
le ® son forme (polinomi omogenei) dello str,ssol'm{r?i?:
' 2 i X ! it ho
0‘?le z. Gli omologhi di un punto Z di X che .nm)u](ll) i} 0
o T i i re b TV S P e
le @ [punio base del sisteme lineare ?\O(D.D' U o ,“ h
indi 'dl to dalle @ ()], si ottengono come limiti (Iei.pn!a,
e ot o i ad oo le diverse direzioni spiccafe
5 che si approssimano ad , lango 1 AT
‘da 7. In generale ad & corrisponde cosl una variebd (4 ,:1, :
ad 1 - i oy sre ane una
(‘i »—1 dimensioni; ma vi pud corvispondere z.n!(‘m i,
o - - . - e N ' N l
v iotd ad nn minor numero di dimeunsioni 0 mldm}h l-u?
b : i T {puntl base del sistema
punto ben determinato. I punti come & (punti base de

) rasformaz arché
" delle @) diconsi punti fondamentaeli della trasfor nmf.lon‘e[, Pi,, e
o T i i is a essi appunto caratberizz
S 'mazi azionali sono da essi app 22
7 lp trasformazioni raz : : o caatlenue
- nelle loro proprietd essenziali; cosl conte le funzioni m
- “'son caratterizzate dalle loro singolarita.

i ai singoli i ali
Le varietd covrispondenti ai singoli punti foundamentali,
£

e diconsi varietd fondamentalis

i ; NN J), c¢he non sieno fon-
Due punti (%,, 5. &), (@ By e ),t e e ot
damentali, e dieno luogo al medesimo punfo A,
) ’ . »
per_cui si verificano le relazioni .
| ' o =10, vy
Dy @y emry v,y = o2y, oy 2y) (i=0,.., ),

| i pr % it arbanto
ove ¢ & un fattore noun nullo di proporzionalita. Pert 1
siste lineare 2,0, - ... 4 A0, == 0, che
tutte le forme del sistema line: D, o
passano per uno i quei punti, passano anche 1)? ff Mi
ico i tali, siffatt
i A, 8 A lue punti non fondamentali,
Viceversa, ge &, & sou | s
che le for,me del nostro sistemsa lineare che passano per I"uno,
i ami fra i-para-
passino in conseguenza per Ualtro, i due legami fra i -ps
Cmetri A .
P P(gy )y e ) A= e b Ay I,{"LU,’ ; 1)’ _’()
2D, ) By ey B ) A e = 2 Q& ) =10,
W Loly By

(4 Gfr. Bermixy, Iperspasi, p. 255. Vedi anche il suneeessivo n. 4 del

presente volume,
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dovrauno essere identici, ciod i coeffieienti delle L nelle due
relazioni dovrauno esser proporzionali; e percid ai dune punti
%, o' eorrisponderd il medesimo X,

Ne consegue che affinehé le formule (&) definiscano tre

E, X une corrispondenza vazionale siffutte che, mentre a si

muove in I, il punto omolego deseriva tuito I, occorre ¢ basta ;

L. che Te @ sieno linearmente indipendenti;

2. che le forme 2, D, - ... -+ 1B, =0 che passano per
un panto generico di X, passino in COoLseguenza per un munero
finito n— 1 (==0) di ulteriori punti non fondamentali.

In particolare le trasformazione sard birazionale aliora o
sole «llore che il sisteme linewre 2@y oo - 0,P, = 0 sia oma-
loldico, ciod quando » forme generiche del sisteme si tagline
soltanto in wn punto con esse variabile,

Le (4) definiranmo una trasformazione fra 3 e nua varietd,
subordinate a ¥ quando le forme P gieno linearmente dipen-
denti o quande, anche essendo esse indipendenti, tntte le
forme A,®, 4+ ... 4-2,®, =1, che passano per un punto x ge-
nerico, si tagliano in infiniti altri punti non fondamentali (*),
i quali; come risultery dal seguito, costituiscono una varietd
algebries,

Tuatte queste cireostanze saranne lnmeggiate con maggior
diffusione in un sunecessivo Uapitolo, ove studieremo le tra-
sformazioni cremoniane fra piani. Per ora ei limitiamo =
guestl accenni preliminari e agginngiamo soltanto qualehe
parola sulle trasformazioni eremonijane pitt sempliei, che sono
le omografic e le trasformasioni quadratiche,

Effettivamente le omografie sono particolari trasformazioni
cremoniane, per cui i secondi membri delle (4) sono forme
lineari delle 2. Ma, appena sia 72> 1, esistono trasformazioni
cremoniane diverse dalle omografie, e le pilt semplici sono
appuunto le trasformazioni quad atiche, le quali fanno corri-
spondere a un iperpiano generico una quadrica (forma i
2.% ordine).

La pitt generale trasformazione cremouiana quacdratica fra
¥, ¥ & rappresentata da formule che possono ricondursi al

(') Un esenpio di un siffatlo sistema lineare =<8, di superficie dello
gpazio ordinario, & fornito dalle qnadriche passanti per duo date rette tty b
twoni qradriei col vertice nel punto ab, guundo le dus rette sieno coni-
planari). Fra esse, butte quelle elo passine per on generieo punto P, con-
tengono in conseguenza la retta uscente dan P ¢ appogginta alle @, b.

B mpo'::_
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-

X, = (%, Byy e Tady eXi=wa, (=1, 2,..,7),

dbve © & una forma quadratica nelle x, %y, .., @,.

Le inverse delle formule precedenti sono:

or,=o(X,, Xpy- X}y o, =X,X;  (i=1, 2,.57),

: R wiorality (!
ove o, o son fattori di proporziowalifd (*).
(b

Iuvece le trasformazioni bivasionali fra due relte si riducon

~alle sole omogrefie.

Se, mvero, o )
P(®)

-1--1pp1'esenta una trasformazione birazionale fra done rvette,
B 3 v

sulfle quali 2, X son coordinate di punto, e f, 3 son due poli-

nomi in @, detto n il maggior grado di questi due polinomi
vy - - = >
8 posto:
" " —1

o= a4 e x  y,, =0a" b + e + by,
I’ equazione:

32— 1 _ o A :O
Flz, X) = (0, X — b)a™ + (e, X — b)) 4 . - (@, X — 1) .
o dovrh essere di grado n==1 o dovrd per ogui X aver,e una
radice x n-pla. Ma allora questa radice spetterd anche all’ equa-
3 » -
zione '

n—t Jo " .

Gl =l (e, X — b+~ (n — D, X — b)) =0,
A —1 *Ate
e quindi in ogni caso il legame fra 2, X si potrd esprimere
con un’ equazione bilineare.

V. Curve algebriche sghembe, — Qicesi curre (Tlg(ﬂb)’?-(:(ﬂ
sghembe irriducibile an luogo d-i p':‘mtl.O' tale che 1itp1f1T1to
(X,Y,Z) in esso variabile, sia (unzione 1-%1z10nsltle.del punto (.L,g{?
variabile sopra una curva algebrica piana 11'1'1(11}011)110 D, ‘(1
equazione f(x, ¥) =0, colla condizione f:he, reclprocal}uen’te,
il punto variabile su D sia fuuzione razionale ldel puito ‘\.a—
riabile su €. Insomma € si ottiene da D mediante ana fra-

(9 Bewrint, Iperspasi, p. 4535,
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sformazione birazionale

(5) X=9,@y, Y=o(9), Z=q,@79);
(6) v=W(X,Y,Z), y=W,X,7,2),

ove o, W son funzioni razionali dei rispeftivi argomenti.

Naturalmente la corrispondenza birazionale tra ¢, D non
i estende necessariamente, come tale, & punti dello spazio
(X, ¥, Z) o del piano (=, %) esterni alle due carve. Se facciamo
variare (=, ¥) in tutto il piano, le (3), qualora le ¢ siano fun-
zionalmente indipendenti, rappresentano una superficie alge-
briea, Tnogo del punto (X, Y, Z), sulla quale & tracciata la
curva C; ma neppure fra il piano e questa superficie Ia corri-
spoiddenza & necessariamente birazionale, potendo benissimo
accadere che il punte variabile sulla superficie provenga da
un certo numero finito di punti del piano, con esso variabili.

Curva algebrice sghemba viducibile & V insieme di nn nu-
mero finito di eurve irridueibili.

Se, iu particolare, la eurva ¢ definita dalle (5) & contenuta
in un piano, facendo precedere un’ opportuva trasformazione

di coordinate — con che non si altera il tipo della nostra
rappresentazione — si pud supporre che il piano su cui giace

la earva sia Z=0. Allora il numeratore della @.(%, ¥) contiene
a fatbore f(=, ¥) ed elirainanilo @, y fra le prime due delle (5)
e la flz, y) =0, otfeniamo un’ equazione algebriea in X, ¥
soddistatta da tntti 1 punti di €. [a stessa equazione pno
ofifenersi sostitnendo nella f(z, =0 le (6), dopo avervi
posto Z=10. Sicehé € & unu cnrva algebrica piana nel signi-
ficato consueto della parola.
In coordinate omogenee e (8}, (6) diventano

(59 e X, = D(x,, By 2y) - (i==0, 1, 2, 3%,

(6‘) oy — ll)‘i(xt)! Xu X:H -Xx} ('!'-:‘.0, 1, 2):

le g, o essendo fattori di proporzionalitd, le ® forme (polinomi
omogensi) dello stesso grado nelle z e le W forme dello stesso
grado welle X. 8 intende che (®,, %,y %,) denotano le coordi-
nate omogenee i tn punto variabile sulla eurva D, che avra
ora I'equazione F(z,, »,2,) =0, F essendo una forma nelle z,
e (X,, X;, X,, X,) son le coordinate omogenee di un puuto
‘ariabile sulla O,

Gli omologhi dei punti delia curva D che annullano tutte
le @, si costruiscouo come limiti dell’ omologo di un punto

i
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generico, che tenda su D verso I"uno o I"altro di quelli, I si-

-milmente dicasi degli omologhi dei puuti della curva ¢, che

annnllino futte je W, . ‘

Una superficie algebrica, ¢he abbia infiniti punti comuni con
una curva algebrica irriducibile sghembe O, la contione per intero.

c g o e e

Se, invero, la superficie’ H(X, X,, X,, X} = 0 contiene infi
niti punti di ¢, la cuvva algebrica piana H(D,, ®,, .CI)B_, (1)3). = o
contiene infiniti punti della D, e, poiché questa & irridueibile,
la contiene futta; il ¢he signifiea ehe ogni punto di € soddisfa
all’ equazione H == 0.

Proviamo ora che I’ intersezione di due super fivie algebriche,
prive di parti comuni, & wna curva algebrice, irriducibile o no.

Indieate con {z,, x,, %,, ®,) le coordinate omogenee di
punfo nello spazio, siano

%(Byy By By ag) == 0, By @y 2, ) =0

Je equaziouni delle due suaperficie, ove «, f son dne forme,
prime fra loro, degli ordini m, n. _

Sia. ' la curva comune ad =z, §, O un punto genervico dello
spazio e = un piano generico per O {cioé, in ultima ema.]isi, un
piano generico dello spazio). Il cono algebrico A ord.me W W,
che da O proietta I' ('), si seinda in pitt parti, e sia A, una (i queste,
irriducibile e contata una volta sola, s’essa & multipla per A.

Sia I' Iinsieme dei punti i I' appartenenti a A, Ii
plano = sega «, B secondo dune enrve, che & iut-ersecmw,. f1:x
gli altri, nei punti comuni a = ¢ a I',. Attesa la genericity
di 0 e di 7, in ognuno P i questi punti le due eurve hanno
molteplicitd 4’ intersezione eguale alla molteplicitd della gene-
ratrice OF pel cono A (%). Siecché¢ la generatrice OF non
coutiene altri punti del luoge I, diversi da P,

i) L’ equazione di questo cono si costruisce 1':1zi011:|1me11_11u.‘Si pud . es.
trasportare in O il punbo (%, =w; =2,=10, 2;,=1) ed eliminare =z, fra
“= 0’ Bz ! - . .

(3 E appena necessario di avvertire che einscuna P (1elia.n.1te1'5tjzmm
di Ty eon un pinno = andrd contala tante volte quani’e lamolteplieith d’l_nl’cr—
sezione, lungo OF, di % col cono A, che profetta I'y da un punto generico O
di = Ci riserbiamo di trattar pit tardi del concetto di molteplicita d’ inter-
sezione dal punto di vista della teoria dei rami delle eurve :1lgebri::]1c'.
Per orn pud bastare la conoscenza elementare del punto di vialn :nge!.n'n?o
di tale concetto, guale ad es. 81 trova metodieamente esposto nells Memoria
di Brenn, La molleplicitd nelle intersezioni delle eurve algebriche piane, cee.
Giorn. di Mat. 86, 1 (1898). '
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I poiche, data la generatrice generica di A, il punto P
si individua con operazioni algebriche (razionall), cosl P &
funzione razionale del punto M variabile sopra una sezione
piana (irrtdueibile) di A ; e similmente M & funzione razionale
di P, Onde il luogo I', & una carva algebrica irridneibile.

St conelude che I' si scinde in tante eurve algebriche jr-
riducibili, quante sono le parti in eui si spesza il cono A.

La parte T, & segata da = in tanti punti quant’é I’ ordine v,
del eono A,. Variando O nello spazio, le parti di A variano
con continuitd, conservando lo stesso ordine e la stessa mol-
teplicita. Dunque da ogni punto genevico dello spazio T, o
proiettata secondo un eono d'ordine v, & quindi essa & tagliata
in v, punti da un piano generico dello spazio.

Questa conclusione vale per ogni enrva algebriea irridu-
cibtle €, giacehé essa pud sempre considerarsi come interse-
zione parziale di dne superficie algebriche,

Iiselndiamo infatti che la data eurva C, rappresentata
dalfe (5}, giacecia in qualeuno dei piani coordinati. Allora ad
un generico X corvisponde un numero finito i punti di ¢,
che hanno qunel dato X. "Lali punti si cosfruiscono con ovvie
operazioni algebriche, sicehé le eoordinate Y, Z di un punto
ariabile su € risultano fouzioni algebriche di X, definite da
due equazioni algebriche

(7 BX, Y)=0, S(X,2)=0,
le gnali 8’ ottengono eliminando %, ¥ una volta fra le prime
due delle (5) e la F=0, e un’ altra volta fra Ia prima e la

Cberza delle (5) e la f==0.

Le (7) rappresentano due eilindvi algebriei passanti per ¢!
¢ non aventi parti comuui, perehd le loro generabriei non
son parallele,

Pertanto ¢ & intersezione, parziale o totale, di due super-
ficie algebriche e quindi ad essa pud applicarsi quel che sopra
si & detto per la cmrva T,. :

Si arriva cosi al coneetto di ordine di una curva algebrica
sghemba e si pud ennuciare che:

Una curve algebrica sghemba irriducibile ¢ segata da wun
plano qualunque dello spazio in un numero costante n di punti
(ordine della curva) ed & proictiate da wn punto generico dello
spasio secondo un cono algebrico d& ordine n.
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La ceneratrice generica del cono che proietta ¢ dal punto
LA o o
-enerico 0, non countiene che un punfo della enrva.
¢ La molteplicité & intersezione di Ce di un ptano n qualungue,

. -"- Y ’ ‘.. -
Cin un punto P ad essi comune, equaglic le molieplicité d in

tersezione nel punto P, proiesione -di P, (.iella, a.m"m. p'i()r..na ;(-}l’
Pg-mfazimm di C da un punte generico O di =, colie traceie di =
sul pieno di O, - . ‘ |
Cosl il teorema precedente, relativo alla co'stanza (.1e1 numero
n, viene wl agquistare un preciso significato in 1'el.z‘1z1011e a con-
cetti, che, per le ecurve piane, si presuppongono gia acquisiti.
Un punte P di @, tale che nn piano generico per fassg
abbia colla curva molteplicitd d’intersezione 1 {e che si 1)1'019tb1
quindi in un punto semplice di €°) & un punto _smnplwe di ¢,
Punto multiplo in caso contrario. Un punto generico rl.eJ:!a, c@_ﬂ‘vc’z
irriducibile € & semplice, perchd tale & il punto generico di €'
Proviamo ora che: . . - -
I punii eventualmente comuni « p'i.-zib .s*‘i.r.pm"ﬁcz.c (frlgebrw].t,e
a, =4, .., o =0, prive di parti comant, $i {l’tsta'_-a-bmscoaw -m
un gruppo & un nawmere findto di punti isolaii ed in une curve
irriducibile o no. ‘ .
Poichd il teorema & vero per h =2, lo supporremo dimo-
strato per h— 1 superlficie. Se le «, =0, wers O =0 non ]uumo
parti comuni, I’ insieme delle loro intersezioni con.sterﬂ.\dunque
di una curva algebriea T, eventualmente seissa in piu c‘ur’\'e
irvidueibili T,, T, .., T, e in un grappo di un Lumero ﬁmt(?
di punti P isolati. I punti comuni alle h.superﬁme date si
devono tutti rvitrovare in questo insieme. D7 altronde z), =0
non pud contenere infiniti punti di una delle T, .., T, senza
conteneria per intero; dunque, se si prescinde da‘a]cune de._llle
T,,.,T, eventualmente comuni a tutte le «, c¢id che 1'esi-£‘t
dell’ insieme det punti comuni a tutte le =, & un gruppo di
un numero finito di punbi. .
Se dalle «, = 0, ..., 2, = 0 s1 stacca una superficie comune
v =0, le superficie §, =0, ..., 3p—, =0, ottenute dalle. prece-
denti astraendo da v =0, e la superlicie «, =0, soddisfanno

.nel loro complesso al teorema. Ulteriorl punti ecomuni a tatte

le o son quelli comuni a y =20 e ad o, =0. B poiché qll(?Sb(?
due superficie non hanno parti comuni, cosi anche le ulte-not!
intersezioni si distribuiscono in una o piu curve algebrl‘che.

Terminiamo questi preliminari sulle curve algebriche
sghembe, dimostrando che:

i
I
¢
i
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Una curva C, ehe sia rappresentate parametricamente dalle
Jormule :

{8) X = oz, y), Y= ’192("57 ), 4= P2, ), f("t.’ y) = 0,

ore [ é una curva algebrica piane irvidueibile ¢ 1g ¢ son fun-
stont rasionali, ¢ algebrice.

In aleri termini:

Ler affermare che una curva sghembe O 8 algebrice, basta sa-
pere che i punto i essa variabile 6 funzione razionale del Prnto
variahile sopra una curve algebrica plane f, senso che, necessaria-
anente, i punto di queste sie funsione rasionale del Pento di guella.

Se 1o (8) son tali che il bunto (X, Y, Z) variabile su ¢
proviene da un sol punto (%, ¥} variabile su f, siamo senz’altro
nell’ ambito della definizione gia data di curva algebrica
sghemba. In ogni caso, i corrispondenza ad an punto (X, Y, Z)
di €, le (8) diventano compatibili nelle variabiti (%, y) ed hanno
bertanito un certo numero v{=1} di soluziouni ecomuni; eosicehd
fra € ed f havvi una corrispondenza algebriea (i sndici {1, v).

BEliminiamo &, y fea la prima, la seconda e la quarta delle (8).
St otterrd nn’equazione algebriea risultante F(X, Y)=0, che,
nello spazio, rappresenta il cilindro proiettante ¢ dal punto
all’infinito dellasse 7. Similmente, eliminando z, y fra Ia
seconda, la terza e la quarta delle (8), obteninmo equazione
FY, Z)==0 del cilindro algebrico, che proietta ¢ dal punto
all’ infinito dell’asse X. Questi dne cilindri, non avemdo le
generatriel parallele, non posson avere parti comuni, La loro
Intersezione consta, pereid di curve algebriche; ¢ ¢, che ne
fa parte, & dungne algebrica,

VI. Curve e varieth algebriche iperspaziali. — [ concetti e
le conclusioni relative alle cirve algebriche sghembe si esten-
dono agevolmente, imitando il procedimento indieato per le
curve sghembe, ulle curve o variety algebriche iperspaziali,

Per varietd algebrica trviductbile Vi, di dimensione ky di
uno spazio S, (k= r — 1), si intende un tnogo di punti che
si possa porre in corrispondenza birazionale COn una ipersu-
verlicie algebriea ireidncibile o spazio lineare a J-i- |
dimensioni. Una varield réducibile & 1 insieme dj un numero
finito di vavietd, feridueibil,

In particolave, aqnando sia k=9—1, si verifiea subito
che una ¥,_ cosi definia non & che una ipersuperficio alge-
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briea dello spazio S,; cioé essa & rappresentabile con una
sola equazione algebrica. o N
Quando sia k==1, si ha una curve algeba.'wu zperspamule:
Si dimostra inoltre che Pinsieme deé pznfm dello S,. aon.:u‘-m,
@ pii ipersuperficie algebriche, 93 (Z’istmb-u_wce‘ n 'uu.- n‘z..sme?-‘or j::m{.‘cf
di varietec algebriche, eventuwalmente di dimensioni differenti

fre di loro.

S’ intende che qui chiamiamo varietd algebl:iea V,,., 'di di?
mensione 0, un gruppo di un numero finito di punti isolati
(upa ¥, irridueibile & un punto),

BEstendendo il ragionamento esposto per le curve sghembe,
si deduce, come corollario del precedente teon:enm, che & alge-
briea ogut vavieta il cul punto sia funzione razionale dsl punto
variabile sopra nna forma algebrica.

I1 teorema sulla vavietd intersezione di pitt forme & stato
dimostrato, nella sua completa generalitd, da L. KRONEGKI.BR.
Ad esso collegasi il concetto di ordine i una .V,l sigebrica
jeriducibile. Un 8,_;, pud bens, nel easo k> 1, mcf)ntrm'e Va
in infiniti punti, senza contenerla, ma contenendo invece una
varietd algebrica infinita subordinata a ¥V, (ciod appartencnte
a V). Perd un 8,_, generico taglia ¥V, in numero finito co-
stante di pundi semplici (generalmente distinti), chej é apl.)uniuo
Pordine della ¥,. La valutazione della molteplicitd df mhe-r?
sezione della ¥, con un 8,_, e¢he non ne contenga infiniti
punti, si riconduce, mediante proiezione da un S"_."‘.*ﬂ ge}ye-
rico, sopra un Sy, alla valutazione della molteplicitd d’in-
tersezione di un’ipersuperficie irriducibile e di una retta, non
contenuta in essa, in un loro punto cmlm.me'. Uno Spt‘l-ZI(\)
genevico S,_yy, (1= 1) taghia la ¥, ieridueibile I_]I uuaj varieta
algebrica pure irriducibile, i dimensione £, Un lperp‘lano non
contenente la ¥, irvidueibile, la taglia in una variela, che
puo esser riducibile, ma che in ogni caso non pud clhe con-
stare di parti di dimensione & — 1. _

Tutto ¢io il lettore potrd meglio approfondire nel eitato
tratiato del Berrixt (1), Per gli immediati nostri scopl bastano

(") Iperspazi, Cap. 9°, Ved. purs eenni un po’ pitt diffusi (I‘i q-nelli sopra
esposti in Exriquues-Cawsing, Leoria geometricn delle equazioni, B()ri()g‘llfl,
Zaniehetli, vol. 1, pag. 134 (citute in seguito brevemente come « fe()[‘]':t
geometrien »), Per notizie bibliografiche ved. 1'articolo di €. Snewk, Mehrdi-
:wu.\-ionale fieme (Encyklopiidie der math, Wissen., Leipzig, Teubner, 111, 2,
Hefs 7, pag. 808). '
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1 concetti generali introdotti, su aleuni dei quali torneremo,
precisandoli in ogni dettaglio, quando se ne presenterd il
bisogno.

Qui aggiungeremo soltanto che, quando la ¥, sia la tra-
sformata birazionale di wmy’ ipersuperficie lineare dello $,.,,
cioé d' uito spazio lineave 8%, essa chiamasi una varietd rasio-
nele od onmalodde. '

VII. Geometria sopra un ente algebrico. — Possiamo adesso
caratterizzare le proprietd che formeranno oggetto dei nostri
sviluppi ulteriori, come 1’ insieme delle proprietd di una ¥,
algebrica irriducibile, e qualt si trasmettono immutate ad
ogui frasformata bhirazionale (i Vi3 0, come anche hrevemente
st dice, ad ogni varietd birasionalmente equivalente alla data.

Per lo studio di tali proprietd & indifferente considerar
"'ona o 1’ altra delle varietd di una elasse di varietd birazio-
nalmente equivalenti. Sj pud ciod considerare 1 astratto di
yuesta classe e chiamarlo un ente wlgebrico di dimensione k,
di cui ogni varietd della classe & un modello proiettivo, nel
senso che, una volta fissatala, ne sono anche fissate le parii-
colaritd proiettive (spazio &’ appartenenza, ordiue, ece. ).

Allora le proprietd di cni & questione, e che ¢i ocenpe-
‘anno nella maggior parte di questo Trattato, costituiscono
quella che si chiama geomatria sopra I ente algebrico. Nel
presente volume ci limiteremo alla geometbria sopra un ente
algebrico semplicemente infinito ().

Lia geometria sull’ente algebrico & un’ estensione della geo-
metria proiettiva (insieme delle proprietd invarianti per tra-
sformazioni omografiche), come questa & un’estensione della
geomefria elementare (insieme delle proprietd invarianti di
fronte al gruppo delle similitudini), '

VIII. Geometria numerativa. — Tra le proprietd proiet-
tive e tra quelle che spettano alla geometria suli’ente alge-
brico, ve ne sono che riferisconsi al numero delle soluzioni
di determinati problemi algebrico-geometrici; mentre le altre
hanno ur siguificato pilt spiccatamente funzionale.

(' Un’ampia bibliografia in proposito trovnsi nello articolo di L. Ben-
#Ouaviy, Aligemeine Theorie der héheren ebenen algebraischen Iluwrven (En-
cyklopiidie der Math. Wissen.,, Leipaig, Teubner, IIf, 2, Heft 3, pag. 403).
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Geometria numerative & quella parvte della geometma; :]111-
i ; : q [ trovare il nomero delle
gebrica, che s’oceupa appuuto di frovare il

‘sohmioni di siffatéi problemi e di valutare In moliteplicita

delle singole soluzioni. | -
Di essa c¢i occuperemo di- proposito nell’ wltime volame

del presente Trattato, Tattavia proprietd nume-a.tive_ avremo
oceasioni frequenti «ineoutrare anche prima -~ ed in parti-
colare in questo stesso volume — non di rado come oppor-
tni stramenti per la deduzione di proprietd funzionali.

Severi - Geomelria algebriea - 2




CAPITOLO PRIMO

Sisteml lineari di curve piane.

§

.]. DBﬁI!IZlOllI e proprietd elementari. Sistema congiungente
e s:sten.la intersezione di dwo dati sistemi. — Consideriamo
I’ eqnazione

() Aol w, w4 ) fwy, @, ) ...+ LoTulmy, %, 2,0 =10),

ove le f; denotano forme dello stesso ordine n nelle ® e lek;
sou parametri non tl}l’.bl nalli, In ou piano, in cui 2, 2, @, si
<1.ssnma1.m come coordinate omogenee di punto, I’ equazione {(hH
pfar dati valori delle X;, rappresenta una eurva tlgebrica (l’or—,
dine n, Se le &, assumono tntti i possibili valori (eomplessi)
non simultaneamente nulli, si ottiene cost nna falllif;‘]izl (]i,
curve algebriche, che chiamasi un sistemea lineare pgrchéi
pm‘z?metri, che determinano la posizione di una cu,rva, euntro
al srs?'benm, compaiono linearmente nella (1).

’Sla’ b la’cnrm del sistema che corrisponde ai valori
():0 RIS A7) dei parametri %;; allora essa corrisponde anche
al valori (oA, ed', .., £2,7) (p = 0). Pereid la determinazione
di f entro al sistema dipende essenzialmente dai valori dei
rapporti i # gualunque dei parametri Ay allo (# 4 1)-esimo
(supposto non nullo).

_ Vediamo .sot,to quali condizioni, viceversa, data la curva
S0N0 dfatermluabi U valori dei suddetti rapporvsi. AP nuopo
sn_tppm‘nmno che una curva del sistema corrisponda a (hu;
diversi gruppi di valori delle %, e ciod ai gruppi (M, X .., X))
(A gy Ay vy 2700 Allora le due equazioni vovTme

Aoy e VRIL=0, Ay e - A == 0

N il hY h rl‘ J "
I. - GENERALITA SOPRA I SISTHMI LINEARL D! CURVE PIANKE
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. 'hanho le stesse soluzioni « e percid i loro primi membri diffe-
 piscono soltanto per un fattore costante p; ciod si ha la se-

: ~ guente identitd neils z:
2) : Y e o, f) - et oy =0,

" dove si & posto o, =2, — o). Ora due casi posson presen-
tarsi: o tubte le z; son nulle ed allora si ha &,/ =p);" per
ogni i, oppure esiste gualehe « non uulla.
Supposto p. es. o, =F 0, risulta

o o, Oy

fDE_EifL_E;. z_“-*'gofm

ciod una delle forme date si esprime come combinazione
lineare delle rimanenti. In questo caso dicest che le forme
Jdate son linearmente dipendenti od anche che son linearmente
dipendenti le curve f, =0, f, =0, ey fp =10,
: Le curve stesse diconsi linearmente indipendenti, quando
r..-nqn esiste aleuna combinazione delle f, a coefficienti co-
3 stanti, 1a quale sia identicamente nulla nelle =, senza che
“siano nulli tutti quei coefficienti, St ha cosi il teorema:
8¢ T¢ curve fo=20,.., fr,=0 son Linearmente indipendenti,
og;,wféiwm del sistema (1) determina univocamente ¢ rapporti
é;"Qiidlithgu& det yaa"ametq'i %; alle (r 4 1)-esimo (supposto
o aullo).
: In questo caso le curve del sistema sono perfanto in cor-
.- rispondenza biunivoea continua coi groppi di valori di » nu-
meri. Ll sistema dicesi percid di dimensione r 0 o3,

Una sola eurva verrd considerata come un sistema lineare
“di dimensione zero. _

Se, sempre nell’ipotesi che le f,=0,.., f.=0 sieno
linearmente indipendenti, si assumouno i,, A, .., A, come
<coordinate omogenee di punto di uno spazio lineare 8., nasce
una corrispondenza biunivoea senza eccezione e continua, fra
le enrve del sistema (1) e i punti di S,. i '

Cousideriamo ora il caso generale che esistano fra le f
relazioni identiche del tipo (2), pevr valori won tntti null
delle «. Scegliamo anzitutto una qualunque forma f, tra le
Tos f1y ey Jr. Due casi posson presentarsi: o tutie le altre f
sono linearmente dipendenti da f,, cioé differiscono da f, per
on- fattore costante; oppure & possibile trovare nel gruppo

b
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Jis fay ey frr uma forma, e sia Sy, indipendente da foo Anche
adesso due casi son possibili: o tukte le altre f sdno linear-
]mente dipendenti da f,, 7,5 oppure & possibile trovare tra
o . o y . .
1 Jey Fay ey o una forma, e sia J2y linearmente indipendente
;affn, Ji; ece. Cosl proseguendo, riusciremo g trovare tra
e wey Jo certe h ' Fy li i
le 01, ; f» certe h —l—'l forme f,, 1, .., Jry linearmente indi-
pendentl tra loro, 6 tali che le » — 4 rimanent forme si espri-
mono eome inazioni lineari di i ita i
combinazioni lineari di quelle, con identitd del tipo:

g f:‘H_-: = E(j’fl) + Eif f( O ehlfh ?

..... L T

L =g r—hip . .
Jr =TS e N g ooy,

dove Je ¢ denotano cosbanti,

Se si siostl.tmscono queste espressioni delle Sttty ey I
nella (1), & ottiene un’ equazione della forma : .

(4) }J'oj; +- E-Hf: Rk !"‘h.fh = 07

({;f)é ogni c[;rva del sistema lineare (1) appartiene al sistema EY
iceversa, favo ¢ ni curva di (¢ i 1,
e 1; cht.zuo (,11§ ogui curva di (4) appartiene ad {1},
bcct{ ~Yequazione (1) riducesi appunto alla forma {4) po-
ne AP =..= = foni

ndovi ?,H_l‘__ ot = 2.=0. Le equazioni (1) e (4) rap-
presentano ciod il medesimo sistema (i clurve.

].\’I.EL Il sistema (4) & un sistema lineare oot e i suoi ele-

‘ln f Ly T e " P T
)entf.l (lrfm\e) 81 possono rappresentare hiunivocamente eot

T S . .

1. 1Al un S8y, in eul py, .., Bn Stan0 coordinate omogenee
di punto; dungue: )

. Le curve di un sisteme Liveare, considerate come elementi
S)L 1T . * . \ . . ] . " 4
" possono in ogni caso porre in corrispondensa continua ¢

enivoe e i s R L

‘ “m:*ooas senza ecoeziont, coi punti di uno spusio lineare, la
cut dimensione ¢ eguale « quelle del sistema. '

Quest 7 3

}, sta corrispondenza & tale che curve linearmente indi-
pem.enn :ve;agon. rappresentale da punti Huearmente indipen-
denti e viceversa.

Infabti, se le. curve

ot L} A

5y fy == S & .

®) ‘E}D[J«ff; =0, i}—‘U ' =0, wy o SRSV =0
- = 1t

del sistema (4), sono indipendenti, non esiste, per valori non
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""‘K"tﬁtbi- nulli delle 7,, aleuna identitd della forma

B e 0D e D =0,
cioé della forma:

. & ¥ 8
. ; ; Ly
£y 2 o1y ) 3 0y o - i Z = 0,
i—1 = j=
Poichd le eurve fyy fiy.y fu sono linearmente indipen-
denti, un’identitd di questa forma implica le relazionl

P’of'f]s —+ Hoﬂnz -+ l"'nm'rfs == 0:

L A ) T

T b BTy e 1, =0,

che risultano dunque impossibili per valorl non tutti delle v;

o e . . . ’ [ ’” ” . (5 57 3]
SLoeloel Pu“tl (!*"01 Priame p‘h): (P'u gty ey ),....(l.l,o", of! yrees )

"son linearmente indipeudenti. Se, viceversa, questi puuti sono

: ‘indipendenti, invertendo il ragionamento si conclude che son
. indipendenti le curve (5).

. Questo teorema rende possibile di trasportare tutte le pro-
prietd degli spazi lineari ai sistemi lineari di curve: anzi esso
wifice addivitture un sistema lineare di curve piane con
spazio lineare, bastando assumere come puntt (elementi) di
1% spm:zo le curve del sistema.

5 Cosl, al fatto che nno spazio Sy, che sia individuato da
]a‘—i_—'l punti - indipendenti di un S,(%k =< h), giace compleba-

~“mente nello S, corrisponde il teorema :

Un sistema lineare, il quale si¢ individuato da un certo

Cronumero di curve linearmente indipendenti di wun deato sisteme
o dineare B, appartiene completamente a X.

In parvticolare si vede che in. un sistema lneare oo™ non

. possan trovarsi pitt di k1 curve linewrmente indipendenti ed

¢l sisteme pud essere individueto da h + 1 qualungue delle sute
curve, puwrehé tra love indipendenti.

- Dal rvesfo gueste proprietd posson anche dimostrarsi diret-
tamente, senza profitfare del linguaggio iperspaziale.

Un altro teorema che deriva senz’ aliro dalla considera-
zione dello spazio & intersezione e dello spasio congiungente
di due spazi S8y, Sy, ciod dello spazio lineare i massima
dimensione, che & confenuto in entrambi, e dello spazio
lineare di dimeunsione miniwa, che li contiene, & il seguente :




by
L3

CAPITOLO PRIMO

Se ¢ é la dimensione del sistema linecare di minimea dimen-
slone, che contiene due dati sistemi Yveart 3, ¥, di dimen-
sioni Ly, K (sistema congiungente), ed i & la dinensione del
sisteme lneare di massime dimensione, che & contenuto in en-
tramdi (sistema intersezione), vale la relasione

F+%=c+1,

dove de'va porst 1= — 1, se non esiste aleuna curva comune
« I, 5N,
Se p. es. si considerano due fasei di coniche

Ao Jo + )‘1.7‘;1 =0, po,+ e, =0,

in 'mubua, posizione generica, non esistendo alcuna eurva ad
essi com}me, bisogna porre i = — 1, e il lovo sistema congiun-
gente & il sistema oc?: )

Ao X S A o, b, 9, == 0.

Quando invece gli 8 punti base dei due fasei giacciono sopra.
unsa ?ne(lesima conica, bisogna porre i =20, e percid il sistema
congiungente viene ad aver la dimensione ¢ =2 (lo funziont
Jos Fos Poy $, ON son pitt linearmeénte indipendenfzi).

1l sistema lineare piti ampio di eurve Qordine n, & il si-
stema di tutte le curve d’ ordine u del piavo; esso & effetti-
yamente un sistema lineave, perché nell’ equazione di una
curva 'd'ordine n i coefficienti, che sono in questo caso i para-
metri, compaiono linearmente. Quesio sistema ha la dimen-
. n(n
sione N = ,,(_?'.‘*;3_). Lo denoteremo i solito con [N], e collo
stesso simbolo, quando won vi sia ambiguita, denoteremo
anche uno spazio lineare Sy rappresentativo del sistema (2).

o P " . .

2. Condizioni algebriche e lineari. — Una condisione ¢ im-
posta alle curve piane di ordine dato n, dicesi algebrice, quando
pud rappresentarsi completamente con un sistema di equaziont

1 . N . . » .
. (4 U.na dimostrazione diretta di questo feorema (la guale devesi o
EGRE i i -
.] GIRE) sl t‘rnva_ nella nota a pie* di pag. 8 dellan Monografia i Brrriyi,
.Jz(b gar.mz-em.a- delle serie linear: sopra une cwrva piana secondo il metodo
algebrico. ©oar .
gebrico, 1‘&1111. di Mat, 22,, 1, {1894) (oitntn brevemente in geguito come:
< Geomebria delle serie lineari »),
*) Il simbolo [#], per indicare uno spazio lineare 8., & stato intro-
dotto da ScHUBERT,
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“algebriche (omogenee) negli ——5———
) della curva variabile; cioé quaudo le curve di [N], che
1 essa, costituiscono una varietd algebrica ¥, che si

coefficienti (omo-

" genei
goddisfanno & . . i
chiama pilt precisamente, in tal caso, un sistema algebrico di
curve (Nozioni introd. VI) o ‘ .

' La varietd 7 pud seindersi in un numero finito di parti
irriducibili 55 rere anche di sioni

irriducibili ¥V, V,, .., che possono avere anche dimeunsio

F

differenti f,, Ty .. . . o
Se ¥ & irriducibile e di dimensione T od ¢ speszata in

parti irriducibili della stessa dimension? I, si diee ‘che le
dale condizione ¢ ha la dimensione d=N—h. Se ¥V e spezt
zata in parti di diverse dimensioni i, by, ., si. conviene di
solito di assumere come dimensione della condizione data e
il minore dei numeri N — &, N —h,,...; ciot come dimen-

sione ‘di ¥V 1a massima fra le dimensioni delle sue parti.

Lia condizione ¢ pud esser suscestibile di variare con con-
tin.uité, ¢ cid guando nelle equazioni che Ia deﬁniscono‘com—
paiano parametri variabili. P. es. la, condizione perché un'a
© coniea tocchi mna retta, & suscettibile di variare con conti-
nuitd colln retta. Bssa & rappresentata da wn’ equaziou.e di
9° grado @ =0 nei 6 coeficienti (omogenei) dell’ equazione
lla. coniea; e nella ® =0 compariscono come parametri
aviabili i coefficienti dell’ equazione della retta.
i"-Ql‘uindo la condizione ¢ & suscettibile di variare con eon-
tinnitd e la si lascia indeterminata dentro al sistema continuo
< “in cni & capace di variarve, pud accadere che le curve .che sod-
disfanno ad una particolarizzazione ¢, di ¢, col tendere di ¢
a ¢,, non provengano tutte come posisiont limitl da quelle
che soddisfanno alla generica ¢. Un esempio espressivo, che
esamineremo dettagliatamente in seguito, ¢ il seguente:

Le gunartiche piane, che foceano un gruppo G di 12 rette
del piano, condotte genericameunte per un punto, sono fulte
spezzate, ma vi sono posizionl particolari &, di &, per cui,
oltre alle predette quartiche spezzate, se ne hanno di irridn-
cibili. Quando & tende a @&, vi sono dunque al limite curve
che soddisfanno alla volnta condizione, relativa 'a &, ¢ che
non son limiti di quelle che soddisfanno alla condizione ge-

nerica,
Occorre pertanto andar cautl welle deduzioni concernenti

condizioni algebriche wvariabili. Finchd non sard possibile di
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sviscerare come si conviene ia questione (), noi supporremo
sempre che la condizione algebrica in esame sia stata fissate
entro al sistema continmo, in cui essa possa eventnalmente
variare. I se non diremo espressamente come la condizione
debba intendersi fissata, vuol dire che la imtendiamo fissata
in modo affatto generico.

Una volta chiarito questo puuto, diremo che nna Jissate
condizione algebricn ¢ & wriducibile, quando & irriducibile 1a
varietd 7 delle cnrve che ad essa soddisfanno. Ridueibile nel-
I"ipotesi contraria.

Nel easo di condizioni variabili i concetto di irridneibiliiy ha
1 carattere assai pilt riposto, sul quale per ora non ¢i fermiamo,

Cost p. es. le condizioni perehd una conica toechi ung o
due date coniche, hanno vispettivamente lo dimensioni 4 e 3
& sono Irriducibili; mentre Ja condizione che una conica toechi
tre date coniche & ridneibile, essendo soddisfatta dalle oc?
coniche ciasecuna delle quali si riduce, come luogo di punti,
ad ma retta doppia, e da altre oc? coniche irvidueibili. La
condizione aflinchd una conjen toechi quattro date coniche, &
ancora riducibile, giacehd il sistema tlelle coniche.che ad essa
soddisfanno si scinde nella suddetta varietd di oo? rette doppie
ed in una semplice infinity (i coniche frriducibili; ece.

Un sisteme algebrico di curve dicest {rriducibile o riducibile,
secondo che & irviducibile o riducibile 1a varietd (i punti che
o rappresenta in [¥]. Conformemente alla convenzione sopra
fatba per le condizioni algebriche, quando il sistema algebrico
si spezzi in pidl parti di vavie dimensioni, si assumerd come

suz dimensione la massima di quelile,

Cosl p. es. & irriducibile il sistema oo di tutte Ie curve
piane del 3° ordine eon un punto doppio; mentre & ridncibile
il sistema oot di tutte Je curve piane del 4° ordine eon
tre punti doppi, giacehd esso si spezza nel sistema oot (i tutte
le enrve piane razionali del 4° ordine ¢ nel sistema !t (j
tutte le quartiche ognuna delle quali & composta da una cubiea
piana e da ana refia.

Hra le condizioni algebriche son particolarmente importanti
le condizioni lineari, ciod quelle che son rappresentate a

() La guele & stata approfonditn nelle Memorie dell'Autore: Sul prin-
cipio della conservazione del numero, Palermo Rend., 83, 313, (1912); Sui
SJondamenti della geometria numeratira e sulle teoria delle caratteristiche,
Istit. Veneto Atti, 75, 1121, (1916).
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i y isf: da
sstemi di equazioni lineari ¢ che pertanto son soddlsfatt;(? g
isfem 2 pe 0 son ¢ futte da
sistomi lineari di curve. Uue condizione lineare é sempre trri
sistemt fan

neihile. _ e
" Consideriamo ora un sistema algebrico irvidneibile, I, )
9) gk

l By ’ ] S¢eglle n [ llll { l l i'(t!!{) ],) 4
' (&) ¢ SC6 ‘ll'tll]() 1 13 [4) .P ]e ) [32)
€1 ¢l § (1 (023 dllle 1«, [ C =

i assino tutte le curve di & In [N] le (:ur\"e_d.’ or-
Gi}' o pf enti da P, (soddisfacenti cioe ad una cou.dlz.mne
d.me -An :11':30(1in’lensionei 1) son rappresentate dai punli (llI‘Im
!mem'? o, che taglia la varietd irridueibile rappresentativa
H;e;'l,)];?]l l’ma varietd %,, di dimensione 1:— 1;.’- lzv‘u gl;:l{e,}ci ia
spezzatba, consta di parvti ‘mlt.i‘.e dell -?Eff-&S(b (‘LQJEHIE;l;tOJP ror
(Nozioni introd. VI). Seelgasi Oli%;lr nlel 11)):&32”1;111).1:);1 o Eg e

i assino tutte le eurve di aleuna de artd di 2, ;
s::i.;:):;’ grdine n, useenti da P, P,, son 1'£.t1)p.1'e;eut.1:r1tel:n)[);E
dai punti di nu §,._,, comune ag!’lperpm)m ,]3 281;;} 1('1;6
sentativi di quelle curve che pa(ssm\ml peil') lI;iloestl qllndd,e&o)
o » P,. I7iperpiano I, (cioe lo spaz r— sud
f:;;";‘(: 11:? 111-111):; vm'iI;tf:?LI 3,, che, se & spezzata, consta di parti
tutte della stessa dimension-e; ecc, . 4 piano » punti

Cosi proseguendo, si arriva a .‘?'cegh.ele ne p] a 0 7 Dt
P, P,,.., P,.,il passaggio pei quali 'equw&‘tle, per eu{ mze”m,;
'ui’,- condizioni sempliei (clod di (lllI]eI)Sl'OI.le 1) l?ru:z.,t.m) ‘,,._ '
;’ra -101'0, o, in altri termini, ad una condlzlone.(;}e(‘:ﬁo )le].—
(di dimensione r). Le eurve di %, che passano pel I, s 1

i ' nraglia i nero
tanto in numero finito: il loro numero eguaglia il nur .
ird

dei punéi in cui la varieta imagi.ne (1'1 ‘Z, mt[_N]i,Og ;e]‘,lg;f{l)tl-:hillg
un Sy, che non ne cmnteng& mﬁm:ﬁl punti, ciod ¢
della varietd stessa (Nozioni 1nt‘.1‘f)d. ¥ I)_. b el s
La propriefd permane al variare dei punti e 1 .‘ j
& i y ve di ¥ che passano pei P si con
purehé il numero delle eurve di I o . o i B st con
servi fnito, e purche, ua.tm-a]men.te_, ngnunaﬂc ,ql : o e
si conti con conveniente molteplicita. P ©io \:?l:).le dente
mente anche se il sistema di partel-ma. Ia 1'1(11;0;1 i e‘, t; ),arti
dizione perd che la dimensione di eciascuna de le sue |
sia r. 8i conclude dungue col beoren?n: ‘ R
Se I 2 un sistema algebrico oo™ _rh curve pm.ne, M}-“’m”,;.?-cé
0 speszalo in parti di equal rli;mma.uo.n.c T, PﬂT \i j)rjf.n.(t:l g{; “” ol
del piano passa wi nuwmere finito v di curve di _::, .L,nm i
degli v punti, il numerov v si conserve (:o.vtfgz.te'o { u,r(:_; e,
"Il teorema non & vero se il sistema = s Spe/‘z-d..-l 1ii).i!e
di diverse dimensioni. Prendiamo p. es. il sistema irridue
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oo X, delle coniche che toccano una retta data, e aggiungiamo
ad esso un faseio generico I, di coniche. Sia T il sistema
algebrico eostitnito da 2, --3,. Allora per 4 punti generiei
del piano passano due curve di Z, mentre, se i 4 punti stanno
sopra wne conica di I, per essi passano soltanto 3 curve
di Z, e non infinite.

Il numero costante v delle curve di un sistema alge-
brico oo™, irriducibile o composto di parti della stessa dimen-
sione, che passano per ¢ punti generici del piano, chiamasi
indice del sistema. Per i sistemi che si spezzino in parti di
dimensioni differenti fra loro, non ¢'& liogo a considerare
P indice. '

Se in particolare il sistema oo 3 & lineare (e percid irri-
ducibile), esso & rappresentato in [&] da uno spazio S,., che
& tagliabo in un sol punto da uno spazio Sy_, generico, e
gli spazi Sy_, che confengono infiniti punti di S,., hauno
comune con questo totto uno spazio lineare.

Sicché: ‘ )

Per v punti generici del Piano passe une sola curva di un
sistema linewre oo”. Se ver un gruppo di v punti particoluri
passano infinite curve del dato sistenia lineare; esse formano
wn sisteme lineare,

Oltre alle condizioni (j passaggio per dati punti, si pos-
sono cousiderare altre condizioui linear Importanti (che, in
ultima analisi, riduconsi pure a econdizioni di passaggio per
dati punti, distinti o infinitamente vieini). o

Se un grappo di ¢ puuti & dato sopra una carva fissa L,
la condizione ¢ perehd una curva piana d’ordine n passi per
anei pnnti, resta lineare gualnuque sieno le posizioni dei ¢
punti sn T ed in particolare quando i ¢ punti vadano a coin-
cidere in un medesimo punto di I'. 8i ottiene cosl, al limite,
la condizione affinche Ima curva d’ordine n» abbia con I, in
un dato punto, un contatto i-punto {ciod (’ordine {— 1), Le
condizioni di contatio P 0 meno intimo, con date curve, in
dati punti, sono dunque condizions linewri.
~ Cio visulta del resto anche nel modo seguente. Se la curva
d"ovdine n, fiw, ¥)=0, deve avere con T in P nn contatto
4’ ovdine ¢t — 1, dovrd in P aminllarsi il polinomio J; ele

Ay d*y  dt—iy

- ~

derivate —~, = =& ¥ ove y ¢ funzione implicita di = i-
ate S0 dnEt deteD Y 0 mplicita di & defi

nita dall’ equazione S, %) =0, dovrauno in P assumere de-

: o7
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ati valori, dipendenti solo da I'e da P. Ora tutte queste

torm magriori
o,

H i I- o 1-
econdiziont sono manifestamente lineari (ved. pe

i 3, Oss.). .
ttagli il n. 43, o -
e he @ condizione che un dato punto del piano su;r, ?
o giacehd, seritta 1’ equa-
omogenee,
annullando

yer une curve & ordine n, ¢ lmr'.(n'(i, > 5
jione di una curva Q’ordine n i coordinate
;‘( %, %) =0, quella eondizione viene espressa
T gy Ty Vo) —

i — form: s quali
el punto le derivate di ordine s — 1 della forma f, le quall
)

contengono lutte linearmente 1 coefficienti q .f S
Inﬁ?le osserveremo che & lineare la condizione perch e
; T Y -
Fordine n contenga come parte una data curva (aly

orac llé ie m ‘l (Hdl engone co me
f=) ce (&3 Ve e (.! ”“t 1} 1

CUrLe
brice) T, . _contengon
arte [' formano un sistema lineare, la cni I,Mltf. b
e H . ' Y p—
‘Il)eqcrive il sistema lineare di tutte le curve d’ove ntle _ lidu,
l i i ' es e ', & una parte jrridu-
tordine di T, Del resto, se 1, :
v essendo 1" ov _ _ o
cibile d'ordine v, di I'; & chiaro che la cmnhm_oue. z%fﬁnchemhé
(;m' ca  ordine n eontenga ', | equivale alla cmulllz]l:‘(me p
! - -
mna eurva 'ordine n contenga av, 41 puntl ](11 Ol(.hligf-lnn()
i i i e ' ordine n, che s st
Le carve di ih sistema lineare 4’ ovdine n, c' S,
ad una condizione lineare, costituiscono un m.srunlau c“‘] V(;
) H H a4 . 'Y .
che & quello comune al dato ed al sistema hne.u.e de :, e
@ ordine n soddisfacenti alla condizione fissata; In 11){“ iec ; o
i ; " aerpe di wh da
dunque costituiscono un sistema lineare le curw flati o
sistema Lineare, clle quali s imponga di passare pea ;- € , pm”.v;
vo ' iplicité, di T i determinali con ¢
plicité, di aver contatii de
con assegneate moltipl s . ¢ L oom ourhe
dete in punti dati, ¢ di contenere come parte fisse una

d 1 s —== ie S5 !) N! 4] b £14
3- Pllﬂtl meSB 1 N
un pll]'l t() comune a tl]ﬁte le curve

di un sistema lineare X, ] ‘ o eury
lel sistema. Se p.es. il sistema I & dato dall’ equazione ( }
del s Q. . es, i

(pag. 18), i puuti base del sistemz_h. son q:uil—!io— ef-?(iﬁf(b}l-lto
quelli — comuni a tutte le .cm-\"e _fo_-_‘—(),‘.li.f‘ ,.(;"’(]i? Ton.
Quando % & un fascio, moé.nu 518[.61}14 l‘ll(?:-L; e
sione r =1, esso possiede di eerf:o punti base; il i(()) b
complessivo & n%, ove n sia I’ ordine delle (:1.11'vej0 _‘m ’O'OI‘D_E;MT
che individuano'il fascio, ed esse noun abbiano par ot
Una rete (r =2) non ha in generale alcun- lﬁéntto” t ;m
cosl pure un sistema di dimensiong P> 2,_1}@10 e I
curve non hanno in genervale punm'eommn. O
Pud anche darsi che un sistema lmea,.re abbia :‘1.1[*1{1.1‘;11501110
base, costituenti una o pitt curve algebriche, che si distz :
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come parti fiss
p'uh.ﬁ.ss,e da tntte le curve del sistema. Qosi :
p. es. del sistema  Tosl rioeads

Ao@fo 4= M @f | v A Dy fr = 0,

3 . - .
€] 1e@ha, infiniti punti base Inngo la eurva ¢ =0

uando ' é ¢ rve
o ndo un 'punto P & comune ad v 4+ 1 curve linearmente
w 1-,£r,mm di wn sistema linewre cof, esso & un prnto ! .
del sigtema, perche P i i ! qualungue earva dol

equazione di m

! : 14 qualun ur
del sistema, y . alungue curva

a @ combinazione lineare di quelle r -1 ¢ | d?l
pendenti. e Iadi

4. Sistemi 1i i di

. Ni ineari di form i .

esposte nel un. precedenti suie s'a]tgeb'm;he. AP et
. . ; sistemi lineari di v ;

paposto 1 yrece: , sui arl di eurve alge-

el piane, ed i ragionamenti che ad esse ¢i hanno coudotio
rs | Ho 0 a " . - - - l

a;n‘zbrichs i“(leblﬁl cangtamenti di pavole, pei sistemi i forme,
o uno spazio §,., ciod pei sistemi

0% eouriont del o 1 pel sistemi rappresentati

T _r w —
oJol®oy g ey ) s Mfa(®y, By wey %) =0
H

Vi . - 3 N
;)e {/ i:l,ufbll;(;.l.i,nmo,.m?on 00‘01-111.11%_@ omogenee di punto in S,., e
oo bo Sigtemi}n](.)ge‘ue‘sl d} uno stesso ordine u nelle 2.
esser somne indi;”m?me di forme di dimensione %, pud
dimendot podis (u;lt o dz.], st—i—.l sue forme linearmente
o Denden (,mli;e 2 ](lln]a.ens:mp (.h due dati sistemi lineari
o Sromso ¢ inberseyic (‘lmvensmm del .sistema congiungente
puanti generiei dell;) S;:/LEO‘ a':fnll)?e;(::)amone Tt e hor
b ( : llo spazio ¢ passa una sola for
Der 1;; dt‘;i(;“s;;telma ]me:‘u'e ool Ino‘ltre sono condizioni liu;zl::ia
delle forme algebriche (’ordine n i Sy lz\:

usle costbitnis 51 i
q costitnisce un sistema lineare di dimensione ("’ ) T) 1
¥ !

tubbe quelle indi
dicate al n. 2. Pit i
. . 2. Pt in generale X
alvebriea i . . 2 ale, per una forma
;1[.1-_»6“% ]:_L tdl 8y, di dato ordine, & una econdizione lineare
di 8 i 4 .
a p(un") (lbeca,le un - dato spazio S, subordinato ad § (in
o b to dato (e quindi anche di boceare nna ¥, data i1’1,1
: dato punto semplice) . p date m
) come quella di e .
. ) 1
algebrica (R =0, 1,2, ... »— 1) juella di contenere uua data 7,
La condizi L
G s . ione necessuria e sufficiente perchd un punto
o base per un sistema lineare di forme oo*, & oh’esso si
omune a k . L4 ’ 580 sia
e 4 k+1 forme indipendenti del sistema. Poichd i

algebrica,
mensioni (
base di un sistem
tanlo essere punti b

bu
nm BuImero finito di

rappresent

- anche una serie Hneare
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gnti comuni @ pitt forme date costituiscono una varietd
formata eventualmente di parti, di differenti di-
Noz. introd. VI), cosi accade lo stesso dei punti
a lineare di forme di S,. Vi potranno per-
ase igolati in numero finito, altri distri-
iti lupgo un numero Anito i curve algebriche, allri lungo
superficie algebriche; e cosl via.

Per ¢ =0, ogni forma algebrica del dulo sistema linecare
a, nello spazio ambiente, che & in tal caso una
un gruppo di punbi. 1] sistema lineare si chiama allora
di gruppi di punti sulla refte. La
punti della retta & una serie M-

1'31'153-,

totalith dei grippi di n
neare oo™ (Y.

§ 2. TuOREMI DI LUROTH B DI BBERLNI.

5. Lemma sopra le serie algebriche di gruppi di punti
sopra una retta. — Il teorema, dimostrato aln. 2, che per

punti generiel el piano passa tva sola curva di un sistema

lineare oo”, si pud iuvertire; ma per stabilire il teorema reci-

jene premettere it lemma seguente:

Se sopra wna retie  data una serie algebrice 2 di gruppi
di w punti, tale che i punto generico delle rette appartenge
ad wn sol gruppo della serie, la seric stessa & lineave, vioé 1
suol gruppi posson rap presentarsi ¢on un’equazione delle forme
Fl@) - hgw) =0, dove f ¢ g sono polinomi di grado n 8 & uN

paranielro.

Un grappo di » punti
da un’ equazione algebrica
cienti di ¢ sou legati da un
varviando i coefficienti in mo
gruppo ¢(@) =0 deserive sulla retta
gruppi di 2 punti.

Lipolesi del lemma
appartenga aul un sol gruppo ¢ = 0. Per deter
bisogna eliminare i coefficienti
y=1.

proco couv

sopra una retéa & rappreseniato
o(x) =0 di grado Se i coefli-
sistema 4 di equazionl algehriche,
do da soddisfare al sistema 4, il
una serie algebrica di

& che un generico punto @, della relta
minare il gruppo
cui appartiene g, di 9 fra le
equazioni A e le equazioni g(@) =10, ¢%,

(1) Per pin nmpli debtagli sulln teoria Aol sistemi lineari di forme alge-

briche, ved. Brurixy, Iperspasi, pag. 255,
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E noto dall’ Algebra che questa operazione si compie razio-
nalmente, cost che i coefficienti dell’ equazione risultante ri-
snltano fungioni razionali di %,. Tale equazione dovid A’ altronde
esser di grado n ed esser soddisfabta dagli 2 punti del gruppo
cereato, uno dei quali & appunto w,. Iissa & pertanto della
forma:

(1) Floy, ) = a(z)2" + a,(z)0"t 4 ... 4- tn{v)) =0,

ove le @ son polinemi in a,.

Al variave di =z, la (1) rappresenta il legaume fra 2, e i
rimanenti » — 1 punti del gruppo individuato da %, Per-
tanto, se « & dato, la equazione (1} & soddisfutéa da tutte
qnelle posizioni di z,, che individnano un gruppo confenente .
In altre pavole: dato =, la (1) & soddisfabta da tntti i punti x,,
che apparfengono al gruppo individuato da 2. I/ equazione (1)
¢ dunque simmetrica in a, z, ().

Osserviamo ora che:

1. Il polinomio «,(z,) non pud esser identicamente nullo,
8¢, come nol supponiamo, gli » punti 4’ an gruppo son tokti
rariabili al varviare del gruppo. Se, invero, fosse @, =0, il punto
& = co apparterrebbe come punto fisso a tntti i gruppi della
serle. Ora & chiaro, che, pel nostro scopo, si pud benissimo,
senza vestrizione, astrarre dagli even tuali puati fissi della serie.

2.1 fauzioni razi -[',(ﬁ (L" 45 L 2 1l

2. Lo 1anzionl razionsli -, non posson  iutie ri-

@, €,
dursi a costanti, se no I’ equagione (1) diverrebbe:

o) { 2" T @™ L 4Ty | == 0,

dove le L son costanti; e allora, qunando si fossero evitate
per @, quel numero finito i posizioni ehe annullano i, , per
ogni altra posizione, accadrebbe che gt % punti del grappo
individuato da z, sarebbero fissi: il che & assurdo, perché fra
essi ¢ & z,.
Dunque fra le suddette funzioni razionali di %, ve n'g
1

« . .
qualeuna, p. es. oo che dipende effettivamente da . L'Al-
o]

gebra ¢ insegna che tale funzione razionals & una fonzione

(*y Il cte 8'znifiea che la funzione I, 2) & simmetriea oppure alter-
©onaka,
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simmetrica elemeuntare defle n radict 2y, ..., %, della

ifico, lia, la somma delle
i Nel cus J —4 pguaglia la somma de
equazione (1). Nel caso specifieo, . guaglia, l

1“!(“(‘i cambiata di segnao, 0011111]](]116 Si{l, il fatto di esser sim-

i ' 1 v O T -

matrica si traduce in ¢i0: ch’ essa non muba di valore scam
w1l <! e

biando fra di loro le radiei:

ul(mﬂ) — wl) S — “’;(mn-—l).
()~ agly) B,
Posto allora:
“ (%) =1, ciod: (%) — ta,(x) =0,

(%)

¥ eguazione fra =, t & tale che, se (z,, ?,) ue & una solu’m?lt]fa,
sono in consegueunza soluzioni (z,, t[,)., ey (Ba_yy ). D zli 1La
parte, se x & una soluzione, \'m‘liabli‘e eot i de“{} S[.ml(:,t;)::
equazione, i punti del gruppo di ¥ individuato da @ dev
soddisfare all’ equazione medesima, la guale ha dunque come
sole soluziont (variabill) x,, %, ., %u_. , _

Questo significa, in conclusione, che 1’ equazione

@, (x) — taiz) =0,

al variare del parametro f, rappresenta ftubti i gruppt di ¥
¢ cosi & dimostrato che ¥ & una serie lineare. ot

OssprvAZIONE 1% — Poiché Ia {1} deve esser sodd]s] atta
b i ruppo individnato da @

da tutti 1 punti @y, 2, .., @, del g'lnppf) 1H¢ g 09
il polinomio F{w,, %) deve risnitare identicamente nullo. ]
wario avvertire che

OsSBERVAZIONE 2", — [ appena necessario a 1 j .ieﬁ
per la validitd del Lemma, st deve supporre che la serie.

non contenga gruppi isolati di » punfi (necessariamente in

numero finito, trattandosi di una serie alg‘eb'l'ltl}a;).

Un’ altra condizione necessaria per ja validita dgl Len.)m.a.

& ehe un grappo generico della serie X non abbia punti mul 6ipli,

agli \ i H fissi i g'6 fatto astrazione.

diversi dagli eventuali punti fissi, da eui :s & flt}io ;; ‘uhbm

B - . * ‘n. “yw ‘- I; 'Il ) '= . i

Tuvero, punti multipli variabili, cioé radiei mul 1 N
dell’ equazione o(x) =0, non posson presentarsi, se mON N

gaso in cui tutti i punti multipli del gruppo generico hanno_

la stessa molteplicitd %, cosicehé in realtd in quel gruppo vi

sono soltanto ? punti distinti. Oid deriva dalla simmetria del-
8 § A

P eguaztone (1).
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e . n
Ebbene, in tal ecaso 1’equazione «, (%) —ta,(®)=0 ha i
v
radici distinte e, per un valor geunervico di ¢, esse son tutte
semplici. Infatti, se per ogui ¢t si avesse una radice mul-
tipla variabile @, questa spetterebbe anche all’equazione

et da _ -
—J—;'— t-(ﬁ:O. Bliminando ¢ fra tale equazione e la prece-
(A HH

dente, avremmo la relazione:

da, da,
My —— — 6, — == (}
¥ dw Yda

?

che dovrebbe esser soddisfatta identicamente, perché vale
per z variabile. Dalla relazione ottenuta, integrando, si viea-
verebbe identicamente «, — ke,, con k costante: contraria-

. . “, .. .
mente all’ipotesi che Ei dipeuda da x. Perfanto, nel caso in
"0
. . n .

esame, 1’ equazione «, (%) — te,(v) =0 ha il grado 3 % ed
n

essa rappresenta una serie lineare di gruppi di % punti. La
s

serie X & ottenuta da questa contandone % volte ogni grappo.
Riassumendo ;

Per la validite del Lemma occorve che:
1. La serie I non possegga gruppi isolati.
2. Che essa non sic ottenuta contando % volte 4 gruppi &i

L , 1) ,
ung serie Hueare di gruppi di 7 punts.
]

Inoltre raceogliamo la conclusione che
- Una serie lineare di gruppi di Ppunti sopra wune retia won
PUO avere puntt multipli variabill,

6. Il teorema di Liiroth. — Prima di applicare il Lemma
alla dimostrazione del teorema preannunciato al principio del
numero precedente, gli daremo un’altra forma molto jmpor-
tante.

Sia € una curva algebrica piana, il cni punto (%, ) varia-
bile sia funzione razionale di un parametro t; ciod la curva
sia rappresentabile parametricamente mediante le formule :

(2) ' T =o(t), y=1dt),
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dové @, ¥ son funzioni razionali di ¢. L/ equazione flz, y) =10

di ¢ si ottiene eliminando ¢ fra le (2).

Ad ogni valore di t corrisponde, mediante le (2), un punto

i ] 3 H 1 », —
- di ¢. Si pud, viceversa, affermare che ogui punto di ¢ pro

venga da un sol valore di t? .
I facile convincersi sopra esempi che tale affermazione
non & lecita sempre. Consideriamo p. es. la paraboela

=1, y=1—1"

.Ad ogni punto della cuvva corrvispondono due valori del para-

metro ¢, opposti i segno; perd, se si assume come NUOVO
parametro t==1*, si ottiene una corrispondenza binnivoca fra
i punti della eurva ed i valori del parametro = .

In generale possiamo dire che, dato un generico punto
di O, ciod una generica soluzione (v, y) dell’ equazione’ f'==0,
fra le soluzioni della equazione in f, » = %(t), ve ne sard un
gerto numero i, t,, ..., &y, che soddisfaranno anche all’ equa-
zione in 2, ¥y = ().

Pensiamo ora ¢ come coordinata di un punto sopra nna retta
w. Mentre (x, ) deserive la enrva data €, 1 punti distinti ¢, &y 0
della u deserivono ivi una serie algebrica I, la quale gode
pvidentemente della proprietd che un generico punto di »
appartiene ad un sol groppo di I. Dal Lemma del . b
segue pertanto che i gruppi di I posson rappresentarsl con
nna equazione della forma

a(t) — W) = 0,

dove «, b son polinomi di grado » in ¢, e A denota un para-
metro variabile col gruppo della serie I,

Tra i punti (z, ¥) della eurva € e i valori del parametro 7
viene a stabilirsi una corrispondenza algebriea, tale che ad un
valore di A corrisponde un punto di € e ad un geuerico punto
di ¢ corvispoude un valore di A : o

B, invero, i punti di ¢ risultano iu corrispondenza biuni-
voea coi gruppi di I, ciod coi valort-di A Ne segue che le
coordinate (z, ) di un punto mobile su € sono funzioni alge-
briche ad un valore, ciod fuuzioni razionali, del parametro 2,
@ possiamo pertanto scrivere:

(3) s=E0), y=1("),

Severi - Geomelrie algebrice - 3
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dove &, 7 denotano funzioui razionali di A In questa nunova
rappresentazione parametrica della curva ¢, un punto della
curva proviene da un sol valore del nnovo parametro 2.

La curva € si pud dunque porre in corrispondenza bira-
zionale coi punfi di una retta, sulla quale X si assuma come
coovdinata i punto. TUua curva siffatta dicesi raszionaele od
widenrsale (Noz, introd. V1),

I risultato ottennto pud ennnciarsi come segue:

Se le coordinate dei punti di wne curva algebrice si pos-
sono esprimere come funzioni rasionali di wn parameiro t, per
guise che a un generico punto della curva corrispondane n (= 1)
valori di t, esse posson altrest esprimersi come fungioni roagio-
nali di un nwovo parametvo X, che & alle suwe volie fungione
rasionale di t, in modo che ad un punto genevico della curra

- corrispondea un sof valore di % (')

Sotto vesle geometrica il teorema suona cosi:

Se fra i punti di wne curve olgebrice C e di une retia v,
intercede wna corvispondenza algebrica, tale che ad un punto
di O corrispondano n punti di w, menire ad un punto di o
corrisponde un sol *p?:wto' di O, si pud altrest porre fre Ced u
wna corrispondenza hiragionale.

7. Sistemi algebriei di indice uno di ecurve piane. — Veniamo
adesso al Georema, cni si ¢ accennato al prineipio del n. 3,
cirea la lineariti dei sistemi algebrici di curve piane @’ in-
dice 1. Comincieremo <al easo (i un sistema semplicemente
infinito X, Jdi curve piane ' ordine 1, il quale goda della pro-
prietd che per un generico punte del piano passi una sola
ceurva i X, potendo per punti particolari passavue infinite (n. 2).
Naboralmente eseludiamo, affinché abbia senso la nozione
di indice, che i X faceiano parte sistemi di dimensione 0, ciod
curve isolate; ed eseludiamo pure che la curva genevica di X
abbia componenti multiple variabili.

Tagliamo I con una rvetla geneviea del piano. Su gnesta
ofteniamo una serie algebrica di grappi di » pontl, priva di
gruppi isolatt e i punti multipli variabili, e tale che nu
generico punto della retta appartiene ad un sol gruppo della

) Questo beoremn & dovato a J. LUROTH |Math. Annalen 9, 163 ('1875)].
I1 lettore potra ulitmente consnléare in proposito anche APPRLL ¢ GOURSAT,
Théorie des fonctions algébriques et de lewrs intégrales. (Paris, Gauthier-
Viliars, 1893, pag. 238
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serie. Secondo il n. B, questa sevio & pertanto lineare, cioé
i suoi gruppi posson porsi in corrispondenza Dbirazionale col

valori di un parametro 2.

Fra le curve di © e i valori di X viene in conseguenza &
stabilirsi nna corrispondenza biunivoea, che & Dirazionale,
perché algebriea. _ |

I8 invero, dato uu valore di 4, il gruppo corrlspondentt?
a quel valore (clod le coordinate dei punti del gruppo) i
costruisce con operazioni algebriche, e dal gruppo stesso sl
passa, mediante ope azioni algebriche, alla eurva di X che lo
stacea sulla retta, perchd si tratta di imporre ad una curva
yariabile, in un sistema algebrico, la condizione algebrica
{lineare) di passare per un punto dato i quel gruppo. Se,
viceversa, & data una eurva di I, le coordinate del gruppo
gorrispondente si costruiscono risolvendo un’ equazione alge-
hriea e (al gruppo ottenuto’ si passa algebricamente al cor-
vispondente valore di. ). .

[ coefficienti dell’ equazione di una curva variabile del si-
stema ¥ risuttano pertanto funzioni algebriche ad un valore,
ciod fanzioni razionali, del parametro X. Si pud quindi rap-
presentare la curva generica (i I coll’ equazione

f(m: Ys )‘) =0:

dove f & un polinomio in z, ¥, a coefficienti funzioni razio-
pali di % Moltiplicando i (due membri della precedente equa-
zione per un conveniente polinomio in 2, s1 ottiene un’ equa-~
zione della forma:

Mg (2, 4) -+ Ml (@, )+ -2l Y) =0,

dove le » son pblinomi di grado == (uno almeno deve perd
essere i grado ). .

Per ottenere I’ equazione della eurva i I che passa per
un punto generico (,, ¥, del piano, bisogna scegliore per A
una radice dell’ equazione ‘

}‘k':rr‘u("vo: yo) -+ )‘k_lq:’:("vua Yo) o+ P, Yo) = 0.

Poiché per (z,, ¥,} Dpassa una sola enrva di T, I’ equazions
precedente in A dovrd avere una sola radice, cloo essa dovrd
essere di primo grado (k=1), oppure il suo primo membro
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dovrd risultare la potenza k-esima (i un’ espressione della

forma

;‘4’0(:”0, yo)_]_"'r’:(mo: yo); . -

. . H
dove ¢, 4, son di grado = A (una almeno perd deve esser
b

N n . :
di grado T'E)' Ma in questo ultimo easo una curva qualunque

di I avrebbe un’ equaﬁione della forma
[)"‘;)o(ﬂ;s y) -+ t.!’1("51 'y)]h =0,

e consterebbe di una curva variabile in un fascio, contata
k volte; mentre noi abbiamo escluso che la curva generica
di X possegga componenti multiple. Pertanto & = 1, el equa-
zione di una qualunque carva di I &:

Ao, ¥+ o,(z, y) =0.

Cosl resta dimostrato c¢he £ & un fascio.
- . . .
Iistendiamo ora il teorema ad un sistema = di

e

. dimen-
sione 7 >> 1, supponendolo gid dimostrato pei sistemi di
dimensione r — 1. Le curve di X, che passano per un gene-
rico punto P, costituiseono un sistema ¥, di dimensione r — 1,
il quale soddisfa alle ipotesi del teorema ammesso, sicehd esso
é rappresentabile con un’equazione

2 I ) M ul, ) A A, ) =0,

ove‘le Jis Iy ooy fo son linearmente indipendenti. Prendiamo
i I una curva f(zx, y) =0, che non passi per P ¢ quindi non
appartenga a X, Per un generico punto di f, passano oc?i
carve di I, formanti, pel teorema ammesso, un sistema li-
neare L' e o™ eurve di ¥, formanti pure un sistema
lineare, che cosfituisce 1'intersezione di X, 2.

Una curva f di quest intersezione determina con fo un
fascio 4, il quale sta in 2" e percid anche in 2. Il sistema S
ed il faseio 4 now posson avere curve _comuui diverse da f,
perché se no A starebbe in £ e quindi Jy, che & una curva
(i A, passerebbe per P,

Per nn punto generico X del piano passano co”—* curve
di Z', eiod r — 1 curve linearmente indipendenti di questo
sistema, ¢ una curva del fascio 4, la quale & da esse indi-

pendent
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e. Invero, nell’ ipotesi contraria, questa curva appar-
terrebbe a & e pereid coineiderebbe con f, oxee il,punto X
apparterrebbe ad f, contraviamente all’ipotesi cl’ esso s‘l'a_
generico. Pertanto le suddette r—1 curve e ]E.L curva (.',ons.l-
zerata di A, danno un complesso di ¢ curve indipendenti pas-

. . ]
‘ganti pel punto X e apparbenenti cosl al sistema I, come al

sistema :

. ('1') )no.fo(xf y) -+ ll.f{(ﬂ;? ?I) aLaR )“,:f’.(m’f y) - 0’

che congiunge ¥ col fascio 4. Poichd le curve di }4 che passan
per X formano un sistema lineare oo"', questo SlStel‘.ﬂﬂ .potrs\
individuarsi mediante le » curve indipendenti or ora mdlcatef
oiod esso coinciderd col sistema delle curve di {4), passanti
per X. Dunque la totalith delle curve di %, che passano per
1n generico punto del piano, coincide colla totalith delle
cur\;e (4) che passano per questo punto.

Facendo ora muovere il punto X sul piano, si conch}de
che, a meno i parti di dimensione minore di », I coincide
col sistema lineare (4). .

Tsaminiamo infine il caso in cui la curva variabil&‘a di &
possiede qualche componente multipta (o & tutéa multipla).

Siano ¢, Cy,..., C; le componenti variubili. della eurva
generica ¢ di T () e C, sia s-pla. Le cmrve .(11 b g‘assanltl
per » — 1 punti generici di ¢, formano un SlSﬁe]}]a Iy, o',
che stacea sopra una retta generiea una seri.e & 111(.11(33 1. I!
gruppo di I, staceato da C ha come s-pli i punti segn.atl
dalla corva C,; e poichd il gruppo in questione & generico
enfro =,, tutéi 1 suoi punti saranno g-pli (u. ?, Oss. ‘.?,“)..Onde
ognuna delle ulteriori componenti ¢, ) ¢, & segata in un
punto s-plo da una retia generica del piano, epperd é' s-pla.
Se le componenti della eurva generica di ¥ si contano invece
semplicemente, si ottiene un niovo sistema I, ch‘e, per
quanto precede, & lineare. Si pud pertanto enunclare il
teoremsi :

Un sistema algebrico oo & indice uno di curve p‘ia'..ne,l ch:e
aon consti di parti di differentt dimensioni (e guindi sie rri-

(4 E appenn necessario di avvertire che, se G si spezily p‘oiché al
wariare continue di € in £ ognuna delle parti varia con cont.n]ull-'-h, deve
conservarsi costanbe sin il numero delle parti, come l'ordine di ciaseunit,
Per particolari posizioni a1 & qualeunn delle parti potrd ulteriormente

spezznrsi.
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ducibile) o & lineare oppure & ottenuto da un sistema lineore
contandone uno stesso numero di wvolte le syo curre.

Il ragionamento svolto si estende seny’ altro, con semplici
cangiamenti di parole, ai sistemi algebrici di forme di uno
spazio Sp. In particolare, per k=0, si ha una pProposizione
relativa alle servie algebriche, (’indice I, di gruppi di punti

sopra una rebta.

11 teoremn pregedente fornisee una proprietd earatteristicn dei ajstemi
lneard, che, nelle trattazioni buramente sinteticlre di Jonouiiees ¢ Cum.
MOXA, ora assunta come definizione dei sistemi medesimi. Le prime Jino-
strazioni debbonsi a Seers (Aun, 4§ Mai, 22, (1894, 1. 28), ¢ 2 Hyuysrmr
[J. de Mnath. 10,, 169 (I8H)]. Pei sistemi lineari cor (r>1) Al Vre enire
ma varieth algebrien 7y, di dimensione k> 1 (sistemi stacenti sopra. ¥y,
da sistemi lineari di forme), la preposizione analogn & dovata o Casrer-
NUovo [Torino Atk, 98, 727 (1893}] & a lixrigurs [Lincei Rend, 2., 3, 11863)].

8. Digressione sopra una proprietd differenziale di wuna
turva piana variabile in un sistema continuo e dotata di punti
multipli variabili, - Vogliamo ora dimostrare una proprietd
differenziale delle curve piane (anche non algebriche), che
costituisce un ntile complemento della consueta considers-
zione di inviluppo e che ci serviry per stabilire un teorema.
di BerrINt sui sistemi lineari.

Consideriamo un sistema eontinuo

j(’t,, ¥ t):O

di curve piane, dove ¢ denota i parametro che fissa in posi-
zione di una curva entro il sistema. Per la fuuzione f sup-
poniamo tntée le proprietd analitiche che nel seguito ¢l oe-
COTTONo, '

La emrva f==0 possegga taluni punti doppi, che siano
variabili con ¢. Tissiamo 1’ attenzione Sopra una particolare
carva f(w, y; t,) =0 del sistema o sopra un sno punto doppio
Ple,, y,), il gnale sia limite i uno dei punti doppi variabili
di f{z, y; 1) =0, col tendere di ¢ a f,- Hsistano ciod due fun-
zioni monodrome = 9(t), y=4(t), definite nell’intorno di
t=t,, e tali che il punto di coordinate = 9(t), y = U1 sia

. , ‘ do db .
un punto deppio della fis, ¥; 1) ==0. Inoltre le TR (Tz— restino
finite nell'intorno di E=t,. Sostituite nell’equazione f(z, i t)=0,
al posto di «, 9, le o, b, si ottiene un’ identitd in t, che, derivata
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rispetto a t, porge:

o dy Ay B _

- f- o=
qudt  Qy di at

i i ¢ S

Poichd, secondo I ipotesi, il punto di coordinate (p, ¢) &

" | i of afﬂ—() Si conclude ehe,
doppio per =0, cosi risulterd 'a}E:aT;* .

wl) 4 7 p Miel-
1 lt()l]] llsl(l?l t() 81 am 11‘1 ](lellllcﬂlll('ute, {
”e! 1 o GO a A [4 IS

Torh P . 1 IV

i g ia I che significa che la et
dovi le o, & al posto di x, 9. I _ g1 o cho o e
x = @{t), y = P(2), deseritta dal punto doppio v abile, o
-per lim;t.e P, fa parte dell’inviluppo del nostro sistema. 1y s

7

pud enunciare il teorema seguente: ' it fanche
T siabile in wn sistema contini . .
8¢ unae curve O, varial ! o | ,
i ppio variabile ogut

pids volte infinito), possiede un punto doppio variabil P, ]

. Pind ssa por L.

curve del sisteme, infinitamenis vicing « _0’_ passa 1 e

1. estensione ai sistemi pilt volle infiniti, contemplats i

w l i i :onsiderazione di una enrva
P enaneiato, & ovvia; giacche la consideraz pone

: ' 1 H [ ~‘1 "
infinitamente vicina a ¢, implica che dal .f-,l.ste]_n? pitt j
i a oo o il quale si facein muo-
infinito si stacchi un sistema oo', Tungo il q O
vere la curva che si vuole approssimare a2 C. e B

Si osserverd che il feorema resta vero anchie 5¢ :

o spl iacehd + la dimo-
yanto s-plo (s == 2) per la curva €, giacché per la o
traziono i rzia
}:trfwione occorre soltanto 1’ annullarsi delle derivate parzie
vl auda

of a‘—"f'nel punto multiplo considerato.
a-v’ a? ‘ a +1 1¢ re
Iﬁl forma finita il precedente teorema si pud enuniclt;bi
H H H "4 9 1) 3t ‘BN s g .
definendo sopra la curva C 1 cosidebtti gruppi omattc.n p
i sider: a posizione particolare € di e,
Quando si considera una ¥ : T a,
er i n sistema continno o', 1o s :
facendo muovere C in u uti ) | o
prossimare indefinitamente a C,, se I’ insieme dei 1.)11111.[:1 mun
a ¢, ¢ tende verso un insieme di punti determma.(l)),‘ ques o
st ch : iberisti i ¢,. Ci riserbiamo (
i chi T caratteristico di C,.
si chiama un gruppo - G e
approfondire pilt tardi questo concetto, con parbticolare rigus
< -
al campo algebrico. Per ora enuneieremo: . —
Se une curve C, varichile in un sistema continus, t
10 i te di i grippo cardat-
prnto multiple variabile, questo fo parte di ogni grupp

teristico di C.
istiel sopra le eurve algebriche
La eonsidurazione dei grappi caratteristiei sopra le eurve algel

i ROPIE a superficie
di un sistema algebrico, braceiato sopra un plauo o sopra E}tin q,tlpﬂwn
- o« (=] r . . 5 (-} g .
alvabriea, introdottn dail’Antore [Torino Atti, 39, 490 (19041,
-1 *y
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dissima nella geometria algebriea. N
questo stesgo volume. :
Nel easo d’un si i i
E iatemn lineare, i gr i i
. are, 1 grappi earatteristici :

s pihs0 T sis ' | 1 BOPIA nnn st
o ‘i_,'eueur;..t Gy, risnltan quelli staceati dalle alre curve Old(‘l Bist ““"
erche 1 pnnfi ¢ iaC i ' e dal
per cm.wl " ('on!l.nm -Gy, ¢ son punti base del faseio individuato (!IH!
! l X \ iy . H H °

g ) ‘qmml In eurva del faseio Ifinitamente vicina o ¢

qued punti. Sopra una ecurva A'un sigtemn line i ettt
' i § i are 1 grappl cars ‘isbici

come sbacenti dalle ' Gur i leratl o oristici
cothe sncanti {Tl\}l(. altre enrve del sistema, furon eonsidernti poer la )rim-!
; L-NOWPHRR [Math, Aunalen, 7, 308 (1873 i : : .
lermo Rend. 1, 217 (1887)), ¢ da Casr 14y f_)] ¢ poi dn Seonr [Pa-
il quale introdusse In dly i i LIE[}{LOVO Horino Mo, 1%, 28 U801
linear A8 denonanazione di serie cavatleristion a i ‘
wike. Questn serie, come vedremo, adempiv ad un ufficio senstale ol

. . _ . N . i 1 & nziale 3
studio approfondite dei sistemi lineari di curve ’ HSLH'MJ]L netle

¢ vedvemo importanti applienzioni in

-J b g[ - v 4 ¥ v g
e il i 8 {
A e cirva O Ty l(tbl?e [H1]] f.:o"tt'ﬂ.u;%t(b po- S’M}(le K{g}: p?“lt()

$-pl el
Plo variabile P, questo & almeno (s — 1)-plo per ogni curve

infinitamente vicing a (.
funfyﬂil:)pl.)omamo s=3. Nell’ intorno di t =1, son definite due
c(,()l:(l-ll.l llnm-n()(}ron]e f:::go(t), y=1%(0), tali che il punto di

cj.m;e (w, &) & triplo per la eurva flyy; =0

Sia P Jy OV = 4 il Timite d
. h'i( IO, ?{",)’_.OY-? By = 9(,), ¥,=1d(t,), il limite di questo
L riplo variabile, quando ¢ tende g t,, ¢iod quando la
(JE;\-.T f(m,bfy ;(t):() SLapprossima alle f(z, y; 1,) = 0. Pel f’lﬁf:)
hie 1l punto (y, 4) & triplo per fia D=0, in esso n

: J@® ;) =10, in esso si
lano le derivate ziali pri 'sec : A
ate parziali prime e seconde della #(

' der slla fla, y; -
spetto ad =, . Ne sogue che il ptnio {v, 4 éf( Y
ognuna delle curve T

doppio per
j.w'("U! Yy )= 05 .fy’(-'vg Y i) = 0,
e quindi, pel teorema precedente, le curre
S (ﬂ-’; Yt -di) = 01 .fyi(-’v; Vi b, 4-dt) = 0,
infinitamente vicine alle
Jo' (%, Y5 t) =0, "f.!,’(ft), Ui ty) =0,

assano per 1 Ny
?(.U ;I‘t E 1(“1’. ISLL per questo punto passa anche la curva
‘ ,I] ,)]?Oe 1,. 1=0, d'unque P & per essa doppio.
procedimento si estende per induzione ad s qualanque

HL I teorema di Bertini i
. dijt()len.h-l di Bertini sopra i punti multipli della curva
t‘ ca " unm sistema lineare, — Applichiamo i precedenti
eoremi o di strare il ceo ( l "
mi a dimostrare il segnente:
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La cwrve generice di wn sistema lineare di curve picne
non he punti multipli fuori dei punti base del sistemd.

Sia ¥ il dato sistema lineare e € la sua curva generici.
Se P & un punto muliiplo di ¢, mobile o in particolare {isso,
ogni eurva di X infinitamente vicina a C, passa per P.

Tissata in 3 una qualunque curva €, diversa da C, con-
sideriamo il fascio H individuato da €, €, Una enrva varia-
pile in H taglia € soltanto nel punti base di H, ciod neli
punti comuni a €, C,. Ma la eurva del fascio infinitamente
vicina a O passa per P, dunque P & un punto base del faseio
e percid per esso passa anche la curva C,. Poiché ¢, & una
qualungne curva di I, si conclude che P & un punto base
del dato sistema. )

OsSERVAZIONE 1% — Se¢ il sisteme lineare dato he le suc
curve generica irriducibile, queste non potrd avere punti mul-
tipli mobili, perchd il numero dei punti base sard necessaria-
mente finito. Punti multipli mobili potranno invece aversi
quando vi sia una curva base, ¢ioé una parte comune 2 tubte le
cirve del sistema. Sia I' una tal enrva, la quale sia luogo di
un punto s-plo variabile della € generica di I. Ripetendo 1l
ragionamento precedente e tenendo conto del n. 9, si conelude
che T' & curva base (s — 1-pla (aimeno) per T, Il feorema si
pud dunque precisare (come del resto ha fatto BrrriNi) cosi:

T1 Tuogo di wn punto s-plo variabile (s> 1) della curve gene-
riea di un sistema lineare, & una curve base (s — 1)-pla «lneno.

OSsERVAZIONE 2°. — I teorema dimostrate equivale in

fondo a cid: che per un fascio di curve piane I’ inviluppo
(del quale fanno parte gli eventuali luoghi di punti multipli
della cnrva variabile nel fascio) & costitnito dall’ insieme dei
punti base. If invero, per un punto dell” inviluppe debbon
passare due curve (infinitamente vicine) del fascio e quindi
tutte le earve del medesimo.

7l teorema di questo numero & di BurTixt [Tst. Lomb. Rend. 13,, 24
{1882)]. Eszo, come hn mostrato lu stesso Brrriss, vale pel sistemi lineard
di forme di un 8. Perd, appena sin r > 2, lu forma generion del sistems
pud benissimo possedere punti s-pli mobili, senza speszarsi. I loro luogo
sard in lal saso costituito da varieth algebriche infinite di dimensione
< =1, le gnuli savanno (s — 1)-ple almeno) per tutte le forme del sistema.
Se p. es si considerane nello spazio ovdinarvio i coni qnadrici che proivttano
unit dnén conica da una rethr @ ad essa appogginta in un panto, si ha un
faseio Gi coni, ¢he si boceano lunge In generatrice semplice ¢, la quale &
Lungo del nunto doppio variabile del cono gencrico.
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La dimosteazione sopra espostn & tratta dp ann Nota dell” Autore [To-
vino Asti, 41, 207 (1903)). Lssa o ivi riferita, pidt in generale, ai sistemi
Hineari di Pi_y sopra una Vi algebrien. Naturalmente in questo case ge-
nerale i luoghi dei punti muoltipli della Vi—, varinbile nel sistema linenre,
callono, sin nelle varieth huse del sistent, come negli eventuali Inoghi di
punti mulsipli di 7.

[1. Altre applicazioni immediate del teorema del n. §:
La prima formula di Priicrer. X1 numero delle normali con-
dotte ad una curva da un punto. — Un’ altra elegante e facile
applicazione del teorema del n. 8§ consiste nella ricerca delta
classe m di una enrva algebrica piana ¢ di dato ordine n, con
un numero finito d di punti doppi (a tangenti distinte) ed-un
numero finito & di cuspidi ordinarie (punti doppi colle due
tangenti coincidenti in uua sola, avente nel punto doppio
incontro tripimto eolla eurva)

La eclasse di € & il nomero delle sue tangenti passanti
per un punto generico P del piano. Facendo precedere una
opporkuna proiezione centrale del piano della curva sopra un
altro piano, si pud supporre che il punto P sia dato all’infi-
nito. Si tratta allora della ricerca delle tangenti i ¢ aveuti
una data direzione P,

Assoggettiamo ¢ ad una traslazione infinitesima avente
la direzione Py e sia ¢ la curva nella nnova posizione. Se
A, B denotano i due punti infinitamente vieini, comani a ¢ e
ad una fangente diretta come Py, 1a traslazione porta 4 in B
e quindi ognuno dei punti ¢i contatto di ¢ colle rangenti paral-
lele & P & comune o Cea ¢, Gl altri punti comuni cadono:

a) Negli n punti all’ infinito i ¢, giacehd Ia traslazione

muta in s& ogni punto all’ infinito, ‘
h) Nei punti doppi di €. Infatti, secondo il n. 8, Ia
curva ¢ passa per ognuuo di questi (almeno) semplicemente.
Ognuno di questi punti conta due volte fra le

¢, Intersezioni di ¢, ¢, perché & doppio per C. l.a

X figura qui aceanto (che si viferisce al easo di
5 ’ an panto doppio a rami reali) chiarisce bene Ia
‘ cosa. Se infatti si assoggetta ¢ ad una frasia-
Y zioue finita, portandola in C,, due intersezioni

di ¢, €, (quelle indicate nella figura con 1, 2)
tendono al punto doppio D, guando C, ritorna verso €.

¢) Nelle & cuspidi di €, perehe ¢ passa per ognuna di
esse. Ogni cuspide assorbe perd tre intersezioni. 8i consideri
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infatti 1a cuspide ovdinarita ecome un nodo il cui cappio vada
a mano a mano restringendosi. Col tendere di ¢, a ¢, sono
allora tre intersezioni che si avvieinano alla cuspide (quelle
g £
indiente in figura con I, 2, 3) .
Questo fatto pud esprimersi dicendo che le curva € ‘z?aﬂf—
nitamente vicing « O, non soltanio passe per ogni cuspide di ()
ma toced ivi {a curve stessa.
Avremo dunque:

m -t u - 2d 4- 3% = n?,

ciod: .
m=un —1)—2d — ik,

che ¢ la prima formule di PLiloker (‘).

Facelamo un’ultima applicazione elementare del teoremsa
del n. 8, alia ricerca del numero v delle 1191'111111t cmu.lotte
alla curva O di eni sopra, da un punto generico l.)del.plzf.no.
A questo seopo assoggettiamo C ad una rotuy,im'u? mﬂnl\tesnm}
attorno u I, e sia ¢ la ecurva nella nuova posizione. ne .fi ¢
il plede d’una normale da P a €, il curchlo. di centl'(') T e
raggio PA ha in comunne con C, oltre ad 4, .11 puunto mﬁmt
tamente vicino B. Pertanto ognuno dei piedi delle normali
da P a €, figura fra lo intersezioni di €, . Le al tre_inter—
gezioni cadono nel & punti doppi e nelle & cuspidi di C, e,
come prima, si vede che ognuno tei punti doppi conta 2 ):olte
fra le intersezioni ed ognuna delle cuspidi 3 volte. Viene
quindi:

v +4- 2d + 3k = n®,
ciod: '
v =+ .

Si eonclude:’

Il numero delle normeli ad une curve €, di ordine n e
classe m, condotte de un punto generico del piane, eguaglin
n--m (%)

1y In seguite davemo anche le altre formule di PLl'iCi(ER., ed m‘mi
formule pitt generali, che legano i earntteri di una e¢urva con s?ng’o'larn.:\
qualungue. Per la dimostrazione esposta ofr, Beck [Z-z.n' a.ll__qcmel;n. Theorie
der Kurven wund Fliichen, Math. Ann. 14, 207 (1878) e Zilrick Vierteljnhrsschr.

173 (1889)].

o * Eéligesto)]numum fu caleslato pel primo da Steixew [J. fiv M.nth. 49,
333 (1855)] proprio col metodo sopra indieato, cl’egli perd applicd alle
curve senza punti mualbipii. ‘
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Veramente in questa deduzione si ¢ implicifamente sup-
posto che nessuno del ponbi all’ infinito di € restasse fisso
nella rotazione, 8i & escluso cioé che ¢ passasse per aleuno
dei punti ciclici del piano, c¢he sono i soli punti all? infinito,
che rimangono fermi. Il caso in cul ¢ passa pei punti ciclici
ed ha singolaritd qualunque, verrd considerato, in altro modo,
pitt tardi (n. 36).

12, Sistemi Tineari ridueibili. — Se la curva generica di
un sistema lineare di carve algebriche piane & vidueibile,
ciod si spezza in pitt parti, il sistema dicesi riducibile. La
tocuzione non ¢ felice, ma corrisponde all’ uso. Meglio savebbe
dive «sistema lineare di curve ridueibili », perché I attributo
di « ridueibile » dato al sistema, e non alle sne curve, po-
trebbe far pensare ad una riducibilitd del sistema come varietd
di elementi (n. 2). Ma poiché nn sistema lineare & sempre
una varietd irvidueibile (n. 2), cosi resta esclusa ogni possibilita
di equivoeo.

Un primo esempio baunale di sistemi lineari ridueibili si
ha considerando nn sistema lineare formato dall’ aggregare
una curva fissa alle corve di un sistema lineave irridneibile.

Un altro esempio si ottiene nel modo seguente. Sia

Aulw, y) — pe (e, y) =0

un fascio iveidueibile di curve algebriche d'ordine n. Prese X,
come coordinate omogenee (i punto sopra una vetta, consi-
deriamo ivi una sevie lineare o di grappi di % punti, rap-
bresentata dall’ equazione:

v():Pu 0‘? FL) -+ Vt"?: (J‘) P’) + .+ VP ()‘) l-l') — ()?

dove le ¢ sono forme linearmente indipendenti, di ordine FL.
At gruppi della serie corrispondono nel fascio gruppi di k
curve, che son rappresentati dall’ equazione:

Voo (T, W) A=, (9, 1) - e - Vo (B, H) =0,

€ costitnisecono perbanto un sistema lineare o=, la eui curva
generica sl spezza in b parvbi, tutfe variabili in un medesimo
faseio. -

Orbene, un altro teorema di Brrrint afferma che i dne
esempi considerati sono i-soli easi (i ridneibilitd di un sistema
lineare di curve. Sussiste ciod il teorema:
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Se la curve generica di un sisteme lincare si spezaa, o le
crrve del sistema hanno tulte wundg parie  fisse (:om.-une,.o-pp-m'_e
la curve generica si compone di un certo NUMEro k di partt,
che rariano in un medesimo fascio. { Naturelmente le due pos-
sibilite possono anche presentarsi insieme). .
Rseludiamo il caso che le curve del nostro sistema ridu-
cibi.le ¥ abbiano una parte comune e indichiamo con ¢, C’.{, ?’k
le o parti variabili in cui si spesza la generica eurva ¢ di Z( )..
Anzituito ¢ chiaro c¢he le & componenti di ¢ sono tra di
loro distinte, perchd se no la curva generiea di = fn-'rebbe
punti multipli foor dei punti base del sistema, confrariamente
al feorema del n. 10. ‘
Indichiamo con €, C), .., ¢ le componenti di un’altra
emrva € di S. I1 teorema sard dimostrato, quando av’remo
provato che tutte le curve c, 02,...., ¢, O, 0y oy CFy ap-
partengono al medesimo fascio. G!acc]u} al!ora, tenuta fissa
Ja curva O, resta fisso anche guesto fascio, in guanto esso é
individuato da due compounenti (p. es. ¢, C;) di €, e quindi
le componenti della curva ¢’ mobile in T, appartengono tutte
ad un fascio fisso. Ora le eurve €, ¢’ individuano e.nt-ro 2
un fascio H e le componenti di una curva variabile nel_
fascio, descrivono certi sistemi algebrici ‘H“ ﬂtg,..., ;. -Sl
tratta di provarve che questi sistemi coineidono in u.n .mnco
faseio. Invero, se i due sistemi H,, H, fossero distinti, per
un punto generico P del piano passerebbe almeno una 6111‘\-'.111
di H, ed una di H,. Queste due curve non pot.re[))bero essere
parti di due distinte curve di H, perchd plev.l’ passa una
sola curva i H; nd potrebbero esser parti di una m‘ede-.
sima curva di H, perchd essa avrebbe in P, ci.oé'inorf
dei punti base, un punto doppio. I ‘ipol'esi- .che_: a?alstepll
H,, H,, .y H siano distinéi & dunque impossibile. Iissi coin-
cidono pertanto tntti in un medesimo H;; e questo dovra
esser di indice 1, perchd se per un I generico passassero due
curve dissinte d¢i I, si cadrebbe ancora, come sopra, nell’ as-
surdo. In forza del teorema del m. 7, tenuto combo che ]a‘l
curva varviabile in H, non & multipla, si conclude che H &
un fascio; che & quanto volevasi provare. ' .
OssErvAazIoNE 10, — Il teorema e la relativa dimostrazione
valgono pitt generalmente pei sistemi lineari di forme di §,.(+>0).

1) Ved. In nota () o pie/ delln pag. 37.
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Osswrvazionw 2°. — Una proposizione che pud utilmente
servire per riconoscere a priori, in vari casi, In icridueibilitd,
@’ un sistema lineare di curve piane, & In segnente

Un sistema linewre, prive di curee Jisse, lee cui dimensione
sl maggiore dell’ ordine n, & irriducibile, '

[uvero, se un sistema lineare = di curve piane d’ordine n,
privo «li parti tisse, & viducibile, Ia sua eurva genarica st spesza
in-k componenti di ordine ;‘, variabili iu un medesimo faseio.

s
Ma Pinsieme i tutti i grappi di & curve di un dato fascio
& o dunque Ia dimensione di & non pud superare k.

Come vedesi, perché possa affermarsi la ivriducibilita &
un sistema lineare d’ ordine n, privo @i-curee Jisse, basta anzi
che v sia maggiore del pivc grande divisore I di n (T=<k =),

H

[1 teorema stabilito & dovnio n Brrrin [Ist. Loml, Rend. 15,, 28 {1882)].
Dimostraziont di earattere stretlnntente algebrico sono state date da Liteora
[Math, Annalen, 42, 457 (1892) o 44, 539 (1894)] ¢ da G. SavroMox, sevlaro
di Brivn [Jahresberieht der Deub, Math, Vorein, 24, 8325 (19153]. Il SaLoMoxN
ha anche esteso il seorema ad un sistenn co!, non lineare,
bricle piane (o di forme d’un iperspazio), tule che i coeffiei
zione della eurvy in csao vari

di curve alge-
enti dell’equa-

abile, dipendan razionalmente da un para-
metro 4. (Pel teorema di Likoru un simil sistema & wu ente razionals).
Un altro scolare i Brift, A, Riznre (Inangural Diss., Tiihingen, 1920) ha
ulteriormente esteso i teorsma ad un sistema es”, non lineare
(o forme) algebriehe, nell’ipotesi che i coefficienti dell? equnzione (della
curva (0 form:) variabile nel sistemn, dipendan razionalmente da » para-
metri, Se il lettore vorra confrontare tali complasse dimosirazioni pura-
mente algebriche del teoreman di Bewrmvy con quella eosi semplice sopra
esposia, 8 renderd fin d’ora eonto quanta mag

ggior concixione e potenza
conferisea allo stramento atgebrieo [a forma geometrica sotto eni di solito
noi lo usinmo.

Al qual propesito, evedo opporsune indicare il modo di
consegitir geometricamente le esiensioni di Saroyoy o di Rig

Sin fla, y; 0 =10 un sistema =' di enrve algebriche
metre 2 comparisea razionnlmente nei cocfficienti deil’ o
plicando per un conveniente polineniio in A si pud obte
sin intern anche nel parametro, Interpretate =, y, A com
tesiaue di un pnnto dello spazio, la superficie f=
o irridueibile,

y di curve

HLE.

piane; il para-
quazione, Mobti-
nere che In f=10
¢ coordinate car-
& potrd risultare ridueibile
Se & ridueibile, dall’eqnazione Jix, 31 0 =0 si staceano uno
o pitt fabtori razionali {inkeriy in @ Y, A (
da 2} Fatte astrazione da questi fattori, si
superficie vestante,
Bhemn X,

o, in particolare, indipendenti
& g, g ) =0 Pequazions del'n
O, irviducibile; ma o-=0 rappresenti ancora un si-
ety di carve piane O, ' ordine 1y vidueibili, Cio siguifiea cle
la_ superficie & & taglintn da un pinnoe generico k.= cosb seconde una
cnrva spezzabin Si ha cosl su @ un faseio di sezioni Pixne spezaate €7 le

quali per un teorema analoge a quello di Berrnixn che vedremo a sao
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tempao, e cle vaale pei sistemi lineari di carve aullu'snlpe1}{101;:‘1’!5-5(11)3;;(}111(2
pon avendo parfi fisse, saranno composte con gruppl i F ¢ :
cibiliy T dPordine %, di an faseio {razionale o irrazionale) traccinto su .
i sisbema I & ottiene, sul pianoe »y, pmiultt-a.u(lo ilifus:cio (lfl](‘a (j" p:l.)l‘ixlt;
le1;1||1¢.:1te allasse A. La curva 0, prmc?mnu di m“m o' Li L(Jl'll‘llitl;t;._
con k& carve T proiezioni delle T, L2indice v del sn.?ten_m’.d ﬁVll(t-,_O,-'
mente non supern il geado 1 con cul 2 ﬁgur:.t nell utlju:uu)nie‘i;uﬂ:
eonaslia /, soltanto se alle ¢ radici di tale &fqn‘:w.mm.:3 pell :ir, :/ znd;ﬁ o
n‘:enéu dati, corrispondono [ curve distinle ai 2. 11 gl:u‘[f)'l ‘bnr).z :m o i
limite superiore delPindice del sigtema J’I c]clh? T, 1):,-*1(,1.(3 ‘pl: ; m})n o
generico del pinno non posson passare pit T, di qunn.le u‘ulw.. O
pussi 0. T1 sistemn H & perianto rappresentato du un’ equazione de ¢ 1
Eziﬁ:;; uj==90, ove la & & di grado m:{:l .in - Sns(“mwngu !L;c ,LE)‘:\M:T::
l;". ngl‘,....u"t di u, alerettanti parametrl lineari ).D,f.l,..'..: \;‘,, e ;Uncmdu
sistemn lineare di dimensione ==m, contencente le curve T. o
ol teorema i SALOMON!: . - o
! :;()Ilel 1(:6:'1‘8 alyebriche piane fix, y: 2 =0,‘r?ipend'enh. T-ﬂs;mf“h].!:f:;,:j:;i
paraniefro Ly 8ok wriducibili, e la f nan .co-n,twu-c lewn ';'aa‘-.mneer:'c(: onale
(a’-n.’ero} inowy oy, % (0, in pm‘ticolm'e,. m.(l‘r.p?n(lenfe ch; l.)’ a-qjg:jm.na o
Fix, yih) =0 si spexza in perti -mn'.'r.'-lnh. -r;n, it me('-csrm._o ’ 1.' o ml;
i rf‘im(m.&ian-e won superiore al grado 1 d:v Z nel pm’rnoz;:nn)_ 0, J;m
dimensione & anzi non superiore n.ll’inc].\cl- v;l (11:} a]St(.ll'ln,_/ —;( u:”,im,e
8i badi ehe b riducibilith du]l’vqm‘l_z'.ou.e -ff.r, ¥ /J:'(l, ul)m;j' (;Lq‘.;mp_ ‘
nelle x, ¥, %, non implica altatto la 1-1t!11u11)111t:‘b del] smt;mt.“l (1/:0 e
p“"“"““‘{“' o it (-;h'lu l?j}w N jl?‘ lf,l‘]r:'l rj-u:l—:" %ist:m:t '(1’ in:lice 2
sieno le azioni di 4 rette del pinno, rappresens ot indice
Sli(:znl;c]li‘.q.lql]::',zutu. che & irriduecibile, come enlm ool qu:md.;) i;el Inu]))l)(;:ll(h:;:
e woniche vome element, Invero tali L']e-lllt‘l‘l(‘.l. non seno che le copy
retre omologhe di due fasel di raggi projettivi,

13. Sistemi lineari semplici e co:npf)s.ti. — Intro.:lucuuno
ora il coneetlo i sistemi lineari sempliel Q_composbl. .

Un sistema lineave X, oo™, dicesi .lwemphcﬂ, qgmulo F.n--e
le curve di I, ehe passano per un generico p}m’tjosl‘ l(illeil (}())1]«.111;;
NON PAsSSANo 11eces;.~‘;=u‘-iumen.te ver alfr 1)1111;1 \ Ull ;l n-:“.io !;
ciod diversi dagh eventuali punti base. Nel caso congrario,
sistema dicesi composto. . _
.S]bt;]l]].;:s‘t,](:i::m di t‘-l]li':te le rette o, pilt geuemhuenlte, i hu‘t;b_e ll(:
earve 4 ordine n del piano, & un sistema semplice; I'nﬂmt‘e (“
tutle le curve piane del terzo ordine, che passano per @ punt
generiei del piano, & un sistema umnpos.to. -
7 Gia S un sistema lineare eomposto di _q‘r(‘r.rlo fl)’ cu-)- ] i ‘,
che due generiche sue curve si l'.aglm(.),vfnorl (161‘ ”punt.l e:.a.l,l(l,],
in D punii variabili. Tutbe le eurve di I, (j,he passan:rfﬁnito
punto generico P, si tagliano uliserlm‘lneu[‘.e in un num
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di punbi distinti dai punti base, il quale non potra che
rimanere costanbe al variare continue di P: sia 4 — 1{i=2).
Allora i D pnnti comuni a due curve di X, fuori dei puuti

base, si distribitiranno in 5 gruppi di ¢ punti, tali che ogni

curva i X, che passi per uno qualuuque degli 4 punti di uno
di questi gruppi, passa per gli ¢ — 1 rimanenti.

Ad un sistema come I resta pertanto coordinato nn sistema
algebrico K di co® gruppi di ¢ punti del piano, tale che un ge-
nerico punto del piano appartiene ad uno solo di quei gruppi.
Un tal sistema dicesi un’ involuzione piana di ordine i; ed il
sistema £ dicesi composto con quest’ involizione,

Che il sistema K sia algebrico segune da eid: che, defte
9y(% ) =0, ooy P{, ) =0, 7 + 1 curve indipendenti di =, i
punti dellp superficie elgebrice (Noz. intr. VI) dello 8, rap-
presentata parametricamente da:

om; = oz, y) (1=0,1, .., r; ¢ fatéore di proporzionalita),

sono in corrispondenza algebrica biunivoca coi gruppi di AL

E evidente che ogni vete di grado D>>1 & un sistema
composto, che genera un’involuzione di ordine D. Viceversa,
data un’involuzione piana i ordine D, pud sempre costruirsi
una rete che la generi (') e infiniti sistemi lineari, di dimen-
sioni grandi come si vuole, con essa composti. Ma di eid el
oceuperemo quando studieremo sistematicamente I sistemi
lineari di curve piane.

TUna rete di grado D=1 dicesi anche omaloidica. Sono
refii omaloidiche il sistema di tutbe le rette del piano, il sistema
delle eoniche per 3 punti, il sistema deile eurve di 4° ordine
che passan doppiamente per 3 punti generici e semplicemente
per alfri 3; ecc. .

OsseprvazioNe 1% — Un sistema lineare la cui cuvva
generica si spezzi in % curve di un faseio (n. pree.) ¢ pur
ess0 composto, perché tubte le eurve del sistema, che passano
per un punto geuerico, contengono in conseguenza tutta la
curva del fascio, che passa per quel punto, Un tal sistema,
anzich® con un'involuzione, & composio colle eurve di un fascio.

) Quest! affermazione cquivale ad un importante teorema di Casrer-
yoovo sulla razionalith deile involuzioni piane [Math. Annalen, 44, 125
(1898)], (i cui teatéeremo in un suceessivo volume.
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" Due curve generiche del sistema non si tagliano fuori dei

- punti base; cioé il sistema & di grado D=0.

OSSERVAZIONE 2% — La nogzione si.estende ai sistemi lineari
di forme algebriche di 8, (r = 0). P. es. un sistema lineare di
superficie dello spazio pud esser composto con un’ involugions
spaziale (sisbema algebrico oo® di gruppi di ¢ punti, tale che
un punto generico dello spazio stia in un sol grauppo} o con
una congruense & indice 1 di curve algebriche (sisbema alge-
brico eo® di curve algebriche, tale che un punto generico deilo
spazio stia in tna sola curva del sistema) o con un fascio di

superficie algebriche.

Beveri - Geometria algebriva - 1
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Prime proprieta fondamentali di geometria
SOPra nna curva.

§ 1. - I SERIE LINEARL SOPRA UNA CURVA ALGEBRICA.

14. Serie lineari e involuzioni semplicemente infinite. —
Consideriamo la curva algebrica irvidueibile piana £ i equa-
zioue:

o, =0,
ed un fascio di curve algebriche ¢, date dall’equazione:
olwy ¥) — (=, ) =0,

e mon futbe le intersezioni di # con una € variabile, ven-
gono assorbite dai punti base del faseio, al varviare i C le
intersezionl mobili deserivono su f una serie di gruppi i
punti, che si chiama una serie lHnewre semplicemente infinita o di
dimensione 1. Nel fafto questa vavietd di gruppi di puuti & un
insieme di elementi (gruppi), che sono in corrispondenza biu-
nivoea coutinna (anzi birazionale) col valori di A, La circo-
stanza che vi sieno intersezioni mobili di € con f, equivale
poi a ¢id: che nel fascio non. siavi aleunn enrva che contenga
come parte f. Se, invero, f fa parte di una eurva del fascio, &
chinvoe clte mancauno interserioni mobili; vieeversa, se tall in-
tersezioni mancano, tutte le intersezioni di ¢, f, volute dal
teorema di Brzour, sono assorbite dai punti base, e quindi
la enrva del fascio che passa per un punto genervieo di f)
conliene tulta la f.

Quande, oltre alle intersezioni variabili di ¢ con f, ve ne
sono talune fisse, ¢ lascieremo liberl di’includerle o di escla-
derle dai gruppi della serie, perché esse non hanno aleuna
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influenza sulle proprietdh che abbiamo in vista. Di volta in
volta avvertiremo se intendiamo riferivei ad una serie con
punti fissi o coi punti tutti variabili,

11 numero dei punti di un gruppo generico, dicesl ordine
della serie. Se n & I’ ordine, la serie s’ indiea ecol simbolo di
BritL ¢ NOwrHER, g1, ponendo come indice n e come apice
la dimensione 1, :

Una gt possiede le seguenti proprieta:

@) I swoi gruppi formeno una varietd razionale ooty giacche,
come abbiamo notato, essi sono in corrispondenza birazionale
coi valori di un parametro A.

B) Per un generico punto delle curva f passa un sol gruppo
della serie, perchd quel punto, a causa della sua genericitd, &
distinto dai punti base del fascio ¢ — iy =0, e quindi per
esso passa una sola envva del fascio.

[ importante osservare che le proprietd a), b) son caraf-
teristiche per una gl, cioé che:

Sepra une curva algebrica une serie di gruppi di n punti,
che soddisfaccic alle proprietd a), b), & una g. :

La proprietd «) ci dice infatti che i gruppi della serie si
posson porre in corrispondenza bivazionale coi valori di un
parametro A La proprietd b) ¢i dice che ad un generico
punto della curva f corrisponde un sol valore di X; & percio X
& fuuzione algebriea ad un valove, ciod razionale, del punto
(z, ¥) mobile su C:

_ ol
o Uz, '!f.),

ove v, b son polinomi in &, y.
& - L. .
Poiché la funzione % assume lo stesso valore A in tubti 1
o

punti di un medesimo ;_i‘ruppo, i gruppi della servie considerata
vengono staccati sn 7 dalla eurva Cdi eqnazione 9 — A =0,
B poiche, viceversa, un punto di f, che stia sulla (, senza
essere un punto base (p =1 =0) del fascio ©-— b =70, & un
punto in cui % assume il valore 2, eio® un punto del gruppo
della serie cm'r'ispomlent.e al valove 2, cosi si conclude nel modo
enunciako.

Si osserverd che, a norma del teorema del n. 5, le serie
lineari g\ sopra une vetla son ceratlerissate daille sola pro-
priete b), senza bisogno delle «).
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Gli & che sopra una retta tutte le serie algebriche 7 in-
dice 1 son razionali; mentire lo stesso non accade sempre,
come vedremo, sopra una curva algebrieca qualunque. Una
sorie algebrica oo di grappi di n punti (%), che sia d’indice 1
[soddisfaceia cioé alla proprietd b)], dicesi un’ involusione sem-
plicemente infinite &’ ordine n, e 8’indica talora col simbolo y].
Le gl sono inveluzioni razionali.

Nei punti base del fascio ¢ — Mp =20, cio& nei punti fissi

della serie da esso staceata su f, Ia funzione razionale ? & inde-

terminata, e le si pno quindi attribuirve il valore che si vuole,
Tenuto conto di eid, abbia o non abbia punti fissi la serie che
noi consideriamo, i pud dire che une serie semplicewente 1
finita & Uinsieme dei gruppi di livello costanie di una funzione
razionale del punto variabile sulle curve ove la serie & data.

Ne segue che il concetio di serie lineare semplicemente infi-
nita & invariente di fronte alle trasformazioni birazionali della
curva; si tratta ciodé di un concetto che appartiene alla geo-
metria sopra la curva.

Siano invero f(z, y)=0, F(X, Y)=0 due curve algebriche
piane in corrispondenza birazionale. Se su f si ha una gl,
definita dai gruppi di liveilo costante della funzione razionale
Bz, ), ed in questa, al posto delte «, ¥ si pongono le funzioni
razionali di X, Y, mediante cui si esprime la corrispondenza
fra 7, ¥, la B{z, ) si muta in una funzione razionale S(X, Y});
e le eoordinate {x, y), (X, ¥) di due punti corrispondenti sod-

digfanno alla
R, y=8(X, Y).

Cosi ai gruppi di livello costante per B corrispondono i
gruppi di livello costante per §, e quindi alla ¢! data su f,
corrispoude su I una serie lineare, i cul gruppi son costituiti
dagli omologhi di quelli della data ¢i, ai punti (issi dell’una
serie corrispondendo 1 punti fissi dell’ altra. Percio le due
serie hanno fo stesso ordine.

La invarianza delle serie lineari di fronte alle trasformazioni
birazionali, segue anche immediatamente dalla considerazione
delle proprietd «), b), che caratterizzano le serie lineari oo
poichd & evidente che le @), 1) sono appunto invarianti.

kH

{1 Cios unn serie i cai clementi {gruppi) possan rappresentarsi birva-
zionalmente coi punti di una eneva algebrica,

i g
.una corrispondenza birazionale, ad ogni ¢,
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Il concetto Qi serie lineare infinita si trasporta seng’ a}tro
alle carve algebriche iperspaziali. Sopra uua ocurva n‘ruh_1-
cibile ¢ dello 8, una ¢i & staccata dalle forme di un fascio
o — =0, la cui varietd base mon c.ontenga C. _ .

Una tal ¢ gode di tutte Je proprietd sopra espresse per
su di una eurva piana, €, gquando fra due curve C, D,
a spazi di differenti dimensioni, intercede
dell’ una curva

una gl
appartenenti anche

corrisponde una g} dell’ altra.

15. 11 teorema di Bézout per le curve iperspaziali. — ALI&
definizione di una gL sopra una curva irriducibil.e_O dello :.5,‘,
mediante un fascio ¢ -— A =0 di forme algebliiche, convien
sUpporre premessd I’ estensione del teorema di Bézout alle
intersezioni di una eurva iperspaziale con ung forma, la quale
estensione trovasi p. es. mnel trattato citato di ENRIQUUS-
CHISINL (') R .

Dal punto di vista delle trasformazioni birazionali ecco
come uesta estensione pud ottenersi.

Siano: )
0%, == Gi(Yar Yur Yoy (1220, 1, 2);

o Loy = (%, T z), (=0 .m )y
le formule che rappresentano la corrispondenza Dbirazionale
tra ¢ e una curva piana f(%,, %, ) =0, ove (%, ¥y, &) son

coordinate omogenee di punto nel piano; (Hoy Yyy »on ¥y 010(;]1'-
dinate omogenee di punto nello 8,5 le %, son forme deilo

stesso orvdine e le ¢; pure. ‘ .
Alle intersezioni di ¢ con un 1perpland generico

{2y Agtfo AY e 2l =0,

le quall son tubte variabili al variare dell’ iperplano, covrl-
spondono le intersezioni variabili di f colla curva plana:

(3) )‘u"'r)u -1~ )"1(!.)1 + .+ l,-'l’,- = 01

ciod le intersezioni fuori di quelle assorbite dai pm_ltl buse?
del sistema lineare I, che la curva (3) deserive al variare dei

parametri A

(' Ved, vol. 1, pag. 224; vol. 11, pag. 94
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Sicchs, se n & 1’ovdine della eurva ¢ (Noz. introd Vi)
v I'ordine di f, k I’ordine delle ¢, I il numero com )lf.assivo’
delle intersezioni di f con una generica curva i 3 'xi" "b'
dai punti base, risnlta »orbite

W=y — T

Facendo precedere eventualmente una trasformazione omo-
grafica de.llo .:S’,. .(‘), il c¢he equivale a sostituire alle ¢ certe
101-? c?mbmazmm lineari indipendenti, si pud ot.tene‘re che
per ognuna delle ¢, 4, ..., 4,., che in definitiva si considerano
le intersezioni con f, assorbite dal punti base, sieno esa(tt'lz
mente I, Preso un intero gualunque m, ima,cri;ﬁamo la cm-r:m
composta con m delle &, ..., &, ciod nuna cu?va del tipo: (

L"'ol"‘b;z‘ ‘1"'!" == 0.-.

ove I , = intersezioni di

; le I°—|—Ii+...—1l—1,._m {I;=0). Le intersezioni i Ff con una
al enrva, assorbite dai punti base i %, sono evidentemente mI.
E quindi la emvva generiea del sistema lineare

(4) Euluz:...z,.!-[)gtoLPiZ’ ar LIJV,.I)' = O,

in cui le p son parametri e il sommatorio & esteso a tutti oli
. » . - - ) 5
interi I soddisfacenti alla condizione suespressa, sega f in

man = kmv — mT

puuti variabili. Cio significa che la forma
Eulull Jo Z,,yolcf 1’" ree 'y,.zr == 0’

che & poi una forma generica d’ordine m dello 8., sega ' in
mn punti. Tenuto conto dei un. V e VI delle Né)z. L-introd
si ottiene cosi il teorema di Bézout per le curve iperspaz-ia‘li:
Une forma & ordine m sega nna curve algebrica d& ordine n:
dello S, in mn punté, oppure contiene la curva o une s -
3¢ essa ¢ riducibile. vt
OSSERVAZIONE. — Le intersezioni delle curva irriducibile ¢
co_;g wne forma generica &’ ordine m, sono esattamente mn fra
di loro distinte. Cid equivale ad affermare, in virsl tlella’ cor-

: : P 5=
'} Burrivi, Iperspasi, pag. 55,
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rispondenza fra C ed f, che le intersezioni di f con una euarva
generica del sistema (4}, fuori dei punti base, sono tra loro
distinbe.

Basta evidentemente provare la cosa quando la eurva che
i considern, varia in un fascio H, individuato da due curve
generiche del sistema (4), ciod da due curve tali che le loro
intersezioni con f, nei punti base di I, sieno esattamente mlI,
e che inoltre non & incontrino su f, fuori dei suddetti punti
base.

Se fra gli mn punti varviabili ove la curva generiea D
di H sega f, ve ne fossero sempre di goineidenti, essi pro-
verrebbero o da punti multipli di fo da punbi multipli di D
o da punti di contatto di f con D. Nel primo caso f avrebbe
infiniti punti mullipli 2 non sarebbe irriducibile (*); nel se-
condo caso D avrebbe punti multipli fuori dei punti base
di H; nel terzo il fascio H avrchbe nn inviluppo diverso dai-
I’ ingieme dei suoi punti base. Le due ultime ipotesi si sear-
tano in forza del n. 10, e la prima si scarfa per la irriduei-
bilith di €. Sicehd gli mn punti variabili son tutt Aisbinti.

Vaviando la forma con cui § interseca C, gli mn punti
variabili possono venire a coincidere a gruppi in punti eui
devon percid attribnirsi molteplicite & tntersesione maggiori
di 1, Come tali molteplicith d’intersezione possan valutarsi
verrd precisato piu tardi (n. 23). '

11 ragionamento esposto ci dimostra pure che:

Il gruppo generico di une serte lineare &’ ordine n (n. 16,
prive di punti fisst, sopre und curre irriducibile, ¢ costitwito
da n punti distinid.

Per le serie lineari sopra una retta questo fatbo si era gid
osservato al u. 5 {Oss. 2%).

B

16. Serie lineari pi volte infinite. — Sia ¢ una curva
algebrica irriducibile dello spazio Sg, dove (T, ¥,y «n Tg) SO
‘ecoordinate omogenee di punto, e X sia un sistema lineare oo¥
di forme algebriche, di equazione: '

,)‘Ocpo(ﬁ"o; Q’n rery xd) s I o }‘Ir!:Plf(Q"D7 ) mﬂ’f} =0.

{1y Un punto multiplo @& 7 sta sulla prima polare di nu peuto generico
del piano, rispetto ad f. B quindi, s¢ f possiede infiniti panti multipli,
questi costituiscono una parte comune ad /e alin prima polare.
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Snpponi;uno che ¢ non appartenga alla varietd base di 5 -
anzi che fra le intersezioni di ¢ con una forma variabile di }]’
va ne siano talune variabili.

La totalitd dei grappi di punti staceati su ¢ dalle forme
i X, chiamasi una serie lineare i grappi di punti su €. Gli
evenbuali punti fissi, comuni a € e alle forme di ¥ pus;sono
o no, fufli o in parte, ineludersi nei gruppi della serie,. Ourﬂmlo
vi sieno inclusi, si divd che la serie possiede punti ﬁss?

Ordine della serie & il numero dei punti costibuenti l;ll 510
gruppo qualunque.

Se r & la dimensio c serie, ¢iod i
a aimensione della serie, ¢iod il numero dei para- -

metbri indipendenti mediante cui si pud determinare un erup 0
dellz\m serie, indicheremo la serie stessa col simbolo g1‘.5 o

I ‘evulen!:e che r=CI¥; ma non pud senz’ altro :1;‘}'ermarsi
che sia addiritbura + = B. Tale eguaglianza sussiste ecerto
allora che ogni gruppo delin serie sia staccato da une sola
f()l'mft di &, perché fra le forme di T e i gruppi della serie
havvi in fal caso nna corrispondenza biunivoea contimm.-

Oceorr.e ora esaminare che cosa accade yuando un gruppo
della ¢ sia staccato da due o pilt forme di 3. Sia p. es. il
gruppo G, staceato sn € dalle due forme distinte o =0 =0
fuori dei punti fisstr dai quali possiamo benissimo zw:.s:m'arre1
Allora @), & segato su € da tutte le forme del fascio @ -t~ lcp':()'
f:he appartiene a X, cosl che qneste forme segnano su ¢ punni’
I quali son tubti fissi. Pertanto la forma del faseio cp—}—).cp’:(;
cl.le passa per un punto generico i ¢, avendo colla curva
pitt intersezioni di quante ne richiedn il teorema di Bfzour
contiene butta la €, ’

Viceversa, se a X appartiene una forma © =0 che con-
tenga ¢, indicata eon ¢’ =0 una forma di 2 che stacchi &
(uma almeno ve ne sard certo), la forma generica © =4 Ao = (,;
stacea pure su C il gruppo &,,. Dunque{

L-(b dimensione delle serie g7 & pid piceola della dimensione R
del S‘ESiﬁ?Hfl, lineare B, che la stacea su C, allova ¢ soltanto allore
che @ L appartenge qualche forma uon.,tmenm C.

Indichianmo adesso con & la dimensione del sistema 74
neare H di tntte le forme i %, che contengono € (n. 4). Per
un gruppo gqualungue &, di g, passano allora almeno oolt#d
forme di %, coslituenti il sistema lineare che congiunce K
con una forma di T che stacchi &,. D’ altronde le f(,),rmebdi E
che passano per &, costituiscono pur esse un sistema lineare:
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¢ la genevica di tali forme non ha intersezioni variabtli con €';

per guisa che le forme del sistema stesso passanti per un

punto generico di C, contengono in conseguenza tubta la curva,
ciod costituiscono il sistema H. Ne deriva che per ogni
gruppoe G, passano soltanto oo™ forme di .

0id premesso, entro X scelgasi un sistema lineare K di
dimensione R — I — 1, che non abbia aleuna forma in comune
con H: il che & sempre possibile.

Le forme di K, tra le guali non ve w'& alcuna che con-
tenga ¢, staceano su ¢ grappi della g7, considerata; ed o facile
provare che ogni gruppo &, di g7 & staceato da wna forma di K.
Invero, il sistema lineare delle oo+ forme di X passauti
per &,, ha in comune con I{ una ed una sola forma, la quale,
non passando pev €, stacen G, Pertanto la g & staccata su C
anche dal sistema K di dimensione R —h—1; e poiché
questo non contiene forme passanti per €, si couclude che
=R —h— 1. Perveninmo cosl al feorema:

Fra le dimensione v di wnae serie lineare, segata sopra una
curve irriducibile ¢ de un sistemea linearve, %, oo, di forme, e
e dimensione I del sistema lineare delle forme di I che con-
tengone C, passe la relagione:

r=R—1N"h — 1.

8i pud sempre segare su O lo date g), con un sisteme linewre
di forme, di dimensione r, contenuio in 2.

Da questo teorema traggonsi i corollari seguenti:

@) I gruppi della serie lineare g, data sulla curva C,
che passano per un punto P di O, diverso dagli eventuali punti
fissi della serie, formano une serie ineare di dimensione + —1,
per la quale P & fisso.

Infatti le forme di K, che passano per P, formano un
sistema lineare oo”™—!, cni non appartiene alcuna forma con-
tenente . Questo sistema taglia dunque su € una serie
Hueare di dimensione » — L.

Questo vale finehé P & distinto dagli eventuali punéi base
di K, giacenti su ¢. Se P & un punto base di K diverso da
quelli che si son assunti come punti fissi della serie, si eon-
sidererd la serie lineare ¢7—* staccata dalle forme di K che
passano per un punto @ di C che tende a P. Al limite, se P
& semplice per C, e vi & quindi una ben determinata posizione

e
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limite della vetta P@, che & la tangente in P, la g7—! ha per
limite la sevie staceata delle forme di K c¢he hanno in P
guella tangenfe.

Nel caso in cui P sia multiplo per € occorre cousiderario

come equivalente a uno o pitt punti semplici, nel senso pre-
cisato in seguito {n. 28)

Quando P coineida con qualehe punto fisso della sélie i
gruppi i questa che contengono P eoincidono colla g7 shessa.
Sicche in ogni easo i gruppi di una serie lineare che passano
per un punto qualungque P della curva, formano una serie
lineare.

La replicata applicazione della conclusione eui siamo giunti
conduece alla propriefd:

by I gruppi di una g, passanti per s punti gualunque
delle curva (s < n), costitwiseono wna serie lineare, la quale
ha le dimensione r — s, quando gli s punti siano generici; o
maggiore di r — s per posiziont particolari dei punti stessi.

Per s =1r si ottiene:

¢) Per 7 generiei punti della cwrve C passe un sol gruppo
di wna date g,

Ne deriva che:

d) Per une g7 & sempre v = n, giacchd in un gruppo non
posson esservi meno punti di guanti son assegnabili ad arbitrio,

Una serie lineare pitt volte infinita pud anche definirsi
come la totalitd dei grappi di livello costante per una fun-
zione razionale del punto variabile su €. Occorre perd, nel
casg di una ¢7 di dimensione » > 1, considerare mna funzioune
razionale contenente linearmente » — 1 parametri- essenziali,
Se, invero, i gruppi della g7 son dati dalle forme del sistema cc”:
‘:Po(xoamn e xd) + lﬁ?((mo: By enry wd) -

A= 200 (gy Ty ey T5) =0,

esst posson pure considerarsi come gruppi di livello eostante
%o R - :
s P S S W o che di-
. -f‘ i »
pende dagli » — 1 parametri 3, %,, ..., 1,_,. Questi non posson
esser sostituiti da un numero inferiore i parametri, perchd
altrimenti i gruppi della serie sarebbero meno che cor,
Mediante une trasformaszione birazionale, che muti Il
curva C di wno spagio Sg, nelle curve D di uno spazio 8,
(k equule o diverso da d), ad una ¢, csistente sy C corrisponde
wna g° su D.

per la funzione razionale
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Sieno, inverc:

(3) Y =%y, By oy Bg)y (=01, ., k);
on; == YUYy Yiy o Yady (F=10, 1, oy ),

le formule che rappresentano la trasformazione birazionale
fra ¢, D. Allora alla serie g’ segata sn C, fuori dei punti fissi
(dai gunali si pud in un primo tempo astrarre), dal sistema
lineare:

E2,/1(80, B 5 o » %a) =0,

£==xQ -

corrisponde su D la serie lineare segata, fuori del punti fissi,
dal sistema lineare:

[

g‘i-pi(yo: Yoy oo Yu) = 0y
ove sl & posto:
lﬂi (?]o: Yiy oo ?)'k) =.fi (‘-Po: q’u ey Ld)

Le due serie hanno la stessa dimensione, perché i lore
gruppi sono in corrispondenza biunivoea continna; ed hanno
lo stesso ordine, perché agli n punti variabili di un gruppo
mobile nella g7 esistente su €, corrispondono # punti variabili
di D, formaunti il glnppo omologo della serie lineare corri-
spondente.

Se ora si aggiungono a tutti i gruppi delia g7 di ¢, aleuni
punti fissi, i punti ad essi omologhi si aggiungeranno atla ¢~
di D; e cosl «i avrd che ad una g7, di €, priva o no di punti
fissi, risponderd sempre su D una g7 dotata delo stesso nu-
mero & punti fissi.

In qual senso debba interpretarsi la cosa nei riguardi dei
puuti malsipli eventuali delle €, D (che sono in numero finito,
stante 1a supposta loro irriducibilitd) verrd precisato in seguito.

OssErvAzioNn. — Per uniformita di linguaggio, un gruppo
di » punti dati sulla earva C, sl cous:deleﬂ come una serie
linewre di dimensione zere: una g°. Se esso ¢ segabo da un
sistema lineare I, oc®, (i forme, le forme del sistema non
hauno intersezioni variabili con ¢, e quindi le 2oF-1 forme
di I, che passano per nn punto generico di €, contengono -
tutta la curva. Vale ciod anche per una ¢° il teorema di pag. 57.
In qual senso debba intendersi dato un gruppo di punti su €,
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quando esso comprende punti multiplt della curva, verrd pre-
cisato nel n. 23,

17. Costruziono della imagine proiettiva di una data serie
lineare. Serie semplici e composte. — Sopra la curva piana
irvidueibile :

S, , Ty, %) =0
{dove, al solito, %,, #,,z, denotano eoordinate omogenee i

punto), sia data una ¢, priva di punti fissi, la quuale sia
staccata su f, foori dei punti base, dal sistema lineare .

.

.

\1 3 v —
.ng"%(m“’ %y my) = 0.
1=

In uno spazio 8,., dove y,,9,, .., ¥, denotano coordinabe.

omogenee di punto, costruiamo il lnogo:

CY: =@ (%, %, , ¥,) (i=0,1, .., r.

Mentre il punto x(z,, %, %,) deserive 7, it punto yiy,, v,, .., ¥,)
non pud restare fisso; c¢hd altrimenti le ¢ differirebbero per
un fattore costaite e la g7 avrebbe la dimensione =10, il che
noi escludiamo. Quando 2 deserive £, il punto y descrive dunque
una corva € che & algebrica, perehé il suo punto & funzione
raziouale del punto variabile su f (Noz. introd. Y, VI). Un
punto generico di ¢ proviene da p =1 punti di fi e le due
curve C, f sono in corvispondenza birazionale allora e solo
allora che sia p=1.

Come pud accadeve che due punti distinti x, & di f por-
tino allo stesso punto ¢ del luogo €2

Ripetendo, mutatis mutandis, il ragionamento di pag. T,
i vede che ¢id pud accadere allora e solo allorn che tutte le
curve di  che passano per mno dei due punti #, &’ passano
in conseguenza per I altro. Orbene, se lo curve i 5 che pus-
sano per un generico puuto & di f, non passano in conse-
guenza per albtri punti di f variabili con x; ciod se tubfi i
gruppt di ¢ che passan per =, non passano in conseguenza
per altri punti della curva, si dice che Ia serie gr & semplice.
Se, invece, tutti i grappi di g, (cio¢ tutte le cnrve di X) che
passan per x, passano in conseguenza per altri p— 1 punti
(variabili con =), allora la serie dicesi composic (efr. col. n. 13).
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In tal caso st 7 81 ha una serie y, oo, di gruppi di p puntl.,
tale che ogni grappo di ¢ che contenga un punto di uno di
quei gruppi, contieme gli altri p—1, ¢ per un puuto qua;
Inuque di f passa un solo gruppo di . La serie y 11101h1'.e &
algebrica, perchd i suoi gruppi sono in corrispondenza bira-
zionule coi punti della curva algebrica €, Pertanto, secoudo
LRV N 13 i ~L H {dine 1.
In definizione del n. 14, v ¢ un’involuzione oc! di ou}lnm !
i dird & composta ¢ e involuzione, nel senso
Si dirfu che la g7 & composte con tale involusione,

— . —
che ogni gruppo di g7 si seinde in m gruppi di 7.

P. es. la gerie lineare skaeeats sopra ina curva piana dal
sistema di tubtte le cnrve di dato ovdine & semplice. Il}\’e(:(ﬂ,
la serie staceata sopra una curva piana [ di ordine x, eon un
punto (n — 2)-plo P, dalle curve di ordine n — 3, per cul r
sia {n — 3)-plo, & una serie composta. Qneste curve si spezzano
infabti in n — 3 rette per P, e percio quelle di esse, chfs pas-
sano per un punto qualungue @ di f, contengf)no l.’mte.ra
retta P@Q e passano in consegnenza per I ll]f-el'](‘)l‘e mluel's.e-
zione variabile di f con guesta retta. La serie consnleral’-a. ¢ In
tal caso composta eolla ¢ staceata su f dalle retbe del fascio lf.

Osserviamo ora, ritornande alle considerazioni generali,
che la eurva € & irriducibile e ¢h’ essa apparbienc sempre al].(‘)
spazio S, e non ad uno spazio di dimensione inferiore; e cio
tanto nel caso p==1, come nel easo p > 1.

Nel caso w==1, la irridueibilitd di € consegue dalla stessa
definizione di curve iperspaziali irridueibili (Noz. int:roq. Vi)
Nel caso u > 1, se C si spezzasse in due parti 'C”, a7, si spez-
zerebbe in due parti infinite v, 7" anche la serie v; e per uu
punto generico di f passerebbe almeno un g';rlvlpp.o di %" ed
uno i y”. La serie v non sarebbe pertanto {11' 111(]1.06 1.

Proviamo adesso che non pud esistere un iperpiano

{6} Aoy 4 A Y, e A Ay =10

dello 8,, che contenga €. Invero, se un tale iperpiano esl-
stesse, sussisterebbe la relazione

(7) )‘ucpu (g3 %y, @} - l,.cp,.(ﬂ;n, Ty Q’z) =0,

valida per ogni punto x di £ Qualori la (7) fosse soddisfatta
per ogui 2 del piano, le forme v non sarebbero lmearm.enle
indipendenti, come noi abbiamo supposto quando abbiamo
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assegnato la dimensione r della nostra g7 eguale a quella del
sistema lineare ¥ segante; dungune la (7) non pud che esser
soddisfatta limitatamente ai puntt di f; cioé essa equivale
all’ identita:

Moo + Ay v = M = 9 (%, %y %) (%, 7, ),

ove 9 & una forma nelle . Cid prova che al sistema 2 appar-
tiene qualehe curva coutenente come pavie f; contro al sup-
posto che X abbia la stessa dimensione » della serie lineare
segata. Lia conclusione & dangne che non esiste aleun iperpiano
- ¢ quindi tanto meno uno spazio di dimensione inferiore —
che contenga C.

La corrispondenza fra f, €, che & biraziouale, quando sia
p=1, muta i panti variabili in eui & segata da una curva
mobile in X, nei punti ove ¢ & segata da un iperpiano va-
riabile (6), e viceversa; onde la curva C & di ordine n (n. 15).
. Se il‘we.ce p > 1, pur rvestando vero che al gruppo delle
intersezioni variabili di  con una cnrva mobile di £ corri-
sponde il gruppo delle intersezioni di ¢ con un iperpiano
variabile, accade che ognuna di queste ultime intersezioni
proviene da p di quelle; onde €. & di ovdine nip.

' ‘Si osservera infine che la corrispondenza fra le curve di 3
cioe f\m i gruppi della ¢7, e gl iperpiani di §,, & pro-iemﬁm:
perche due elementi omologhi eorrispondono agli stessi valori
dei A. Riassumendo: -~

Abbiasi sopra una curva irriducibile piane f una serie
Lineare g7. Si pud sempre costruire in uno spasio :S;,. UNE CUFUL
algebrice O irriducibile, il cui punto sie fungione raszionale
del punta di f, in modo che ai gruppi della data g7 corrispon-
dano proietiivamente ¢ gruppi delle intersezioni i E’ eogl iper-
pleni di S,.. La curva O & di ordine n e birasionalmente eqiti-
q;(:lﬁvf.te (uj’, 5 ose la g ¢ semplice; essa & di ordine nipn ed in
corrispondensea (1, n) con f, se¢ la sevie ¢" & ¢ 0.
mm(m;;iom 2 o‘f.d,?::e) . Ty se la sevie g7 & composte con une

Lea costrusione di O pud effettuarsi geometriccomente nel
morto' sequente: Pongast una qualungre proiettivita (non degeriere)
tra i _gr-zrppi di g7 e gl iperpiani di wno spazio S,. 4 lora ai
gruppi di ¢", che passano per un generieo punto x di f, corri-
spoudone g’ iperpiant di S,., che passano per wn certo -;mnta Y,
variando x su f, il punto y varie in S, deserivendo C. "
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L curva ¢ chiamasi-V imegine proiettiva delle data g7 .
Quando p==1, ¢ & un modello proiettivo di f (Noz. infrod. V1I).
Se p > 1, poicheé ogni punto di ¢ ne rappresenta p di f, la
carva € si pud considerare come un modello proiettivo di f;
in gquanto la si rignardi come una curve multiple secondo L.
In seguito verrd dato un significato sostanziale al conceito
di eurva multipla‘,‘q-ni introdotto soltanto come un’ abbrevia-
zione del linguaggio.

La costruzione ed il relativo teorema possono evidente-
mente estendevsi, senza difficoltd aleuna, al caso di una ¢7 con-
siderata sopra nna curva irvidueibile f di uno spazio 8, e si
ha cosi Pimagine proiettiva di une seric lineare dala sopra
wne curva iperspasiale.

OSSBRVAZIONE 1% — B evidente che une ¢ non puod esser
composte con die diverse involugioni ¢, v, perché preso un
generico punto & della curva ¢ su ecuni & data la ¢7, tanto il
gruppo di v, gome il grappo di v, individuati da %, son egnal-
mente definiti ecome il gruppo dei punti variabili comuni agl
oo™t gruppi di g7 per @ Onde 1 ¢ v coineidono.

OssERVAZIONT 2%, — 11 ragionamento della fine del n. 16
prova pure che quando fra due curve algebriche ¢ e e cot-
rispondense (1, 1), el senso che il punto di C sia funzione
rasionale del punts di D ¢ questo funzione wlgebrice a 1 valori
di quello, ad unae serie lineare di O corrisponde una seric lineare
di D; se la prima eune ¢, le seconda surd unae 9:41’ composte
mediante Uinvoluzione v, ool, di ordine p, i oui gruppi corri-
spondono su D «ab punti di C.

Viceversa, ad ogni g, delle D, composta con 7, risponde

s O wne serie lineare ¢t . =

Infalti, Pimagine proielbiva della ¢, & una enrva ¢’
di ordine m dello spazio 8, birazionalmente equivalente o
¢ B alla g, corrisponde su €' la g5, delle sezioni iper-
piane.

L considerazione dell’imngine proieitiva di nna data serie lineare @
delln nussima importanza, perehé permeltfe di trasportare nel eampo proiet-
tivo lo studio di molte proprietd appartenenti alla geomebrin suil’ ente,
fssn & dovuin a Bonn (G6r. Nachr, 525, (1870); Math. Annalen, 3, 459
(187113 Math. Annaden, 4. 527 (187TD; Mall, Annalen, 5, 378 (1882)]. Vedi
pure: BrILL-Nowrin g, Math, Annalen, 7, 269 (187d); Virosus®, Aath.
Annalen, 19, 161 (I882),

b g e e 8 e P - — e -

A

e T
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18. Preiezioni di una curva iperspaziale algebrica. — Prima
di occuparei in modo specifico delle proiezioni delle curve
algebriche, faceiamo talune osservazioni generali sugli spazi
secanti di una enrva qualunque € dello spazio S,.. Intendiamo
che la € soddisfaccin alle condizioni che consentono di par-
lare di retta fangente a € in un sno punto generico (ciod in
ogni punto, salvo un numero finito o una infinith discreia di
eccezioni), Intendiamo inoltre che un iperpiano qualungue
incontri ¢ in an numero disereto di punti; mai in o’ infinitd
continua: il che esprimiamo dicendo che € appartiene allo S,.

Osserviamo in primo luogo che v punti generici i O
(w=n) individuano un S,y {ciod stauno in un Sp1 € Mol
in uno spazio inferiove). Poichd la proprietd & vera per p =2,
supporremo che sia stabilita per p <k e la dimostreremo per
po==1%. Se k punti genericl appartenessero ad un Sy_qs scelti
su ¢k — 1 puunti generici, questi individuerebbero un Sg_s,
che dovrebbe coutenere un punto generico di €, la guale
dunque non apparterrebbe allo S,.

- Dato uno spazio Q, ad » — % — 1 dimensioni dello ., ed
uno spazio w, a I dimensioni, non appoggiato ad Q, ricor-
dlamo (') che proietiere ¢ da Q sn o, vuol dire congiungere &
con un punto P variabile su C e intersecare lo S,_,, QP, con
o, nel punto P il luogo ¢’ di P’ & la curva proiezione di C.

Si pud sempre scegliere © in tal gnisa che la proiezione
di € si compia in modo generalmente biunivoco (ciod che vi
sla una corrispondenza biunivoea fra i punti di ¢, ¢, salvo
un numero disereto di cccezioni)?

Per rispondere occorre premettere il lemma seguenfe:

Lo spasio Sy, individuato da p<<r—1 ’punti generici
dellee curva O di 8, non inconira altvove la curve.

Dimosiriamolo anzitntto per w=2, » =2, Si tratta di
provare che mon ogni corda i € & una frisecante. Se la
generica corda A B incontra ulteriormente ¢ in punto P, da P
la eurva ¢ vien proiettata almeno doppiamente; e poichd AB,
per esser generatrice generica del cono I' proiettante ¢, non
¢ multipla, le due tangenti a ¢/ in A, B giaccion sul piano
fangente a I' lungo AB. Pertanto le tangenti di € s incon-
frano a dune a due, e dal momento ch’esse non passuno
tutte per un punto {(ché altrimenti proiettando ¢ da un S

1—3

(') Bewrint, Iperspasi, pag. 35,
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sopra un piano si otferrebbe ivi nna curva con. tutte le sue
tangenti passanti per un punto), giaceiono tutte in un piano;
contro I'ipotesi che € apparvtenga ad nno spazio di dimen-
sione > 2 ('),

Cio posto, si ammetta dimostrato il lemma per p <<% ed »
gualanque. Allora, cousiderando la proiezione ¢ di ¢ da un
generico punto di € sopra un iperpiano, se ne deduce subito
il lemma per p==5L.

Consegnenza immediata del lemma & che:

Une curva C dello S, da un punto O che sia scelto gene-
ricemente o nello spazio o sulle curva, wien proieftete sopra
wi iperpiano in wna curve O, 1 cul punti rispondono « quelli
di O in modo generalmente biunivoco.

Invero, se 0 & scelto genericamentée su ¢, la vetta 0P, che
proietta il punto genevieo Pdi €, non incoutra altrove la curva.
Che poi O possa scegliersi nello spazio (genericamente) in gnisa
da proiettar ¢ binnivocamente risnlta da ¢id: Si assuma una
retta generica per uan punto sempiice P di €. Hssa non in-
contra altrove la eurva, Sicehd da un punto O di tale vetta,”
diverso da P, C si proietta biunivoeamente, perché se no anche
la retta OP dovrebbe incountrare € in un nlteriore punto,

La cowmbinazione deile osservazioni precedenti, counduce
senz’ altro alla seguente proposizione generale:

Scelgansi in S, v — T puntéi (E="r — 1), dei quali aleuni in
modo generico nello spasio ed altvi in modo generico sulle curva
C, appartenente ad 8,. Dallo spazio S,_,_, dea essi individuato,
le O si proiefte binnivocremente (salvo wn numero discreto di
eccezioni) sopra uno spaszio Sy, in wna cuwrve .

Veniamo ora pil speciaimente al caso in cni ¢ & algebrica
(e irridueibile), ‘di ordine n. Le operazioni ehe conducono
dalla ¢ alla sua proiezione ¢, da un punto gualunque sopra
un iperpiano, o piltt generalmente da un S,_,_,, Q, sopra
un 8, o, sono algebriche, anzi razionali, Qosiecheé il punto
della ¢, & funzione razionale del punto di € e quindi (Noz.
introd. VI) Ia curva €7 & algebriea

La proiesione di una curva olgebrica & ancora une cuwrve
algebrice.

17 se, come abbiamo supposto, C & irriducibile, anche la pro-
tezione ¢ irrvidueibile. '

(Y} Questo ragionamento & di CasrirLxvova.

Hoveri - Geomeetrie afgebrice - D
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Invero, Ia ¢ & in corvispondenza birazionale con ¢, se
lo 8, che proiettn da @ un punto generico P di ¢, non
inecontra ¢ in alteriori punti variabili con P (il che accade
sempre, quando @ sia scelto genericamente nel modo sopra
ospresso); se invece quello S,_, incontra ¢ in altri p— 1
punti variabili, allora €" & in corrispondenza birazionale coi
gruppi di una iuvoluzione oo! di ordine p, esistente su ¢,
In ogni caso (n. preec.) ¢ & irviducibile.

Se un iperpiano generico per @ ineontra ¢ in n— L punti
rariabili (b 2> 0, quando @ sia appoggiato a ¢ in qualche
punto), P ordine u" di ¢ &:

n — h

»'=n—Nh, oppure: n = m

H

secondo ehe €' & in corrispondenza birazionale o in corri-
spondenza (1, ) con .

In particolare, se €' si proiefta da uno §,_, generico dello
spazio sopra un piano, si ottiene una curva ¢’ birazional-
mente equivalente a € (e dello stesso ordine).

Per la definizione stessa di une curva algebrice iper 91:(&&(;!#,
noi sappiamo che esiste sempre une cwrve piana ad essa bira-
zionalmente equivalente. Ora vediamo che quesia curva si pud
semplicemente costruiire con una proiezione.

OssprvAzIONE. — Il lemma dimostrato al principio di
questo n,, tenuto counto del fatto che ogni ¢ semplice, sopra
un conveniente modello proiettivo della eurva, diventa la
serie delle sezioni iperpiane, pud enunciarsi cosi:

Data sopra una curva une g' semplice, non pud mai weca-
dere che i gruppi della serie passanti per p==r —1 punti
generici della curve, passino in conseguenza per altri puuti,
con quelli variabili.

Inoltre, sopra nuna enrva ¢ dello S,, pel lemma, i gruppi
di » punti, che son contennti in spazi §,_,, dipendono da
meno di # —1 parametri, Cosicehd sopra un iperpiato gene-
rico non possono esistere siffatéi gruppi di punti. B invero,
se un iperpiano generico mne contenesse qualeuno @, poiché
per G passerebbero oo! iperpiani, al variare dell’” iperpiano
constdarato, otterremmo oo™ ! gruppi &, contro il fatto che
essi dipendono da meno di » — 1 parametri. Cid pud enun-
ciarsi- dicendo:
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Date une g semplice e prive di punti fissi, sopra wneg
curva G, & puntt qualungue di wn suo gruppo generico appuar-
tengono soltanio « questo gruppe delle serie.

Le proiezioui di una carva algebrien iperspazinle furono sistemantica-
mente considerate per lo prima volta nelln Memorin di VeroNess, Behand-
lung der projektivischen Werhiilinisse der Ritume von versciiedenen Dimen-
sionen durch dus Prineip des Projizierens wnd Schueidens [Muth, Ammlen,
19, 161 (1883)].

Le propristd viferite nell’ osservazions, sono state notate da BerTINI,
Torino Atti, 26, 118 (1890); Aun. di Mab. 22,, 1 (1493).

19. Condizione perehé nna corrispondenza birazionale tra
due curve sia un’ omografia. — Per costruire 1'imagine pro-
fettiva di nna g; data sopra una curva € dello spazio S,
OVe Ty, ¥, .., ¥y Slano coordinate omogenee di punto, siamo
parbiti (n. 17) da an sistema lineare

1"
DAy, By, a) =0
¥ =0
di forme, che stacehi su € la ¢ (priva di punti fissi),
abbiamo indi considerato la curva ¢’ dello S,., rappresentata
parametricamente da

EYr =0Ty, T, ., ¥y) (i=0,..,n

essendo il punto alx,, «,,.., ¥, variabile su C.

Ma Ja data serie g7 non individua uu sistema capace di
stacearla su €. Cosi p. es. sopra una conica & Ia ¢ staceata
dalle refte del piano, pud pure staccarsi col sistema delle oo?
coniche che passano per due punti di & e per un punto fuori
di ;5 oppure col sistema co® delle cubiche che passano doppia-
mente per un punto di %, semplicemente per altri due, e che
passano inoltre per due punti fuori di &; ece., ece.

Finche era dato 11 sistema segante la serie, se si fossero
cangiabte in esso le 41 forme indipendenti atte ad indivi
dnarlo, costruendo mediante quesie forme, nel modo ricordato,
la curva €, evidentemente non si sarebbe fatto altro che
mutare la proiebtivitd fra le forme del sistema lineare segante
& gliperpiani di §,., taleh® Ia enrva tmagine si sarebbe mu- -
tata in una ad essa omografica, In aléri termini insomma,
dato il sistema lineare segante, I’ imagine proiettiva della g7

vien definita a meno di un'omogralia dello §,..
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Ma, se si muta il sistema lineare segante la data serie g7,
le nuove imagini proiettive delia serie, che st vengono cosl a co-
struire, in quale relazioune stanno colle precedenti? Orbene, pro-
veremo che Je nuove imagini proiettive sono le stesse delle an-
tiche, cosl che potremo concludere che date sopra wne curee U
irridicibile wna serie lineare g, semplice o composia, le ima-
gine proiettive delle data g, ¢ definite @ meno di ww’ omografia
dello 8,., comungue si scelge @l sistema lineare di forme che
stacce su O la seric daia.

ji chiare intanto che due imagihi proiettive di g5, siano
osse 0 no costruite a partire dallo stesso sistema lineare se-
gante, sono due curve dello sbtesso ordine (n 0 n:p secondo che
la, serie & semplice o composta con una Tuh riferite birazio-
nalmente in tal guisa, che alle sezioni iperpiane dell’ una cor-
rispondono le sezioni iperpiane dell’ altra. Questa condizione,
che & evidentemente necessaria perehé due eurve siano omo-
grafiche, & anche sufficiente ? Se si, potremo concludere nel
modo enuneciato. 8i tratta dunque di provare che:

T condizione necessaria ¢ sufficiente affinche due curve
algebriche irriducibili D, D, in corrispondense birazionale,
appartenenti @ spagi B, L' di dimensione r, sieno omografiche,
3 che alla serie delle sezions iperpiane dell’ una corrisponde la
serie delle sezioni iperpiane dell’ altra.

Per ipotesi, ad ogni iperpiano di & viene associato un
iperpiano di X', che & quello il quale segna su I’ il grappo
omologo della sezione (i I ¢ol primo iperpiano; e viceversa,
La corrispondenza fra le due curve ne induce perlanto una
birazionale (biunivoea, algebriea) fra gli iperpiani di I, &'
Studiamo le proprietd di questa corrvispondenza.

Consideriamo in ® un fascio H d’iperpiani. Iisso stacca
sn D, che sia d’ordine », una gl, alla quale corrisponde
ma gt di I, Pertanto ad H risponde in &' un sistemu alge-
brico oo, H’, di iperpiani, che staccano la gl omologa di quella
considerata su D. Per un punto generico di D" passa dungue un
sol iperpiano di H'. Da eid si trae che H’ & un fascio. Invero,
<o H' non fosse nn fascio, per un punto generico di X° pas-
serebbe pitt di un iperpiano di H' ('} e quindi H' ammette-

(1 Una enrva algebriea di 8., che sia segata in un solo punto da un
iperpiano generico, & una retba. Dualmente: Un sistema algebrico ot di
iperpiani, tale che per un punto generico ne passi uno [solo, & nn faselio,

-PRIME PROPRIETA FONDAMENTALI DI GEOMETRIA SULLA CURVA 69

rebbe wna varietd inviluppo V,_, (un inviluppo proprio; non
un inviluppo luogo di punti base del sistema) e D' appar-
terrebbe a quest’ inviluppo e savebbe percid toccata dagl’iper-
piani di H' nei punti ove essi la incontrano. Sicehé un gruppo
generico della ¢! cousiderata su D’ sarebbe costitnito da punti
multipli (almeno doppi); il che non pud avvenire (n. 15, Oss.).
Pertanto H' & un fascio.

La corrvispondenza birazionale ftra gl’iperpiani di X, %’
muta dongque un fascio in un faseio e quindi essa & un’omo-
grafia (*). Agl’iperpiani di X passanti per un punto P -corri-
spondono pereid gl’iperpiani i 2’ passanti per il punto P’
corrvispondente a P nell’ omografia; e viceversa. 1§ poichd ogni
punto di D {o di D) pud considerarsi come centro di una
stella di iperpiani, cosi le D, D’ si corrispondono nella sud-
detia omografia. '

20. Serie lineari contenute in una data. — In sostanza,
nella dimostrazione precedente noi abbiamo stabilito che, entro
la g7, delle sezioni iperpiane di D', una serie algebrica oo' di
gruppi n punti, di indice 1, & segata da un fascio di iperpiani.
Pilt in generale possiamo dimostrare che:

Data sopra une curve irrviducibile € dello Sy una serie
lineare g7, staccata su C, Juori dei punti fissi, dalle forme del
sisteme lineare A, di equazione:

. .

B0 iy B yeny Ty) = 0,
i=0

ogni serie algebrica oo™’ di gruppi di g, tale che per ¥ punti
generici di O passi uno solo di quet gruppi, & lineare ed é stac-

cate s O da un sisteme subordinato di A.

Tacciamo 1’ imagine proiettiva di quella g} . Avremo in §,
una ¢ (di ordine '=mn od w'=mnlp) e su questa una ¢,
imagine della g7 di C. Inoltre esisterd su ¢’ uua serie alge-
briea o di oco”’ sezioni iperpiane, tale che per «° punti gene-
rici di ¢ ne passerd una sola. Diciamo H il sistema degli oo™’
jperpiani che staccano su €’ la serie o. GI' iperpiani di H pas-

") Sotto forma duale: Una corrispondenza birazionale tra i punti di
dne 8., che facein corrispondere a una retbn dell’uno, una vetta dell’altro
(subordinando fra queste una proiettivitd; ved. Nos, infr, 1V), & un’omo-
arafin, Berriw, Iperspesi, pag. 55,
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santi per » —1 punti generiei di formano nn sistema o',
tale che per un altro punto generico di €’ passa un sol iper-
piano di quesbo sistema; il quale, duugue, a norma della con-
elusione del n. precedente, & un faseio. Ma allora gl’iperpiani
di H passanti per ' —2 punti generici di ' e per un punto
generico dell’ambiente S,., formano un sistema oo, il quale,
su ¢, & Qindice 1. B dunque anch’esso & un faseio. Cosl pro-
seguendo, si giunge alla conclusione che per ¢ punti generiei
di 8, passa un sol iperpiano di H; epperd H & un sistema
lineare (%), formato dagl’iperpiani che passano per un cerlo
S?'—r’-—i .

Ritornando da €' a C, si vede che la serie algebrica oo’
di ¢ & segata da un sistema lineare contenuto in A.

Ne segue come immediato covollario, questa importante
proprietd :

Le sols serie lineari contenute totalmente in una serie lineer e,
la guale sia staccata da un dato sistema lineare di forme, sono
quelle staccate dai sistemi lineari a questo subordinati.

Abbiamo detto contenute fotalmente per alludere al fatto
che i gruppi delle serie subordinate che si considerano, sono
gruppi totali della g7 (ciod dello stesso numero di punti);
mentre diremo che una serie & contenute parziclmente in
w’ altra, se ogni gruppo della prima & parte di qualche
gruppo della seconda.

In base al corollario enunciato, le relazioni fra le serie
lineari contenute totalmente in una data, §'identificano colle
relazioni fra i sistemi lineari subordinati a un dato, cioe
colle relazioni fra gli spazi Iineari subordinati a un dato.
Questo fatto si vedrd in seguito sotto nuova luee (n. 28, Oss.).

21. Interpretazione proiettiva della relaziome fra una serie
lineare cd una serie lineare subordinata. — Sia € una curva
irriducibile, d'ordine =, dello §, e €’ sia una sux proie-
zione biunivoea (n. 18) da un S,_,._,, £, che non incontri
¢, sopra un Sy, «. Alla serie ¢7' staccata su O dagli iper-

(1) Ved, la fine del n. 7. Del resto la proprieth che gqud ai applica &
ln duale di quest’albra: una varietd algebrica ¥ dello 8., che sia segata
in nn sol punto da un generico S-—v, & uno spazio lineare 8 perché si
projetia da un Se_p—p generico sopra un Seoyy secondo wna forma lineare.
Qfr. BerTist, Iperspasi, pag. 232,
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piani del suo spazio, corrisponde su C la ¢ staccatn dagli
iperpiani per &; ciod una serie lineare contenuta totalmente
{(n. 20) nella g7 dl tutte le sezioni iperpiane di €. Se la curva
¢ si trasforma con un’omografia di o, in una enrva 07, fra,
¢, ¢’ sempre intercede una corrvispondenza Dbirazionule che
muta la serie delle sezioni iperpiane di €7 in una serie conte-

nuba totalmente in quella delle sezioni iperpiane di ¢, Dunque:

Se una curva C 2 proiesione biunivoca delle curea irri-
ducibile C, o & trasformata omografica di una siffatte proie-
gione di O, alla serie lineare segate s O degl’ iperpieni del
proprie spazio, ¢ cOTrisponde su ¢ wna serie conlenitic totalmente
in quelle delle sezioni iperpiane di C.

Questa proposizione s'inverte come segue. Le due curve
irreducibili ¢, ¢/, d'ovdine n, appartengano a due spazi 5,5
delle dimensioni rispettive », " (r > 2" > 1); e [ra esse interceda
una corrispondenza birazionale tale che alla ¢ delle seziond
iperpiane di ¢’ corrigponda st ¢ una ¢7’ eountenuta totalmente
nella g7 delle sexioni’iperpiane di C.

Ad ogni iperpiano «i X7 viene ad associarsi un iperpiano
di 3, che stacea su C il gruppo omologo di quello segnato
dal primo iperpiano su . Cosi al sistema degl’ ipelpmm
di &' viene a corrispondere in I un sistema algebrico oo™,
tale che per »' punti generiei i ¢ passa un sol i?)el'pimno di
guesto sisfema; il quale dungue (n. 20) & un sistema lineare,
costituito dagli iperpiani passanti per un S,_,._, &, che non
§ appoggia a €, perchd i gruppi della serie staccata su C
daglliperpiani i quesro sistema hanno n punt’ variabili.

8i proietti ¢ da @ sopra uno spazio 8., &, non appog-
giato ad Q. La curva proiezione C, sard rviferita biunivoca-.
mente a C, perchd la serie g7’ che si ha su ¢, in corvispondenza
alla serie delle sexioni iperpiane di €', & semplice. Fra C,, ¢°
nasce una corrispondenza birazionale, che muta la serie g7’ delle
sezioni iperpiane dell’ una, nella serie g7 delle sezioni iperpinue
dell’ altra. Anche le due eurve ¢, ¢" sono pereid omografiche
(0. 19); e si pud enunciare il teorema:

Se fra due curve irriducibili ¢, ¢ appartenenti « spazi di
dimensioni vispettive r, ' (r > > 1), intercede wneg corrispon-
densa birazionale, che muti la serie delle sesioni iperpiane di ¢
i une serie contenuta totalmente in quelle delle sesioni iper-
pigne di C, la enrvae C' & proiesione di C, da uno spazio non

appoggiato ¢ C, o & omografica ad wie siffatta proiezione.
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Si pud anche enunciare il risnltato cosi:
. ‘s ,
pw# che el gy, € contenute tolalmente in unea g, equivale
a dive che Pimagine proieitive delle ¢', « meno di un'omo-
grafic, coincide colla protegions della imagine proiettiva della g7,
de wn conveniente spazio d esse non appoggiato. o
Questo teorema vale evidentemente anche se la serie g7
- . ?"r . - : "
(e (}1111)(11‘31{1, gn)'é composta con uw’involuzione y). L'unica
variante é che, in tal caso, le due imagini proiettive sono
curve deil’ordine nip.

NS [/ B o 3 asi 3 i I i i
(')5'5 IRVAZIONE 1. . Assumasi lo spazio Z, in eul costrui-
seesi 11 modello proiettivo € di g7, passante per lo spazio T’

del modell ofettive CF di ¢7', 4 ‘a8 seri

ol mode .0 .1‘)10 ettn.(') .C di. i Allora sn C la serie omologa
alla g7" & segata dagli iperpiani per un ecerto spazio Q , ad
¥ -~ 9" — 1 dimeunsioni. Proiettando ¢ da @, su ', si ha ivi
ma curva €, che trasformasi in ¢ mediante una conveniente
omografia «" di 2.

Oid posto, si fissi in 2 un altro spazio, ad r —» — 1 di-
mensioni, Q, e si consideri, fra i sistemi lineari , ed @ deglhi
. eyt - . =y s . . 1 . . . -
iperpiani di X, passanti per gli spazi omonimi, Fomografia =,
che nasce chiamando omologhi due iperpiani dei predetti si-
stemi, i quali proiettano iperpiani di £’ corvispondenti nella =",
Un omognaﬁﬂa di Z, che muti , in 2, subordini fra 1 dne
sistemi I’omogratia w, e che inoltre muti in s& lo spazio &' ('),
fa c'orr.mpondere a € una carva €, che & auncora un’imagine
proiettiva della ¢7. La C, proiettasi da @ su 2" nella curva ¢,
Dunque:

Quando une serie g7’ & contenute in wne gv (r > > 1),
§i posson sempre trovarve die curve, imagini proieitive delle due
serie, du guisa che P imagine di gv' sie addirittura la proie-
gione dell’ imagine di g" .

Lo stesso risultato pud ottenersi cosi: Nel sistema lineare
o<’ di forme, che sulla enrva data 7 sega la data ¢7, scegliamo
o e . i : : -

r -~ 1 -forme linearmente indipendenti o, o, .., o,, di cui e
W J T N . H i1 H H

prime ¢ -i- 1 passino per altrettanti grappi indipendenti della
,,. 5 .

¢, subordinata alla data ¢7. Allora nello spazio 8,, ove

Yos Yy s Yo 81800 coordinate omogenee di punto, la curva €
rappresentafa da:

Y =1¢;, {1=0, 1y 1),

() Di tali omografie dello spazio T ve ne sone infinite. Ved. Berrins
Iperspasi, pag. 64, 1

5
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che & un'imagine proiettiva di g7, si proietta sullo spazio
coordinato fondamentale (¥, =Yp—y = . =¥pry, = 0), dallo
spazio S,_,—, opposto nella piramide fondamentale delle
coordinabe, sulla curva ¢’ rappresentata da

oy =95 (=20, L., r'),

fa quale & appunto un’imuagine proiethiva di g

OSSERVAZIONE 2° — Ritorniamo per poeo a considerare
la relazione fra una curva irviducibile ¢, d’ordine n, di §,,
e una sua proiezione biunivoea €7, da uno spazio Sy 2y
sopra un S,., ©. Se @ si appoggia a €, in tal guisa che omn
iperpiano generico per @ segni € in w—h punti variabili,
la cuwrva € & Q’ordine w'=n—h; e alla g delle sexioni
iperpiane di ¢ corrisponde in fal caso su ¢ una ¢, conte-
nuta parzialmente (n. 20) nella ¢7 delle sezioni iperpiane d¢i C.
I} teorema si pobrd invertire anche in questo caso, come quando
era h=0? La inversione si pud fare anche in tal caso, perd
soLto una condizione supplettiva, che verrd specificata pitt tardi
(la curva ' deve esser norinale; ved. n. 31) (*}. Qui ci basterd
addurre un esempio, per provare che I inversione non é
senz’ altro lecita.

Consideriamo nello spazio ordinario una quariice C raszio-
nale o quartice gobbe di seconda specis, senza punti mul-
bipli (ved. al n. 32); e sia €' una conica. Ira €, ¢ si pud
porre una corrispondenza biraziounale, perchd le due curve
sono birazionalmente equivalenti ad una retta. Orbene, alla
g: segata su ¢’ ‘dalle rette del piano, corrisponde sn C una g,
(la totalitd delle coppie di punti di C), che & contenuta par-
zialmente nella serie ¢® segata su € dai piani dello spazio.
Iippure le sole proiezioni piane di ¢ souno quartiche (razio-
nali) e cubiche (razionali}, ¢ non coniche. Gli & cbe, fissato ad
arbitrio un punto O delio spazio, mediante la covrispondenza
fra €, ¢ alle vetie del piano vengono associati i piani che pro-
tettano da O le coppie di punti di €, omologhe di quelle staceate
su ¢ dalle vette stesse; ma i piani della stella O segano C
in pitt di due punti variabili (¢ o 3 secondo che O fu assunto

() Se non erro la necessith di questn condizione supplettiva era inora
stuggita., Anehe nelle mie Vorlesungen ither algebraisehe Geometrie (Tenbner,
1921} {eitnte in seguito eon « Vorlesungen =), essn vien trascurata (pug. 93,
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fueri di ¢ o su €). Quei piani dauno luogo su ¢ ad una
serie (g5 o ¢;) priva di punti fissi e contenente parzialmente
una serie g della stessa dimensione. Se ha cosl un esempio
di wne serie lneare g7, semplice e prive di punti fissi, che con-
tiene pargialmente wne sevie g7, (W' << ) delle stesse dimensione.

Se la serie ¢7, priva di punti fissi, soddisfa alla condi-
zione suppletfiva enl §°& alluso (di esser ciod completa; ved.
n. 32), essa certamente non contiene parzialmente serie lineari
della stessa dimensione.

I teoremi dei nn. 18, 20, 21 sono statl posti in piena luce da Skauw,
Introdusione alla geometrie sopra un ente algebrico semplicemente infinito
[Aun, di Mat. 22, (1894), ¢ 61, al quale &, in modo particolare, dovate il
ragionamento del n. 19, Egli ha inoltre posto in evidenza In necesaith
del teorema del n. 20, per unn completa ¢ rigurosa trattazione della teoria
delle serie Hneaui.

$ 2 -TRASFORMAZIONE BIRAZIONALE DI UNA CURVA ALGEBRICA
IN UNA PRIVA DI PUNTI MULTIPLI.

22. Costruzione di un modelle proiettivo privo &i punti
multipli. — Negli sviluppi precedenti, salvo qualehe lieve
accenno di sfuggita, abbiamo fatto astrazione dai punti mul-
tipli, c¢he la curva irriducibile €, su coi ragionavamo, poteva
presentare. H cid perché le proprietd, che pel momento c¢i
interessava di sbtabilire, non richiedevano che la considera-
zione di punti generiei della curva €, la quale, In quanto
irridueibile, non pud presentare che un numero finito di punti
munlbipli.

Precisiamo anzitutto questo fatto, che abbiamo gid osser-
vato in modo esplicibo per una curva piana irriducibile {(nota
a pié della pag. bd).

La € appartenga ad 8, e sia di ordine n. Un suo punto
multiple P (p. es. s-plo) si pud variamente definive. Conside-
riamo ad esempio una proiezione piana biunivoea ¢ di C, da
un 8,_, generico, Q (n. 18), Il punto P si dird s-plo, se la
_ proiezione P’ & un punto s-plo per ¢. Altrimenti si pud dive:
Il punto P chiamasi s-plo se un iperpiano generico per P taglia
ln curva € in n — s punti variabili (e distinti, n. 15, Oss.).

Le due definizioul sono equivalenti, perchd guando ¢ si
proietta in €' da &, le intersezioni variabili di € con un
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iperpiano generico per QF, si proiettano m,alle iutgrsezioni
variabili di ¢ con una retta generica per P’ o

i dungne U affermazione che ¢, in quanto irriducibile,
ba un numero finito di punti multipli, per gnisa.che wn sHo
punto gemeérico o semplice, si riduce all’aﬁ‘ern‘mmone che -la
proiezione piana €', la quale pure & irriducibile, ha un nu-
mero finito di punti multipli. ¥ invero, ogni punto multiple
di ¢ di un punto multiplo di ¢' (ma nen, come vedremo,
viceversa). o .

Si fratta ora di cercave se fra le trasformate 1')11‘az10'1|a,1_:
di ¢, ve n’d qualenna assolutamente priva di pu:llti nu}lmph‘.
Basterd considerare il easo in cui € & una curva plana, giacche
a questo caso ol possiamo ridurre con una proiezione gene-
rica, che & una trasformazione birazionale d_ella curva.

Sia dunque ¢, irriducibile, piana e d’ordine n.

Consideriamo il sistema lineare I, delle curve piane d’or-

. (i — D+ 2)

dine n— 1. Hsso ha la dimensione r =———(—— &
poichd nessuna sua curva confiene O,. ess0 stacca su ¢ una
serie lineare g1 di dimensione r, e di ordine:

n, = n(n — 1),

il cui grappo generico consta di =, punti tutti variabili e
distinti. o .
Se¢ in I, non esistono sistemi lineari subm_'dmati di 01'{11159
n—1 e di dimensione r, —1, I quali smcchlno\ su ¢ serie
lineari di ordine minore di n, — 1, la eurva ¢ & essa mede-
sima priva di punti mulbipli, perchd, ove un punio s-plo P
esistesse (8 > 1), le curve d’ordine n — | per P formerebbero
un sistema oo?: ' e taglierebbero € soltanto In n—s<ln, —1
punti variabili. . ‘
Sappongasi invece che esista un qualche sistema lineare Z,,
che stacehi su €, fuori dei punti fissi eventuali, uny g;;, con
y, =1, — 1, ny=<n, — 2 Se in ¥, non esistono pl-l\l S}stenur
s;lbordiuati, i quali, nei vignardi di %, e della serie 'llnea}'e
da essi staceata su O, si trovino mnella stessa condizione in
cui trovasi I, rispetto a I, la serie g L'i.viulta sellnphce
(n. 17). Invero, ove fal serie fosse composta, 1 gruppi Ppas-
santi per un punto geuerico P di ¢, passerebbero in conse:
guenza per qualche altro puunto, distinto da P e dai punts
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base di X,; e quindi il sistema delle enrve di I, passanti per
P, avrebbe la dimensione ry=7, — 1 e staccherebbe su ¢,
fuori dei punti fissi, nua serie d’ordine inferiore ad n, — 1.

[ imagine proiettiva delle g,y nell’ipotesi considerata, &
dungne una curva ¢ dello 8,,, riferita birazionalmente a .
La curva €7 & priva di punti multipli, perchd, s¢ avesse un
punto s-plo P'(s > 1), gl’iperpiani per P’ staccherebbero su ¢,
toori di P, una 92—, ¢ ad essi corrisponderebbero le curve
i nu sistema subordinato di 2,, segante st ¢ una goet, i
ordine minove di n, — I: contro il supposto.

Suppongasi ora che esista un qualche sistema lineare 3,
subordinato a =,, che stacchi sn C, fuori dei punti fissi, una
g2, con =7y, — 1, n,=<n, — 9. '

Allora, se %, non contiene sistemi subordinati, che, nei
suoi confronti, si comportino come I, rispetto a %,, st con-
clude, come sopra, che Ia gr & semplice e che I’ imagine
profettiva di gx & un modello di €, privo di punéi maltipli.

Il ragionamento pud analogamente proseguirsi, 8i arriverd
ad un sistema 2, subordinato a X, ., (e quindi a 2)), il quale
stacehi su €, fuori dei punti fissi, una g eon rp==r, — 123,
per guisa che 2, non contenga aleun sistema subordinato,
che stacchi su ¢ una Fatlry CON Ty =9 —T1 @ nyp < my— 19
Se 8], la C, mediaunte g i trasformerd birazionalmente in
una carva dello 8,,, priva di’ punti tnul tipli.

Orbene, per provare che alla precedente domanda si deve
rispondere affermativamente, si osservi che, qualora si possa
spingere la successione Z,2,,Z,,., fino all’indice i, senza
trovare un sistema che convenga al €As0, sard:

Te=r—d4- 1, onp=mn — 20 — 1).
Ora, ricordando che (n, 16) #; << u;, viene:

2

. . . — D) — 2
fy—t4-l=n, —2(i—1), donde: = MM 4 1.

— 1 —2 .
= Ll(l*) -+ 1 risulterebbe :

Ma gnalora fosse i
=2 —1)=2 el n,—= T,

onde un sistema 2., ,, di dimensione Yip, =1 — 1 2= 1 subop-
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i ol ? vl
dinato a X,, non potrebbe staeeare su € una serie d’ordine
. Trated
iy, <2 — L, perchd se no sarebbe n,, <7 v, . Bsiste dunque
certamente un sistema Z,, con

— -9
£(n‘ 1)(n - 2)

A-1, ed r,=2n— 1)=2,
2

il quale soddisfa o tutie le condizioni poste nella domanda
precedente. Si conclnde col teoremas: ‘ .

Ut enrve algebrica drriducibile pud sempre tm.s;(orma?'sz
biragionalmente in une curve, di un conveniente spasio, prive
di punti multipli (). .

Proiettando genericamente, sopra un 8, o sopra un piano,
la curva iperspaziale eui siamo in fal modo pervenuti, si of-
tiene il corollario: .

Una curva algebrice irriducibile pud sempre t'msjba'.m(ws?
birasztonalmente in une cwrve dello spaszio orvdinario, prive d»%
punti multipli, o in une curve plane’ dolate di soli punti
doppr nodald. ‘ '

Invero, se la curva I' da proiettarvsi zl.pparblen‘e allo 8,
basta scegliere il centro di proiezione, €, di dimensione fr.—4,
in modo che non incontri la varietd ¥V, delle <<* corde (h. T
La proiezione I’ di I, da & sopra uno spazio S?, ®, sard priva
di punti multipli, perchd un punto nmlbiplo_dl I'", essendo T
priva di punti maltipli, nou potrebbe provenive che. da (_:(_)1'(1(?
(0 da tangenti) (*) di T' appoggiate ad Q; ¢ per ipotesi di
tali corde (o tangenti) non ne esistono. ‘

Si scelga adesso un punto @ dello spazie w, che sia este!’no
alla sviluppabile delle tangeunti di I'; alla rigate dell'e trise-
canti di I'" (n. 18) e alla rigata delle covrde che gongmngonf?
le coppie dei punti di contatto degli os! piam. bltangenbl
di ' (*); allora, proiettando I' da O sopra un piano, si 'ot—
tiene ivi una curva I, birazionalmente equivalente a I’ e

Y Per la bibliogratin ved. il Cap. inercnte alla composizione delle
ringolarith delle curve, -

) Le tangenti, come posizioni limite di corde, appartengono alla ¥y
delle ¢orde i T R

) Eflettivamente 1 piani bitangenti sono ooty se no ogni an{._,t g
inecontrerebbe tutte le altre, eioé le tangenti &incontrerebbere a due o
: 1 & 317 ’, ] 'ln().
due, e, non potendo passar tutte per un punto, gincereblero in un pi
E li curva I¥ sarebbe pinna.
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a [, ¢ dotata di soli punti doppi a tangenti distinte (punti
doppi nodali). B difatti un punto P, multiplo per I'", non pud
che provenire da nna retta uscente da O e appoggiata a T' in
pitt punti, distinti o coincidenti. Ma tali punti dovranno esser
distinti, perchd per O non passa aleuna tangenké; e non po-
trauno esser che due, perché per O non passa aleuna retta
che sia frisecante (almeno) di I". Dunque P sard doppio: e le
tangenti a I' in P saranno distinte, se no O starebbe sopra una
corda congiungente i punti di contatto d*un’ piano bitangente.

OSSERVAZIONE — La proiezione di ' da @ in T, e 1a pro-
iezione di IV da O in I", equivalgono insieme alla proiezione
dAi T' in T” dalle 8,_,;, Q0, che & poi un 8,_, generico di §,.

23. Rami di una curva algebrica. — Sia € una curva al-
gebrica irriducibile e I' sia una curva, ad essa equivalente
birazionalmente. Ad un punéo generico (semplice) di ¢ cor-
risponde allora un sol punto di I' (e viceversa), ma lo stesso
non pud affermarsi di ogni punto di € o di I. Per es. se C
& proiezione piana generica di T, vi sono punti doppi di €
provenienti da due punti di T\

. Ebbene, quel che importa di provare & che le sole eccesioni
alle biwndwocitd delle corrispondenza fra le due cwrve C, T,
birazionalinente equivalenti, posson provenire dai punti multipli,
In altei termini occorre provare che, quando fra due curve
¢, T’ intercede una corrispondenza birazionale, ad S puNLo
semplice dell’una corrisponde sempre un punto (semplice o
multiplo) dell’altra.

Percid, suppongasi ehe le C, I', degli ovdini rispettivi =, v,
appartengano aghi spazi 8., Sp, e si vicordi (n. 16) che alla gj
delle sezioni iperpiane di I' corrisponde su € una g¢°, prive
di punti fissi. I gruppi di ¢° che passano per un puunto P,
semplice per €, formano, comungue sia scelto P, una sgerie
Iineare g°—* per la quale il punto P, almeno, & fisso (n. 16).

Suppongasi che 1 gruppi di ¢°—* abbiano soltanto v —s
punti variabili (s=1). Allora alla ¢~ considerata su C, cor-
risponde su I' ]a serie staccata da una stella d’iperpiani, che
ha un centro P’ ben determinato; e poichd i gruppi della
‘93_1 hanno meno di v punti variabili, cosi P’ sta su I, ed
anzi & un punto s-plo di I, perché un iperpiano generico per
P’ faglia T' in v — ¢ punti variabili.
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Dunque al punto semplice P di ¢ corrisponds un  detor-
minato punto s-plo P’ (s=1) di I'; e similmente, mutando
le veci delle due curve.

Si aggiunga che, se s > 1, il punto P’ petra (non dovrd
necessariamente) provenire da pitt punti di € e ¢id aceadrd
quando i gruppi di g°, che passano per P, passino in conse-
guenza per altvi punti di €, distintt da P. Allora ognuno di
questi avrd per omologo P’ '

Ma potreblbe anche aceadere che i gruppi di 9 passantbi.
per P, avessero v — s<C v — | punti variabili, senza che tut-
tavia vi fossero punti fissi distinti da P. In tal caso si direbbe
che i gruppi per P passano in conseguenza per altri s — L
punti infinitamente vieini a P, Allore « P’ -corrisponderebbe
il solo punto P, e tultevia P’ sarebbe s-plo (8 > 1).

Un esempio & fornito dalla proiezione piana I' di una curva
sghemba €, da un punto O situato sopra una tangente a C
in un suo punto semplice P. Nel punto P, proiezione di P,
I ha.un punto doppio (una cuspide) cul eorrisponde su € il
solo punto P.

[0 chiaro che il numero dei punti distinti omologhi di wn

Y

punto s-plo, & minore ed eguale ad s, perchd i gruppi di gf”_‘,
avendo v — s punti variabili, non posson possedere pitt di
s puuti distinti fissi.

Corollario del teorema dimostrato & il seguente:

Una corrispondenza birazionale fra due curve algebriche
prive di punti multipli, & biunivoca senga eccezsiond.

Cid posto, suppongasi la eurva irridncibile ¢ dotata di punti
multipli qualunque, e sieno I, I" due suoi modelli proietéivi
privi di panti multipli (n. 22). Sia inoltre O un punto s-plo di
C. Per gqnanto precede, ad O non potrd che corrispondere lo
stesso numero di punti sn F, IV, giacchd la corrispondenz:
che nasce fra T, I', assnmendo omologhi due punti corri-
spondenti al medesimo di €, ¢ binnivoca senza eccezioni.

Sieno 0,, 0,,..., Op; 0/, 0,/,..., 0, (1 ="s) gli omologhi di O
su I', I' rispetsivamente. La corrispondenza fra T, T associerd
p-es. 0,07 0,, 0,5...; 0,,0,/. All'insieme dei punki di I
appartenenti ali™intorno di 0, (*), attesa I’algebricitd e quindi

{(y Lrintorwe di wn punte di una enrva pinna, sghemba o iperapaziale,
potrd duefinivsi p. es. come Pinsieme dei punti Ia eni distanza (euclidea)
da quello non supera in modalo un dato nwnere positivo,
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la continuitd delia corrispondenza fva T, € corrisponde su C
un eerte intorno di 0, il quale pud pure cousiderarsi come
omologo di un intorno di conveniente ampiezza del punto
0, di I". Ebbene, l'insieme dei punti di ¢, situabi vicino ad 0
e cosl definito, chiamasi un rame o ciclo di origine O (')

Per 0 si avranno tanti rami quanti sono i punti 9,, 0,,..., 0,
ol 0/,0),..,0/. Dungne:

Un puntoe s-plo & orvigine di 8 rami el pid.

I particolare :

Un punto semplice & origine di un sol rano.

Se ora € si muta birazionalmente in una curva € e il
punto O di € nei punti ¢, 0',..., di €', la carva C" risulterd
viferita a I, e all?intorno di uno dei punti 0., 0,,.., O,
di T, corrispondera su €' un certo intorno di uno dei punti
O, 0",... cioé un ramo di ¢, che sard il trasformato di uno
dei rami di € avenii Vorigine 0. Pertanto:

La nozione di ramo & invariante di fronte alle trasforma-
ziowi birazionali delle eurve.

Quando si trasforma birazionalmente la € in una eurva I
tale che al punto s-plo di C corrispondano punti tubti sem-
plici di T, si dice che si 2 sciolta o risoluta la singolarite 0.
Altra cosa & sciogliere la singolarith O, altra eosa trasformare
la ¢ in una eurva in cui ai ¢ rami di €, che avevano 1a me-
desima origine, corrispondano ¢ rami aventi origini distinte,
le quali potranno ancora esser punti multipli della eurva tra-
sformata, ma punti multipli origini di nu sol ramo (un esempio
& offerto dalla cuspide, sopra cousiderata).

L.e considerazioni precedenti ei mostrano che per interpre-
tare giustamente le proprieté apparienenti alle geomelria sul-
P ente, esse vanno riferite ad wun modello proiettive prive di
punti multipli. I punti multipli devono cioé considerarsi come
mere eccidentalite proiettive. Quel che & birazionalmente inva-
yiante & il ramo, non il punio: in quanto punti distinti posson
trasformarsi in punti coincidenti, ma sempre rami distinil
mutansi in raemi distinti.

Cosl, per sapere come si comporta il punto s-plo O nel
riguavdi dei gruppi di una g* data su C {questione che la-
seiammo in sospeso al n. 16), oceorre eonsiderare la ¢g& omologa
sul modello I'. Il gruppo dei ¢ punti semplici 0, 0,,..., 0; pud

() Per la bibliografin ved. il Cap. sulle singolarith delle cutrve.
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presentare na sola condizione al genppi di g5, nel senso che
ogni gruppo per uno di quei punti passi pei rimanenti; oppure
puo darsi che 0,, 0,,..., O, si distribuiscano in =t gruppi
di punti, presentanti ciascuno una condizione ai gruppi di ¢

. N . = m
(se t=1, i punti 0, 0,,..., O, presentano ¢ condizioni distinte).
Corrispondentemente O sard fisso per uva sola g“—! subor-

X K ] ,‘: , ] u uL }

(llnata_al}‘t gi data su C, oppure sard fisso per ="t serie
gt distinte.

24. Rappresentazione analitiea di un ramo. — Sia anzitutio
una enrva algebriea piana T, di equazions cartesiana

(i) ’ f(ta '"):07

e sia 0 un suo punto semplice. Cambiando gli assi coordinati,
sl pud ottenere che O divenga origine t=wu==0 (!), che
Tasse $=0 (asse delle #) non coineida colla tangente in 0 a T,
anzi che taglila curva, la quale sia d'ordine n, in % punti distinti
e tutti al finito (n. 15, Oss.). Allora equazione f(0, w)=0, &
di grado n ed ha n radici distinte (finite). )

Distendiamo la variabile complessa ¢ in un piano (che si
divd brevemente il piano #), alla maniera di ARGAND e GAUSS,
& segnamo nel piano ¢ il punto ¢+=0. Similmente distendiamo
i valori di % in un altro piano (che si dird il piano u) éd in
ess0 segnamo il punto w=20.

L7 equazione (1) pone fra i piani ¢, ¥ una corrispondenza,
tale che ad ogni punto ¢ corrispondono = punti u, distinti
o coincidenti, al finito o all’infinito. Al punto t=0 ecorri-
spondono n» punti propri distinti, fra eui v =0.

Segnamo infine sul piano ¢ i punté eritici della funzione
implicita u, della ¢, definita dalla (1); cicd quel valori di ¢
ai quali corrispondono due o pitt valori di » coincidenti. Se,
come supponiamo, la curva I' nou contiene parti multiple, i
punti critici sono in nnmero finito e corrispondonoe a nei
valori di ¢t per cui la curva I' ha un punto multiplo o una .
tangente parallela all’asse w; cioé a quei valori di ¢, in cor-
rispondenza ai quali le due equazioni in w:

Ji, wy=10, f./it, u)=0

i) Se O fosse un punto all’infinito di T, converrebbe far precedere
una trasformazione omografiea, che mutasse O in un punto proprio.

Beveri - Geometrie algebrica - G




82 CAPITOLO SECONDO

banno gualehe radice comune. Segnamo inoltre sul pianoc
i punti eni corrisponde qualche valore infinito di w (i polé
della funzione u); anche questi punti sono in numero finito,
essendo essi le radici del polinomio in ¢, che costituisce. il
coefficiente di »”, quando la (1) si ordina rispetto ad .
Tanto i punti eritiei che i poli, sono, per le nostre ipotesi,
distinti da ¢ =0. Cosicch® si pnd tracciare sul piavo ¢t un
cerchio 4, di centro t=0, che lasci fuori tubti quei punti
singolari.
Sieno
2) W =10, M, Hyyrsy Uy,

gli » valori i » corrispondenti a ¢=0. Mentre un punto
muovesi dentro al eerchio A4, gli n punti w omologhi muo-
vonsi sul piano u, deserivendo n aree, 4,, 4,, 4,,.., 4,_,, che
comprendoﬁo rispettivamente i valori {2). Se il cerchio A
impiceolisce, impiceoliscono, a cagione della continnitd della
funzione = i ¢, le aree snddefte; e quando A riducasi al
punto ¢t =0, le aree riduconsi rispetfivamente ai punti (2),
Si pud pertanto scegliere A cosl piccolo, che le aree

Ay Ay Agyey Ay

siano esterne I’una all’ altra, cosieehé, in tali eondizioni, havvi
corvispondenza biunivoce fra i punti di A e quelli di ogni
area A(i=0, 1,., n—1)

Cousideriamo ora quella deferminazione di # che per t=0
diviene u, = 0} ciod consideriamo la corrispondenza fra A
ed A,. Siffatta corrispondenza definisce una funzione wu{t),
univoea, finita ¢ continua nel campo 4. Tale funzione sod-
disfa alle condizioni che cavatterizzano una funzione analitice
{(monogena) di € (').

Iuvero, se nella (1) al posto di u si pone la funzione cosl
definita, cosicehd la (1) diviene auna identitd, e si osserva che

of

la fungione f possiede le derivate vispetto a t, u, e che A ©
sempre diversa da zero nel cerchio 4, dal teorema delle fun-
() Ved. p. es. Brancnr, Lezioni sulla teovia delle funsioni di variabile
complessa e delle funsioni ellittiehe (Pisn, 1901) § 2; oppure PINCHERLE,

Elementi delle teoria delle funzioni analitiche (Bologun, Zanichelli, ]9'22),
Parte 1% pag. 3L ’
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C e . . . dat ; :
zioni implicite si frae che esiste la e ch’essa & fornita
i

da:
. I

=gy

: .o
Quest’ espressione di or
f

tale devivata & una fanzione continua, che ha un valore indi-
pendente dalla direzione secondo cui vien caleolata, semprechd
ci si muova entro A. Pertanto «{f) & una fuuzione analitica
(monogena} di & Si pnd percid sviluppare wu{t) colla serie
di TAYLOR-CAUCHY e si otberrd una serie di potenze della
Iorma

, razionale in ¢, %, ¢i prova che

(3) =t 4+ a,t® -« +4- ..,

convergente in tutto il cerchio 4 ().

Per ogni dato ¢ in 4, il valore di «, calcolato mediante
la (3), fornisce, insieme a ¢, una coppia- (¢, u) soddisfacente
alla (1); cioé un punto di I, che trovasi nell’intorno di 0.
Ed ogni punto siffatto pud ottenersi cosl. L totalitd di questi
punti costituisce percid il ramo di origine 0 (*).

Premesso guesto, nei rignardi di un punto semplice di una
curva piana, consideriamo ora una curva algebrica irridn-
cibile O, appartenente allo S,.(r ==2), e fissiamo }'attenzione
sopra un puunto s-plo P di C. Si pud, in primo luogo, tra-
sformare birazionalmente €, in una curva ¢’ di S,, priva di
punti multipli. Allora a P verrd a corrispondere un certo
grappo H di un numero finito di punti. Assnmendo un punto
generico M dello spazio come centro di proiezione {questo
punto deve esser assunto in modo da evitar che si trovi
sopra le refte che congiungono a due a due i punti di H o
sopra le tangenti a C” nei punti di H), si otterrd, come pro-
iezione di €', una eurva piana I, birazionalmente equivalente
a U"ea (e tale che al punto P di C corvispondono su T
punti semplici.

{1 Braweni, loc. eit. § 43; PixcEERLE, loc. cit., pag. 107.

*) Allorqnando studieremo le funzioni algebriche come funzioni ana-
litiche, vedremo come si possa estendere il ramo in corrispondenza a
tutto il cerehio di convergenza della (3).
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Siano @, @, .., %, le coordinate non omogeuee di un punto
di 8, e suppongasi di aver assoggettato C, se oceorre, ad una
preventiva trasformazione omografica, in modo che il punto P
sia al finito ed abbia quindi le coordinate finite b, bygyey Forre
Diciamo inoltre

(4) v =, 1), B =Dyl Uy Bp = D1, u)

le formule che rappresentano la corrispondenza Dirazionale
fra ¢, T; per la I' conserviamo tutte le precedenti notazioni,
intendendo che O sia uno dei punti semplici di I' omologhi di 2.

Poichd le funzioni razionali ¢,, 9, ¢, per t=u=1),
assumono i valovi finiti by, , bosyeery Dorry 8i pud determinare un
intorno del punto O tale che wad ogni puunto di quell’intorno
corrispondan valori finiti” delle @. Sicche, sostituendo even-
tualmente al cerchio 4 un cerchio concentrico pitt piccolo 4,
si pud ottenere che le ¢ sieno entro A’ funzioni analitiche
finite (regolari o olomorfe, come si dice} di ¢; e perd svilup-
pabili in serie di potenze del tipo

Ry =Dy -+ b0 b by B 4 .. (i=1, 2,..,, r},

convergenti in A'. Queste serie s’ ottengon sostituendo uelle
(4), al posto di u, la serie (3), ed eseguendo le operazioni ra-
zionali indicate dalle 9. Bsse rappresentano il ramo di €
omologo del ramo di T avente l'origine in 0; ¢iod uno dei
rami i origine P.

Qualora si usassero invece coordinate omogenes vy, ¥y, by,
cosicehd il punto P (al finito o all’ infinito) avrebbe. come coor-
dinate certi » -+ 1 numeri, by, by, ey by, finiti e non tukti
nulli, al posto deile (4) si dovrebbero serivere le:

(£ pw; = bilt, 1) (8==0, 1,y 7),

le & essendo polinomi, ¢ mereé la (3), avremmo:
or; == boi ‘E b”t -+ butz -+ . (b = 0, 1,..., ‘)').

Si couclude che:

Le coordinate, omogenee o non omogenee, dei punti di un
ramo, st esprimono come serie di poienze di un paramelro i,
convergentl entro un medesimo cerchio, dié centro t=0. I punti
del ramo si ottengono in corrispondensa «i valori di t internd
al cerchio, ‘
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OS3ERVAZIONE. — 8i avvertird che, essendo ¢ funzione
razionale di (%,, @,,..., @,), la cocrispondenza fra i punti del
ramo ed i punti del cerchio & biunivoea (senza eccezioni). Il
che & necessario, perché possano escludersi eventuali singo-
larith parametriche, legate soltanto ad aeccidentalitd della
rappresentazione avalitica.

25, Caratteri proiettivi di un ramo., — Pel seguito e per la
loro importanza in s8, oecorre che studiamo taluni caratteri di-
un ramo, che non si alterano di fronte alle trasformazioni omo-
grafiche, ma che posson variare con frasformazioni birazionali.

Definiamo anzitutbto la meolteplicitd & intersezione di un
rumo y coit una fornma algebrice passante per lu sue origine,

Il ramo v appartenga allo 8, (%,, %,,..,%,) e non ad uno
spazio inferiore ela sua origine ¢ abbia le coordinate «,, «, ...,
a,.-Bsso sia rappresentato dalle serie di potenze, convergenti
in un medesimo cerchio 4:

(5) By = b —i- Dyl - .. (i=1,2,.,r}

ove a ¢ un interc =1; le b son costanti non tutte nulle.
Sia nna forma (ipersuperficie) algebrica f dello S,., rap-
presentata dall’equazione

(6) iz, %,y 8,)=0,

e essa passi per Iorvigine O.
Le (5), sostituite nel polinomio f, danno luogo ad una
serie di potenze, ehe, ordinata rispetto a £, cominciera con

.un termine contenente t ad un certo esponente I=a. Eb-

bene, guesto esponente minimo si ehiamerd appunto molte-
) T !
plicité d intersezione di y colla forma f, uella origine O.

Questa locuzione & giustificata da cid:

Une forma f abbastansa vicina ad f taglic il ramo pre-
ctsamende in I punti distinti, § quali, col tendere di 7 ad f,
tendono all’ origine O del ramo.

Counsideriamo infatti un faseio f+- 22 =0 di forme, che
contenga la f; ove p sia un’arbitraria forma algebrica mnon
passante per O ('). Allora si ha:

=2 = pl0) + (1) = D2, ).

~{h Se si opera in coordinafe omogenee, oceorre supporre che o sin dello
stesso ordine di f.
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I’ equazione {(analitica):
(7) D(t, 2y =20,

per A=0 ha la radice =0, I-pla (ciod O(¢, 0) & infinitesimo
A ordine I, rispetto a t), ¢ per A diverso da zero non ha alcuna
radice nulla, perchd f & I'unica forma del fascio f+ ro =1,
che passa per 0. Un teorema classico della teoria deile fun-
zioni analitiche, ¢i assicura che I equazione (7), per % abba-
stanza prossimo a zervo (di modulo sufficientemente piceolo),
possiede I rvadici distinte, interne al cirecolo 4, e che, col
tendere i A a zero, tendono a zero () (Juesto teorema
equivale evidentemeunte a quanto abbiamo sopra enunciato.
Resta cosl determinato un mnetto signifieato geometrico pel
concebto di molteplicitd ’intersezione.

La molteplicitée & intersesione di une Jorma f, con unc
curve C, in un punto O di questa, si definisce come la
somma delle molteplicith @’ intersezione della forma f coi
singoli rami di € uscenti da O ed ¢ dunque i numero det
punti distinti, prossimi ad 0, in cut la curve & tagliate da
une forme abbastanza prossime ad f.

Si osserverd che, perche questa nozione abbia senso, non
occorre affatto supporre la irridueibilita di C. '

Siamo ora in grado di completare il teorema di Bézout
per le curve iperspaziali, giaceché possiamo provare che, con-
tando, nel modo sopra indicato, ogni punto comune alla curva
C, @ ordine n, e ad una forma f, d’ordine m, qualungue sia
la forma, purché non contenga infiniti punti di ¢, il nnmero
complessivo delle intersezioni risulta sempre nni; tante quante
se ne ottengono, fra di loro distinte, in corrispondenza ad una
forma generica (n, 13, Osservazione), se la eurva ¢ & irridu-
cibile, o, piti generalmente, priva di componenti multiple.

Evidentemente basterd considerave il caso di wna € ii-
duneibile. Atteso il significaio geometrico deila molteplicita
{’ intersezione di f & di ¢, in un loro punto comune, una
forma algebriea  vicinissima ad 1 (e percio dello stesso
ordine m), avri con C complessivamente lo stesso numero di
intersezioni, ¢he f aveva con C; purché beninteso ogni inter-
sezione si conti colla molteplicitd sopra definita. In altre pa~
role: una variazione eontinua della forma f non altera il

) Gfr. BiaxcHl, loe- eit, § 73; PINCHERLE, loe. cit. p. 218,
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numero complessivo delle intersezioni, purché la forma non
venga a contenere . Ma poiché con una variazione continua
la f pud portarsi in una posizione generica, ¢ per una tal po-
sizione gid §'& osservato (n. 15) che le infersexioni sono nu,
distinte, si conclude che: _ :

Il numero complessz’vo delle intersezioni di wna forma f,
dordine m, con una curva & ordine 1, irriducibile o no, che
won sia contenute né futta né in parte nelle forma, & eguale
al prodotto mn, purché ogni intersesione si valuti nel modo
sopra precisato, colle debite molteplicite. Quando f & generioq,
se la eurva & prive di parti multiple, le intersezioni sono pre-
cisamente mn distinte fra lorvo.

Nell’ ultima parte dell’ enunciato si & ammwesso che la
curva € non abbia componenti multiple; se ne avesse, & ben
chiaro che ia somma delle molteplicitd d’intersezione nei sin-
goli punti comuni ad fe a , sarebbe ancora mn; ma taluni
di questi punti (quelli variabili sulle componenti multiple}
rimarrebbero sempre coineidenti, comunque variasse I

Consideriamo ora, in modo particolare, il caso in cui la
forma f & de! 1° ovdine; cioé un iperpiano.

Trattandosi di un iperpiano passante pel punto O(e,, ¢y, ),
la sua equazione sara:

(8) B — ) =0,

i=1

onde, merce le (3), si ottiene:

,
(9) tuE )‘ibi + P (),
i=1
Dal che si conclnde che per un iperpiano generico per 0la
molteplicitd ’intersezione & «. Fauno eccezione gli iperpiani
corrispondenti a coefficienti A, che soddisfano alla condizione:

i

(10) ‘ibl:: O,

I

i:

i

ciod gl’iperpiant passanti per la retta:

B—,  B—a, T -

b, b, T b
che chiamasi tangente al ramo in 0.
I valovi deile % soddisfacenti alla (10) posson annullare

taluni dei coefficienti di potenze successive di ¢, nella (9);
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non tutti, perché se no il ramo y coinciderebbe colla propria
tangente e non sarebbe S, il suo spazio di appartenenza.
Sia germ¥e, il primo termine non nullo.

Un iperpiano generico per la tangente ha allora la mol-

geplicitd (intersezione -2, con vy in 0. Fanuno eccezione
gl iperpiani i eui coefficienti A soddisfanno alla (10) e alla
condizione:

(11) : X e; =0,

=1
ciod gl'iperpiani passanti pel piano:

—_ i
Ty By — g e Ty — by | 0, ()
b, b, . b,

c, Ca e Gy

che chiamasi il pieno osculatore al ramo nell’ origine 0.

Siinilmente: un iperpiane geunerico pel piano oseuliatore
ha molteplicitd d'intersezione « —4- o, +-a, € fanno eccezione
gl’ iperpiani passanti per lo S, osculatore al ramo nellorigine 0;
che & rappresentato da:

By - @ By — Gy en By, — @, | = 03
b, b, e ba
¢, €y  eere Cn
d d, e .

ove fe+a+ta),d; & il primo termine non nullo dello sviluppo (9),
dopo che le X si son legate colle condizioni (10), (i1). I cosl
proseguendo, finché si giunge all’ éperpiano osculatore.

I numeri z, #,, %,,.., %._(, che sI vengon cosl a definire
geometricamente, con manifesto carattere proiettivo, diconsi
rispettivamente 1’ ordine, il primo rengo, il secondo rango,..,
P ultimo rango o classe del ramo. B si conelude:

Per un ramo v, appartenente allo S, ¢ di origine 0, son
definiti v caratteri proiettivi: «, ordine; o, primo trango ;
,, secondo TUNGO; .. ey, Ullino rango o classe. Iordine o
denota la molteplicite 4’ intersezione di Y con wu iperpiano
passente per 0, ma non per lo tangente ol ramo; la somma

(h Cou questa notazione #' intende, secondo: 1'uso, 1'insieme delle
equazioni che si ottengono egungliande o zero i determinanti d'erdine
magsimo estratti dalla matrice reftangolare.

T

S
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w -+ e, denote la molteplicita & intersezione i y con un iper-
pianoe passante per le tangente, ma aon pel piano osculatore al
FAMO} ) %0 o2 denola la molteplicita &’ inlerse-
sione con Iiperpiano osculatore al ramo ().

Tale risultato, come i stecessivi di questo numero, in cul
non interviene esplicitamente V' algebricita, velgono anche per
rami di curve analitiche, ciod per rami le coordinate dei eui
punti sieno dabe parawetricamente mediante r arbitravie serie
i potenze di ¢, couvergenti nello stesso cerchio. & invero, si
tratta di deduzioni poggiate soltanto sull’ esistenza di nna sif-
fatta rappresentazione, indipendentemente dal fatto che I’iu-
sieme i punti considerato appartenga ad una curva algebriea.

Si verificu agevolmente che lo S, osculatore & &l limite
dello S, che congiunge lo Sp_, osculatore con un punto M del
ramo che si avvicini indefinitamente all ovigine.

Sia p. es. k=23 e le coordinate di M sieno date dalle (3).
Allora gl iperpiani passanti pel piano oscitlatore a v in O e
pel punto M, corrispondono a valori delle 2 soddisfacenti
alle (8), (10), (11}, la prima delle quali, tenuto conto delle
ultime due, e soppresso il fattore te+ete:, col tendere di 1
a zero, ha per limite la condizione S )d;, =0; c¢id che equi-
vale alla nostra affermazione.

CavLey ha chiamato remi lineari guelli del primo ovdine;
superlineari gii altri. Rami ordinari si chiameranno quelli
per cui tutte le « sono 1.

Ogui punto semplice di una curva & origine di un- sol
-amo lineare. La molteplicitd s di un punto s-plo & la somma
degli ordini dei rami della curva di cai quel punto & origine,
appunto perché s & la molteplicith & intersezione delia curva
con un iperpiano generico pel punto s-plo.

I rami d&i cui il punto & origine sono tutti lineavi, soltanto
nel easo che sieno in numero di s. Se sono in numero minore,
uno almeuno & superlineare.

Un puuto s-plo pud anche esser origine di un ramo solo,
(’ ordine s.

Per es. nei riguardi dei punti doppt, dal punto di vista dei
vami, si hanno due possibilita: o il puuto doppio & origine
di due rami lineari o & origine di un ramo di 2° ordine. Nel
primo caso si ha un punto che appartiene alla categoria dei

(") Per la bibliografia ved. il Cap. relativo alle singolarith delle curve.
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nodi (nodo ordinario o semplicemente nodo, taenodo, ose-
nodo, ecc.}; nel secondo un punto che appartiene alla cate-
goria delle cuspidi (di 1%, 2%, 3,... specie). Un nodo si ha
quando si proiettano su di un piano due punti (semplici) di
una curva sghemba, allineati col centro di proiezione; una
cuspide quando si proietta il punto (semplice) di contatto di
una tangente passante pel centro di proiezione.. Nel seguito
la natura dei punti doppi verrd approfondita dal punto di
vista delle singolaritd infinitamente vicine.

Un punto semplice, di una enrva ¢, origine di un rameo
ordinario (tutte le o egnali ad 1), dicesi un punto semplice
ordinario. In un tal punto, 0, la tangente contiene due punti
Infinitamente vieini deila curva (cio& nn S,._, generico per
la tangente ha colla ¢ molteplicitd d’ intersezione 2 in 0);
il piano osculatore ha un incontro tripunto (ciod un gene-
rico S,_, per esso ha molteplicitd d’intersezione 8);...; lo
S,—y osculatore ha un incontro r-punto.

Un punto generico O delle curve C (prive di punti mul-
tiple) € un punto semplice ordinario.

Questa & una consegnenza immediata di una proprieta delle
curve analitiche di 3, che si stabilisce, nelle applicazioni geo-
metriche dell’Analisi infinitesimale, come ovvia estensjone del
easo particolare in cui =2 o r =23. 8i sa ciod che il punto
generico di nna curva analitiea piana mon pud essere un
flesso {ossia nn punto colla tangente in esso a incontro al-
meno tripunto), senza che la eurva sia uua retta; che il punto
generico di una enrva analitica dello spazio non pud esser
tale che il piano osenlatore in esso abbia incontro almeno
quadripunto colla eurva, senza che la eurva sia piana. B in
generale si ha che "iperpiano osculatore vel punto generico
di una eurva analitica dello S, non pud avere incontro (r4-1)-
punto {almeno) colla curva, senza che Ja curva stessa appar-
tenga ad uno spazio lineare inferiore. Ne deriva che nel
punto generico tutte le « sono uguali ad 1, altrimenti la mol-
teplicith ’intersezione dell’iperpiano oseulatore sarebbe =- .

Similmente, senza incontrare alecuna diffieoltd concettuale,
st estendono allo §,. proprietd differenziali notissime delle
curve analitiche piane e sghembe. Cosi, per una enrva piana,
si sa che la intersezione di una tangente generica colla tan-
gente infinitamente vicina, & il punto di contatto della prima;

per una curva sghemba, che la intersezione di un piano oseu-
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latore generico col piano osculatore infinitamente vieino, &
la tangente nel punto di oseulazione del primo; il punto
comune at due piaui considerati ¢ ad un ulteriore piano oscu-
latore ad essi successivo, & il punto ove il primo piano oscula
la’ eurva. In generale si ha che, dato un generico punto P
della curva analitica €, appartenente allo 8,., e indicata con t,
la tangente, con ¢, il piano osculatore,..., con £,_, I'iperpiano
osculatore in P a C, Pintersezione di ¢,_, coll’iperpiano oscn-
latore snecessivo & ¢,_,; di ¢, con un ulteriore iperpiano
osculatore suecessivo & f,_j,.., finchd si arriva a definire P
come intersezione di » iperpiani osculatori infinitamente vieini,

Da cid discende subito che Pente duale di une curva come
lnogo di punti, & Pinviluppo degli iperpiani osenlatori ad una
curva; Uente duwale delle rigata delle tangenti, la varieti degli
S, osculaiori; ecc.

Ne discende pure che Iiperpianc osculatove nel punto ge-
nerico di una eurva analitica ¢ (priva di parti’ multiple), non
oscula altrove la curva. Chd, se accadesse il contr ario, dualiz-
zando, si avrebbe una curva che possiederebbe due iperpiani
osculatori distinti in un suo punto. generico: cosa assurda.

Poiché, mediante proiezione generica della € in una curva ¢’
di uno spazio subordinato S, lo §; osculatore in un punto
generico di € (i=1,2,..., k), mutasi neilo §; osculatore nel
punto corrispondente di €, cosl la proprietdh precedente si
trasporta agli 8; osculatori, nel senso cioé che 1o S, oscula-
tore (k<<r — 1) nel punto generico di una curve C di 8, (prive
di parti multiple) non oscula altrove la curva.

E da c¢io, per le curve algebriche, si trae:

L’ insieme degli 8y osculatori di wua curva irriducibile C
dello S, (k<<r —1) ¢ wn ente algebrico oo biraszionalmente
equivalente alle curve,

La varieta V;‘.;_i, a k-1 dimensioni come luogo di punti,
riempita dagli §, osculatori, chiamasi varietd oseulatrice (di
dimensione & 4+ 1) della curva C.

OssErvazioNs 1", — I caratteri proiettivi di un ramo
possono inderpretarsi come segue, dal punto di vi ista delle geo-
melria swll’ ente.

La curva irriducibile ¢, dello 'S,, sia d’ordine ». Cousi-
deriamo il ramo (od uno dei rami) v ehe ha per origine un
punto O, semplice o multiplo, di €, ed esso abbia i caratteri
(% %y, ey ). Sia inoltre M nn punto di € che si avvieini
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1
piane di €, che passano per M, formano (n.t 16, 23) una ¢g7—*
che ha il punto M, almeno, come fisso.

Ma se M & abbastanza vieino ad O, ognuno di quei gruppi
ha altri « — 1 punti su v, i quali, col tendere di M ad O, ten-
dono ad . In altre pavole: I gruppi della ¢7—' staccata dagli
iperpiani. uscenti da O habno « punti coincidenti sul ramo .
Il punto O, come origine del ramo v, & a-plo per os*~! gruppi
della serie. Natnralmente, se 0 & origine di un altro ramo v/,
di ordine o/, il panto O, come origine del remo 7', sard a-plo
per i medesinmi ec”! gruppi della serie. Insomma qui, trat-
tandosi di una proprietd di geometria sull’ente, il punto O
andrd considerato come la sovrapposizione i fanti punti
distinti, quanti sono i rami di ceui esso & origine (n. 23).

Procediamo oltre, eonsiderando gli os? gruppi della g7~
staceata dagl’iperpiani per O, che passano per M. Al limite
si ha similmente che pei gruppi della ¢'—° staccata dagli
iperpiani per la tangente a vy, il punto 0, come origine
di v, & (@ + 2,)-plo. E cost proseguendo.

Viceversa: se, data una serie (semplice} g7, priva di punti
fissi, sopra un modello proiettivo ¢, privo di punti multipli,
il punto O’ di €' & a-plo per co”! gruppi della serie (ciod
se | gruppi della ¢’ che passano per 0' hanno soltanto n —a
punti variabili), («--%,)-plo per co”* gruppi (ciod se i gruppi
della g" che passano per 0’ e per un punto M' di ¢, che si
avvicini ad 0, al limite formano una ¢7—* i eui gruppi hanno
soltanto n— « — =z, punti variabili); (z—+«,+4-2,)-plo per e
gruappi;..; (242, ... +2,, )-plo per un gruppo; allora I’ ima-
gine profettiva della ¢” & una curva ¢, d’ordine =, dello §,.,
per la gnale il punto O, omologo di ', & origine i un ramo
di caratberi (%, &,y .., %._y).

Se la g7 & composta eon un’invoiunzione y,, si perviene,
con qualehe avvertenza complementare, ad una conclnsione
analoga nei riguardi della curva C (birazionalmente equiva-
lente alla ) imagine della g7. B ciod un pmto 0 di C,
origine di un ramo di ordine «, proverrd da p punti di ¢,
coniugali nella 1}, ¢ 2-pli pei medesimi o' gruppi di ¢7;
ecc. ece. -

OsSERVAZIONE 2 — I1 concetto di molteplicite d’intersezione
di un ramo v, eon una forma F,, di ordine m, neil’origine ¢

del ramo, pud anche stabilirsi « prescindere dalle rappresen-

ad 0, sul ramo v. Allora i gruppi della g} delle sezioni iper-

S e—
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tazione analitice del ramo, muovendo invece dalle definizione
gintetiva del n. 23,

Il ramo ¢ appartenga alla curva irriducibile C, d'ordine »,
dello 8., e sia g2 la serie lineare staccata su C da tutte le
forme ’ovdine m di 8,.. Il gruppo generico di ¢ consta
di 2m punti distinti {e sempliei) (n. 15, Oss.). Quando la forma
generica ’ordine m, F, tende ad 77y, aleuni degli nm punti in
cui F sega O, e sieno p. es. I, tendono ad O sul ramo 7v; e
questo numero I & il medesimo, comunque I tenda al limite
F,; onde esso pud definirsi come molteplicita @ intersezione
di F, con v in O.

Invero, se ¢ & una trasformata birazionale piana di C, tale
che al punto O di € corrispondano su C° punti tutti semplici,
tra cui il punto ¢, origine del ramo " omologo di v, fa serie
corrispondente a g2 sard segata su ¢’ da un certo sisbema
lineare o<? di eurve. Detta ¢ la curva generica di questo
sistema e o, la curva che stacea su ¢’ iI gruppo omologo a
quello segato su ¢ da F,, il numero I rappresenterd I’ ec-
cesso delia molteplicitd d’intersezione di o, con €' in ', sulla
molteplicitdy ' intersezione di 9 con €' nello stesso punto (),
per guisa ehe, quando il gruppo segato da ¢ tende comunque
al gruppo segato da g, (ciod ¢ tende a @), I punti di quello
tendono ad O,

96. Proiezioni di un ramo. — Sia il ramo vy di origine O
e di carvatteri (z, %, ., %,_,), appartenente allo 8.

Preso un punto generico P, come centro di proiezioue, il ramo
da P si proietta biunivocamente (u. [8) sopra un iperpiano =,
in un insieme v’ di punti, che soddisfa evidentemente alla defi-
nizione analitica di ramo (n. 24). Sia O P origine del ramo y'.

Un 8,_, di =, abbastanza prossimo a passare per 0, sega
+" in =z punti, che son le proiezioni di quelll ove 7 & segato
dall’iperpiano che proietta da P lo &,_, considerato. Onde ¥
& di ordine 2. Fanno eccezione gli 8,_, che son prossimi a
contenere, oltre al punto O, la retta proiezione da P della
tangente al ramo v; essi incontrano generalmente viin o242
punti. Quelia retta & dunque la fangente al ramo v e 2, &
il primo rango di . Hee. ece. Si eonclude che:

(1) 81 ricordi ehe il coneetto di molteplicitd d'intersezione di due eurve
piane in un punto, si stabilisce con mezzi algebrici elementari (ved. la
eitazione o pag. 11).
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Un ramo di carattert (o, &, .., %._,) $i protetia generica-
mente de un punio in un ramo di caratieri (¢, o ., o).

Se invece P giace sull’iperpiano osculatore a y in 0, ma
tuttavia la proiezione & ancora biunivoea, si vede similmente
che il ramo v’ ha i caratteri (a, o,y %y, &y +a,.,). In
generale:

Se un ramo di caratieri (u, & ., &,_,) St profetie biunivo-
caemente da un punto P, situato sullo 8, osculatore nell’ ori-
gine (k<r — 1), ma non sugli spaszi osculaiori inferiori, 4l
ramo proiezione ha ¢ caratteri (&, & oy Zp—y, Cp 2%,y Cpp yen)s

Cumulando le proiezioni da punti, si constata come si tra-
sforma 1l ramo per proiezione da un 8,_,_, sopra un S;: il
che del resto si pud anche vedere direttamente ().

Si eapisce .come, mediante prolezioni convenienti, un ramo .

con dati caratteri possa ottenersi da un ramo lineare ordinario
di uno spazio superiore. Non ¢'indugiamo su eid, trattandosi
di argomento di geometria proiettiva iperspasiale, c¢he non
ha attinenza direfta col nostro studio (*).

(1Y Per pilt ampli dettagli in proposito, ved. BEuTIx, JTperspasi, p, 452,
(M) Di tale argomento si ocenpd VERONESE, Beliandlung (citaba a pag. 67)
p. 201-202, ¢ pilt diffuramente DEL Przzo, Ace. Napoli Rend. 7, 15 (1893
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27. Ordine di una funzione razionale &i un punto variabile
sopra umna curva, in un punto dato. — Abbiamo gia osservato
(n. 14) che una ¢}, data sopra una curva irridneibile €, & I’in-
sieme dei gruppi di livello costante di una determinata fun-
zione razionale del punto variabile sn C. Gli eventuali punti
fissi della ¢! son punti d’indeterminazione della funzione ra-
zionale, e come tali posson supporsi aggregati a tutti i gruppi
di livello. Ma, poiché la loro considerazione non ha alcuna
importanza per la nozione che vogliamo introdurre, suppor-
remo addirittura la gt priva di punti fissi, cosicehe, a norma
del m, 15 (Oss.), un gruppo generico di ¢* sard costitnito da

" punti distinti e semplici per €. La curva si pud inoltre

supporre piana, e ¢id senza introdurre una restrizione essen-
ziale dal punto di vista della geomefria sull’ente. La sua
equazione sia:

Mz, 1) =0,

e I’espressione analitica della data funzione razionale sia:

ove », ¢ son polinomii in =z, ¥.

I’ordine n della g si chiama, con WRIBRSTRASS, grado
della 0 {con KoLwiv, valensa).

Perché in un punto P («, b) di € la 0 gia nulla (od infinita)
bisogna, ma non basta, che in quel punto si anmulli ¢ (o risp. 7.
Ii punto P, seconde quanto gid dicemmo nel n. 23, dovra
esser considerato come la sovrapposizione di tanti punti di-
stinti (semplici, in un conveniente modello proiettivo di C),
quanti sono i rami di ¢, di cui esso & origine. Sia y uno di
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questi, e limitiamoci a considerare P come punto di v, avver-
tendo che le medesime riflessioni potrebbero farsi considerando
P sugli altri rami.

Sieno 4., 7, le molteplicitd d'intersezione {(n. 25) del ramo y

colle curve 9 =0, ¢ =0 nell’origine P, e le

T =t~ @, + 4, 1° 4 ..
Y==b -+ bt bt + ...

rappresentino il ramo (talune delle costanti «, b posson esser
nulle). Sostituite gueste serie mei polinomi @, ¢ avremo:

e, Yy =t (g -t ot -4 ot L)

(1) , _ )
(@, ¥y =t (B, 4 B,t 4 B,t° +-..),

ove le «, B sono costanti, talune eventualmente anche nulle;
ma «,==10, §, 5=0. Risulterd perianto:

(2) 6(9": ?/):ti'_iﬂ('(o = Y:t"'—‘fetg*“-")s

in cui -0259:# 0. Ne deriva che, se i, =>4, la 0 & infini-
0

tesima con ¢, d’ordine i, — 4,, o, come aunche si dice, ha per

¢ =0, cioé nel punto P del ramo v, uno sero &’ ordine i, —i,.
Se invece 4, <Z4,, 1a 0 & infinita per t=0, I’ ordine 4, — i, ; ciod -

essa possiede nell’ origine di vy, un polo &’ ordine i, —i,. Se
infine ¢, =4,, la funzione b assume in P il valore finito e
non nulio v,. '

Chiamiamo ordine delle funzione razionale B in un punto
P di C (in quanto P si considera come origine di un ramo
determinato di ('), il numero positivo #, quando 0 ha in P
uno zero d’ordine r; il numero negativo — », quando 0 ha
in P un polo d’ordine #; il numero zero, se in P la 6 non
diventa né nutla né infinita. 8i conclude allora col teorema
segnente;

L ordine di une funsione ragionale 9 =12’ di un PUNLO
variabile sopra wna curve irriducibile C, in un dato puntoe P
della curve, considerato come origine di un determinato ramo v,
¢ eguale alle differensa fra le molteplicite A’ intersesione delle
enrve 9 =0, o' =0 col ramo y, nell’ ovigine P,

La medesima conclusione varrebbe evidentemente aunche
se (' fosse una curva sghemba o iperspaziale: soltanto allora
I polinomi 9, ¢, eguagliati a zero, appresenterebbero due
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forme algebriche del rispettivo spazio. Nulla perd ei sarebbe
da mutare di essenziale nel ragionamento.

La conclusione stessa pud pure riferivsi ad un punto all’in-
finito di €. Per un tal punto P, uno dei dune rapporti Y
o x:¥y delle coordinate, sard certo finito (io sono entrambi se
la direzione P, non & parallela ad aleuno degli assi coordinati).
Sia p. es. finito ed eguale ad «, il rapporto Y%, cosicchd P,
non appartiene all’asse y. Si posson allora assumere come
coordinate omogenee di un punto sitnato in un ramo v, di
cui P, sig origine (%), 1 numeri @, =y:z, o, =1, 2, =0, e
quindi (n. 24) il ramo y sard rappresentato da relazioni del
tipo:

By = @y + @, + @' +.., z,=1, z,=0,

Sieno ora 14, 4, le molteplicith & intersezione di p=0,
=0 col ramo ¢ in Ps. Trasformati i polinomi ¢, ¢’ colla in-
troduzione delle coordinate omogenee definite dalle =%

.27
Y == %, %y, € sostituiti poscia in essi { valori di #,, 2,, 2., che

competono al punto variabile in v, si ottengono per o, ¢ due:

espressioni come e (1), e, a partire da esse, si conelude come
sopra,

Per la g) definita su € dall’eguagliare 8 a una costante
arbitraria, il gruppo degli zeri ed il gruppo dei poli di ©
sono due particolari gruppi di livello (0 e o). Va da s& che
ogni zero (o polo), nel rispettivo gruppo della gl, va contato
col proprio ovdine. In altri termini wn punto in cui la 8 abhic
Pordine Z=v(r > 0) & un punto r-plo per la gt (ciod per un
&0 gruppol.

Una trasforniazione birazionale di ¢ muta la funzione

razionale § in una funzione razionale © di un punto variabile
sopra la eurva trasformata (n., 14), per guisa che in due punti
omologhi le 6, @ hanno lo stesso valore. Di pitt un punto -plo
per la gl definita da 0 si muta in un punto r-plo per la ¢! de-
finita da 0. Dunque:

L ordine di una funsione rasionale in un punio dato della
enrve, ¢ inveriante per trasformazioni birasionali.

(1) Il eoncetto Qi ramo, avendo carattere proiettivo, vale anche quando
Porigine sia all’infinito. Per oiteners la rappresentazione analiticn in questo
caso, hasta operare con una trasformazione omografica (o anche birazionale)
che trasporti Porigine al finite (cfr. colla pag. 84).

Severl - Qeometrin alyebrica - 7
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Ii opportuno porre in rilievo che, mentre § definisce su C
una ben determinate g, queste non individue 0, se non quando
si sieno fissati tre gruppi distinti di g', 0 cni lo funzione
rastonale debba assumers fre distinti Hvelli (p. es. 0, 1, co).

Invero, definire una funzione razionale 8, di eni la ¢! possa
considerarsi come insieme dei gruppi di livello costante, equi-
vale a fissare una deferminata corrispondenza birazionale fra
i gruppi della ¢! (ente razionale o'} e i punti di una retta,
ove si distendano i wvalori di 8. Ora noi sappiamo (Noz.
introd. IV) che le sole corrispondenze birazionali fra due
enti razionali oo!, sono le omografie; e d'aliro canto il teo-
rema fondamentale della geomefbria proiettiva ¢’ insegna che
un’omografia fra due rette & individuata quando siano asse-
gnate tre coppie di punti corrispondenti.

Se p. es. la g & definita mediante una data 6 e si vuole
la funzione razionale ¥, capace di definive la stessa ¢!, e che
assnma i valovi X', A/, A, nei gruppi ove 6 assume i valori
Ay Ay, Ay, basterd risolvere rispetto a 6' la relazione

(e )‘H )‘M ‘3)"‘(9 ‘n xﬂ! xa)

]
fra i birapporti
0, %y, dgy M)y (0, Wy My Ny,

Iu particolare, per X', =0, X, =1, X', = oo, la 0’ richiesta
si otterrd operando su 8 con la sostitnzione lineare fratta:

O )0, — A
(B - ls)( M1 ‘2)

Cosl si pud ottenere ad ‘es. che la fungione razionale, me-
diante cui si definisce lo gl, abbia- @ suwol poli (e se vuolsi
anche © suoi zerd ed i suoi punti di un altro dato livello)
punti sempliet e distintd della curea,

In particolare:

Una fungione ragionale ¢ individuate « meno di un fat-
tore moltiplicativo dai swoi poli ¢ dai suol zeri.

OsSERVAZIONE. — Sieno 0, 9 due funzioni razionali del
punto di C. Tenendo econto dell’ espressione (2), relativa ad
un punto P di ¢ e dell’ analoga cui da lnogo ¥, si deduce
che un punto in cui 0, 8 abbiano gli crdini rispetiivi », 27 &

d'ordine » -1’ pel prodotto 00" e ’ordine r— " pel quo-

=1—
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ziente 0:0. Qualora poi », »" abbiano lo stesso segno, e sia
p. es. 7 quello dei due numeri che ha il minimo valore rela-
tivo (r=s1'), la somma o differenza 8 =20 delle dne funzioni
ha, nel punto considerato, Pordine ». Se r, »' hanno segni
contrari, 0==0" ha per 01dme quello dei due numeri », #,
che & negativo.

Stamo cost in grado di assegnare P ordine in un punto deNa,
curva, di una gqualungue funzione razionale di pite funziond
razionali del punto variabile sulle curve stessa, mediante gli
ordini di queste.

28. Equivalenza di due grnppi di punti sopra una curva.
Concetto di serie linears completa. — Sieno 4, B due grappi
di un_egual numero n di punti sopra una eurva irviduecibile T,

5’ intende che i due gruppi si considerano dal punto di
vista della geometria sull’ente, ¢ quindi, pitt che i panti co-
stituenti A, B, son dati i rami che hanno le origini nei punti
dei due gruppi; e tanti sono i rami, tanti sono i punti che
debbonsi riguardare distinti, anche se non lo sono sul modello
proiettivo che si fissa per la curva I (Y (n. 23).

I due gruppi diconsi equivalenti, ¢ si serive

A =B,

quando esiste una ¢7, e quindi una g, di cui essi sono gruppi
totali, Dunque: :

Due gruppi equivalenti son due gruppi di livello costante
per una funzione ragionale del punto delle curva.

Essi posson ansi assumersi come gruppo degli zeri ¢ come
gruppo dei poli della funszione stessa, eseguendo eventualmente
sulla funzione nna conveniente sostituzione lineare (n. pree.).

Sussiste il seguente teorema fondamentale deH’ eqiivalensae
(o proprieté transitiva dell’ equivalenza):

Due gruppi equivalenti ad un terzo lo sono tra lovo; ossia,
in simboli :

S¢e A=Be¢ B=C, seqgue A= 0.

Infatti, sia o una funzione razionale avente B come
o

gruppo dei poli e A come gruppo degli zeri; ¢, ¢, essendo
due polinomi (funzioni razionali intere del punto variabile

i) Osservaziont analoghe in seguito verranno ormai sottintese.
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L. ‘ '
su T'). Similmente, sia = una fanzione razionale coi poliin B

by
e gli zeri in C'; &, ¥, essendo, pur essi, polinomi. Allora la
funzione razionale quoziente i—tpt;, avrd 1 poli in C e gli zeri
‘ kil

in A (n. prec. Oss.} e quindi i grappi 4, € saranno equivalenti.
Si pud anche, se vuolsi, considerare la funzione razionale

¥ ?i: ﬂl—tr@, dipendente del parametro A, Fssa ha il
Do Y D%

gruppo dei poli fisso in B (n. pree. Oss.) ed il gruppo degli zeri

variabile in una ¢¢ (n. 16), che contiene A(X =0) e O = oo).
~ (id presuppone che i gruppi 4, € mnon abhizifo punti

comuni con B, Se p. es. 4 ha un punto »ple comune econ B,

questo si potrd contare, colla molteplicitd 7, fra gli zeri e fra
i poli di ? e ragionare pel resto come sopra,
" .

11 teorema precedente pud anche enunciarsi come segne:

Se sopre une curve drriducibile due serie lineari ¢f, g,

hanno un gruppo comumne, esse appartengono ad wne medesime

serie d’ ordine n, pitt empia di entrambe.

Il gruppo comune sia B. Assuntolo come gruppo dei poli
delle funzioni' razionali, dipendeunti rispettivamente da » — 1
e da s-— 1 costanti arbifrarie, di cui le date serie rappre-
sentano i gruppi di livello, le funzioni stesse saranno espresse
da.(n. 16):

Mo, A, - A Py k- Py
Do

B =— !'Li"].J; - IJ‘-?#L(!)S—L —+ L!J-s' ]

bo

=

T gruppi di livello della funzione razionale § + 28" (con A
nunove- parametro) che ha lo stesso gruppo B di poli, cosbi-
tuiscono appunto una serie lineare d’ordine =, che (per 1=0,
0 A=rco) contiene totalmente le due date,.

In altre parole si pnd dire:

La ¢7 ela ¢° sieno staccate, fuori dei panéi fissi, dai sistemi
lineari (di enrve o superficie o forme algebriche):

EePo - &Py e Ep P T 8P == 0,
7?04‘\0 -+ 7)14’: + .k 7]'3-—1"!’s—1 -+ 713'\!’3 =0
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Allora il sistema lineare:
(3) e, -t dylee, + e+ &8 Pp) 1 2ol b, _|_' e = Tethg) == 0

astacea su I, fuori dei punti fissi, una serie lineare d’ordine n,
che contiene le due date.

La solita osservazione deve farsi se le due serie hanno
punti fissi (se ne fa prima astrazione, eppoi si torna ad ag-
ginngerli). :

Dal teorema dimostrato seguono concetti e proposizioni
molto importanti.

Data su I' una ¢7, abbiamo gid avvertito (n. 16} che r=Cn,
cosicche, se esistono serie lineari pitt ampie della g%, che la
econtengano totaimente, & certo ehe le dimeusioni di gueste
gerie non posson crescere oltre ogni limite (non posson supe-
rare 1). Orbene, dal teorema fondamentale si dednce che esiste
una sola serie lineare pilt ampia di tutbte quelle che conten-
gono totalmente la data g7, ed in cul anzi queste serie son
contenute totalmente. Infatti, se g7 & contenuta in due diverse
serie g®, ¢5, queste, avendo in comune tutti i gruppt di g7, sono
contenute totalmente in una pit ampia di entrambe.

Chiameremo serde lineare complete una g% che non sia con-
tennta in una pilt ampia dello stesso ordine; e potremo per-
tanto enunciare che: ,

E unica la serie lineare completa in cui & contenule total-
mente une deate serie lineare g’ (in particolare un gruppo di

_punti: ¥ = 0).

Naturalmente un gruppo di punti pud esso medesimo co-
stituire una serie lineare completa, guando non esista alenna
serie linearve infinita, che lo contenga fotalmente. Presto ne
vedremo esempi.

Se A & un gruppo i punti di T, Ia serie lineare completa
individuate da 4, si denota col simbolo {4].

It evidente che la serie lineare complete FA|, individuaie
da A, pud considerarsi come U insieme di tuiti ¢ gruppi di punii
equivalenti ad A. '

Si pud anche dive, con RIEMANN, quando la serie |Af &
almeno oo', che | 4] & determinata dalla pitt generale (cioé
contenente ¢l maggior numero di costanti arbitrarie) funzione
ragionale che ha i poli nel gruppo dato A.

Una serie lineare non completa, dicesi parsziale, e chiamasi
deficienza o difetto di completezza la differenza fra la dimen-
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11 ? a 7 1 ] H
sione d’ una serie parzinle e la dimensione delila serie completa
da essa individuata.

Una trasformazione birazionale delld curva T muta groppi
equivalenti in gruppi equivalenti e quindi unaserie eom-

pleta in una serie completa. Percid il concetio di serie lineare -

complete (o parzicle) appartiene wlla geonmelria sull’ ente.
N OSSERV.AZ]ON.F. ~— Hntro una data serie lineare gr ogni gl
pfarfett_amente individuata da due suoi gruppi di punti (cig
equivale infatti ad affermare che una funzione razionale & indi-
viduata, & meno di un fattore moltiplicativo, dal gruppo dei
suoi poli' e dal gruppo dei suoi zeri); e quindi le sole gL, con-
fenute uella ¢, son quelle stacoate su I dai fasei *-‘:i-rlforme
contenuti nel sistema lineare di forme, 3, che studan q.

Assimilando ia &, al panti di uno spazio lineare S, ?li cui
gli elementi siano i gruppi della serie (e cid & sempr; lecito
perché la ¢* & in corrispondenza binnivoea continna, senza,
eccezioni, colle forme del sistema I, ea”), le gl contenute in g7
son dunque quelle, e queilo sole, che vengon mppmsentab;
dalle rette di §,.

Ne deriva che una gk (k<< 7) contenuta in gn & rappresen-
tata_ da una varietdh razionale ook (i punti di 8,, tale che
0gnl reiba confenente due punti di questa varietd, giace in-
feramente in essa, La varietd o danque un 8 (1). Pertanio
le gk contenute in gy son quelle, ¢ quelle sole, che son rappre-
sentate dagli Sy, di S, ; eppereid non sone elive che quelle staceate
su ' dai sistemi lineari oo® subordinati a 2. Risultato questo
che avevamo gia stabililo diversamente, seguendo SEern
al n. 20, " ,
_ Du_lla perf.etba assimilazione, che ne deriva, delle serie
1:(111812::': {sht:]:(irg;g;ze (;;] él:na data, agli spazi 1i1_1ezu-i subordinati

” , .
U{m g, ed wine g* che abbieno guelehe grippo tolale comune
(¢ quindi sieno contenute in NG Mmedesime serie com pleta), non
nosson che avere i (g cie i
7 8¢ tvere “f’ somune une g7 ({=0). La serie lineare
nmnime che le contiene entrambe, & allora und G
R

) {.1)_0031 P. ¢8. una superfieie (irriducibile) di §. che contengn ogni retta,
;ndl:xtdun}tn da due suoi punti, & an piane, perché pud genern._rsi mediante
€ retie che passano per un s u i rgi retta ;
ung varietd a tre dimpcl'lsioni, Ei?e pgc::]tg (TEEIT:L iﬂ%tﬁit{loaiq?:;; T “’.tm:

ari ) atogn, contiens
quanti si vogliano piani, e Pud generarsi mediante le rette che passano
Per un suo puunto e si appoggiane ad un suo piano, onde & un & ece. ece,
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- Resta cosl maggiormente precisato un teorema povo sopra

enunciato.

Il teorema delln unieith della seric completa che contienc una data serie
lineare, rieale in sostanzn a Riuwany, dal cui punte di vista — quello
delle funzioni razionali di un punto della curva (superficie i RiEMANN) —
esso & pressoch® immediato, La trabtazione che noi ne abbinmo fatto 87 ispirn
appunto a Rimmany. Ma per cirea quaranta anni non si era mai pensato
di inquadrare il eoncetto riemanniano di quel feorems in una tratta-
niene algebrico-geometrica della, geomegrin zopra una eurva (ln quale d?al-
tronde mon pud prescindere dalla noxione di rame). Cosi Brivn ¢ Nogruger,
nella loro prima elassiea svattazione algebrico-geometrien della teoria (1873),
delln quale avremo da diseorrer diffusamente in segnito, hanno dedotto la
proprietd in questione dal celebre teorema A f+ By di Nowruzr, di cui diremo
in un suceessivo Cap.; e SEGre, nella trattazione iperspariale della teorin
stessa, sviluppate da lui e da CasTeELRUOVO dal 1386 a1 1889, ¢ della guale
pure parleremo. in appresso, ha dedotto il teorema da proprietd delle rigate
algebriche (Torino Acti, 21 (1886); Math. Ann., 30 (1587); Introduzione, n. 5.
Ad ExriQues spetta (i aver osservate che il coneetbo riemanniane poteva age-
volmente ingerivsi in una trattazione algebrico-geometrica, mediante la consi-
derazione del sistema lineare (3) [Torino Atti, 37 (1901)]. La denominazione
di serie lineare compleia (Vollschar) & statn introdotia da BriLL ¢ NOKTHER,
i quali, per ln Tagione che vedremo pid tardi, chinmavano eorvesiduali i
grappi equivelenti. Quest’ ultima denominazione & i Depriiyp ¢ WEBER

(1880).

29. Operazioni di somma e di sottrazione sulle serie lineari.
— Sia ¢ una serie [ineare completa sopra la curva irriducibile
I', e Bsia un gruppo di m pnuti, contenuto parzialmente nella
g, (che sia ciog parte di qualche gruppo della g7, o magari di
di totéi, se B & un gruppo di punti fissi della sevie).

I gruppi della g7 che contengono B costibtuiscono (nn, 16, 23)
una serie lineare di dimensione == 7. Facendo astrazione in
tale serie dal gruppo B, avremo umna g’—*, dove s denota il
numero delle condizioni c¢he i punti di B presentano ai gruppi
della g7, che debbono contenerli (0 << s << m). Proviamo ora
che la g =2 & completa. Supponiamo, invero, che la g =t sia
conbenuta totalmente in una serie pift ampia; aggiungendo
al gruppi di questa serie i punti di B, otteniamo una serie
{0’ ordine u, aveute in eomune con ¢, ~”5 gruppi, ma non
In essa contenuba; il ehe contraddiee ali’ipotesi che la gh sia
completa. Chiameremo 7esto (i nn gruppo B, rispetto ad una
data servie lineare g7, ogni gruppo che insieme a B dia mn
gruppo della g7 (eiod un gruppo qualunque della serie g2
Allora il risultato precedente potrd enunciarsi dicendo ehe:
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I vesti di un dato gruppo di punti vispetio ad ung serie
lineare completa, costituiscono una serie lineare complete,

Quesfa serie lineare completa si chiama la serie lineare
restdua del gruppo B rvispetto a [

Sieno ora |4, |{B| due serie lineari complete degli ordini
m, n. B facile verificare che tutti i gruppi di m + n punti
ottenuti aggiungendo a un gruppo qualungue della prima
un gruppo qualunque della seconda, sono tra di loro equi-
valenti.

Diciamo infatti A’, B altri due gruppi delle serie indivi-
duate da 4, B, e indichiamo in modo generale con 4 4- B il
gruppo formato dall’ insieme dei gruppi 4, B. Avrer:s, allora
le relazioni:

A+-B=A+B, A+B=A+B,

la prima delle quali ei dice che A+ B, A+ B appartengono
alla serie lineare ottennta da | B| aggiungendo i punti fissi
del gruppo 4; e la seconda che 4+ B/, A'+ B’ appartengono
alla serie lineare ottenuta da | 4| aggiungendo i punéi fissi
del gruppo B.

La proprietd transitiva dell’ equivalenza, ¢i permetie di
trarre dalle due relazioni seritte, la:

A4+B=4'4+B,

e ¢id prova quel che si era asserito.

Questa osservazione conduce naturalmente s definire la
somme di due date serie lineari | 4|, | B|, come la serie lineare
completa che contiene tutti i gruppi della forma 4 + B, ciod
la serie { A+ B| individuata dal gruppo 4 +-B.

Dal concetto di somma segue poi subito la nozione di
differensza di due sevie | (| ed | A|. Supposto che nn gruppo
fissato A della serie | A| sia contenuto parzialmente in | C1,
diciamo | B| la serie residua di A rispetto a [C]; allora Ia
somma delle due serie | 4|, | B| sard precisamente | C ], ciod
potra seriversi:

|C’]=|A+B

La serie | B| si chiamerd la serie residua di A rispetio
a | (] od anche differenza delle due serie e si indicherd col
simbolo | ¢ — 4.

A
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In veritd noi abbiamo oftenuto | B| come serie residua
del particolare gruppo A rispetto a | ¢'|; ma poichd la serie
| A+ B| contiene tutti i gruppi ottenuti riumendo un qua-
lunque 4 ad un gualunque B, cosl la serie residua di ogni
gruppo A rispetto alla serie | A -+ B/, ciod alla | (|, & sempre
la serie lineare | B}. Donde la opportunitd di considerare | B
come residua della serie | A|, e non del solo gruppo A, ri-

spefto a | . ’ '

Perveniamo pertanto al seguenfe teoreme del vesto:

I resti di un dato gruppo di punti rispeito ad una serie
linewre completa, in cui esso sia contenuto parzielmente, son
resti, rispetto alla stessa serie, di ogni altvo gruppo equivalente
a quello.

La definizione di somma si estende a pitt serie. lineavi
fA |, 14,1, 14,],..; giacehé anche in questo caso generale
i gruppi del tipo A, + 4, 4- 4, -~ ... appartengono ad una
medesima serie lineare | 4, + 4, + 4, +4- .. [, come si riconosce
subito col processo 17 induzione.

Se in pavticolare le sevie | A, [,14,1,] 4,1,... coincidono in
una stessa | 4|, la loro somma chiamasi un multiplo delle .
serie | A| secondo il numero k, se le serie sono in numero di k.
Tale multiplo s’ indica con |kA|.

Oltre alla somma | A+ B| di due serie lineari complete,
si pud anche definire la somme minime di due serie lineari
gqualunque, anche parziali.

Sieno ¢%, ¢*, le due serie. Come abbiamo visto, i gruppi
di n-+m punti ottenuti aggregando ad un gruppo gualunque
della prima un gruppo qualunque della seconda, sono equi-
valenti; ma non & affatto detto che la serie lineare completa
92 .., cui essi appartengono, sia la serie lineare di dimensione
minima che li contiene tutti. Quel che & certo si & che la
serie lineare di dimensione minima ¢%,  , che contiene quei
grappi, & perfettamente individuata; perché se vi fossero due
siffatte serie distinte g2, la fotalith dei gruppi ad esse co-
muni formerebbe una serie lineare di dimensione < 1, conte-
nente i gruppi stessi.

Ebbene, la serie ¢, =~ cosi individuata, si chiamerd la
sommea mintme delle due date serie (parsziali o complete).
Sieno:

(4) A9+, + o 4+ X9, =0, wodg -y + w4 pydy =0
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i sistemi lineari, ehe staccano sulla curva I' le date serie g7, ¢*,
(sisbemi lineari dl curve o superficie o forme algebriche, se-
condo che I' & piana o sghemba o iperspaziale). Le due serie
sono staccate su I, fuorl di certi punti fissi, costituenti rispet-
tivamente 1 grappi K, L; gli altri punti fissi, eventualmente
esistenti, facendo parte di tutti i loro gruppi (*). Cid posto,
consuler lamo il sistema lineare:

r R
(5) I
i=0 j=0

vap b, = 0.

Poiche il prodotto delle (4) appartiene a questo.siStema
lineare, & precisamente in corrispondenza ai parkicolari valori

(6) Vi = A

dei parametri, cosl ogni gruppo costituito da un gruppo della
prima serie e da un gruppo della seconda, vien segato, fuori
del gruppo K-+ L, da uua particolare forma di (5) {*). Onde
la serie lineare d’ordine n -+ m, staceata da (5) su T, fuori di
K+ L, contiene la somma minima delle due serie o coincide
coL essi.

Per provare che effettivamente il sistema (5) stacca su T
la somma minima, occorre provare che non pud esistere un
sisbema subordinato a (5), contenente tutte le forme che cor-
rispondono ai valori (6) dei parametri; o, in altre paroie, che
i valori (6) non posson soddisfare ad aleuna relazione lineare
del tipo:

- r £
(7 I Zeyhy=0,
i=0j=0

per valori non tutti nalli dei coefficienti e.
Suapposto, invero, che una tal relazione esista, poichd le- A

e le p sono affatto indipendenti tra di loro, e la relazione deve.

esser soddisfatta qnalunque sieno le X ¢ le p, potremo porre
eguall a zero futte le p, tranne una: p. es. it; che porremo

{*) Qui ocecorre la solita considerazione dei punti mnltipli di T come
sovrapposizioni di pid puut.l, quantl sono i rami di eui essi sono origini
(. 23,

%} Se le g,y avessero punti fissi comunti, cinseune i guesti figure-
rebbe in ano dei grappi eonsiderati, eon moltephclm egnale alla somma

delle molteplicitd elt’ esso possiede nei gruppi di grnedig di eni fa parte.

"szn 0
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eguale ad 1. La relazione (7) si riduce allora a

._';7 g,k =03

=0 -

e siccome le A sono indipendenti fra di loro, ¢id implica che
sia e;; =0 (i =0,..,7). D’ altronde P indice § della p, che si &
s:m_)[msm non nuila, pud assumere uno qualungue dei valovi
0,1 .., 8; dunque tutte le ¢ son nulle.

Perd, dal fatto ehe il sistema (5) stacea su I, fuori di
K+ L, la somma minima delle due date serie, non si pud
cerro trarre la consegnenza che la dimensione della somma,
minima sia (r+I)(s4-1)—1, che & il numero delle forme
della combinazione lineare (5), diminuito di un’ unitd, Perchd
cosl fosse, bisognerebbe che le forme ¢ d; fossero linearmente
indipendenti fra di loro e che nessuna delle forme del si-
stema (5) contenesse I'. Né I’ una né 1’ altra circostanza con-

seguono puramente e semplicemente dal fatto che alle con-

dizioni analoghe soddisfanno i sistemi lineari (4).

Nel caso particolare in eni le due serie date coincidono
in una sola, g7, e quindi i sistemi (4) possono assumersi coin-
eidenti col primo di essi, il sistéma lineare (8) diviene:

r
(57 '%} VuPips =0,

i:

Ir' M“.

e le forme prodotto di due forme del primo dei sistemi (4),
sono ancora date dai valori (6) dei parametri v.

Perd in tal caso le forme distinte della combinazione

Ir +-2 .

lineare (5) viduconsi a{ A+ 2) (tante quante le combi-

‘-l .
nazioni con ripetizione di » +1 elementi a 2 a 2), perche
Py = @9, € quindi (§) pud anche seriversi:

(5" L9, =0 (¢ = @),

che ¢ una forma quadratica degli argomenti 9, eguagliata
a zero, ,

.La counsiderazione si estende ovviamente a quante si vo-
gliano serie gty g g::.-; le quali siano staceate su I', fuori

1ln

di eerti gruppi di puubi fissi L, L,, ..., Ly, da sistemi lineari:

Grop(h) 3. ~ Aepd W)U} — ARk ~—
M 4 A =), ., ).f’ 7y A = AN =0,
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La loro somme minima & staccata su I', fuori del gruppo
L 4~ L, 4 ... + Ly, dal sistema lineave:

o Ta i 1, (3 (S
(] ) ¥ y =
o XL By el g =0,

. . . 7L TP
1,=01g==0 =0 ' 2

che contiene tutti i prodotti di & forme dei precedenti sistemi.
Questi prodotti corrispondono ai valori

{8 v L= ADALY |, ASE)
£ ig i,

iyfe o £
dei parametri v.
Quando le k serie coineidono in una sola, la loro somma

minima si chiama anche la serie multiple minime.sécondo
¥ intero k, di una di esse.

Da guanto precede si trae il corollario seguente, che ei
giova notare per ulteriori applieazioni:

Il minimo multiplo secondo ¥ intero & della serie lineare
delle sezioni iperpiane di una curva #rriducibile T di S,, 8
staccato su I dalle forme & ordine k dello S,.

OSSBRVAZIONE. — I senz’ altro evidente che i concetti di
somma (completa ¢ minima), di differense ¢ di multipli (com-
pleti o minimi) di serie lineari date sopra une curvae, sono
tnvarianti per trasformasiont birazionali.

11 concetto di serie lineare pomma (completa) o differenza di due altre
& contenuto sostanzialmente in BRILL e Nomruer {Math, Annalen, 7, 287
{1878)]. Essi danno il teorema del resto (Festseiz) sotto una forma proiet-
tiva, che sard esposta pid tardi, e dalla quale si deduce subito il teorema
del resto sotto forma invariantiva per trasformazioni birazionali, quale nei
P’abbiamo esposta in questo n, — La somma minimea di dne o piti serie lineari
(e la serie multipla minima di una datn), di eni vedremo in seguito im-
portanti applieezionl, fu considerats dn CasTrrNuovo [Palermo Rend. 7,
79 (1893)]. Le operarioni di somma e di sottrnsione in senso generale
{¢con riferimento ciocd alle serie eomplete), furono considerate in modo
sistematico da Casrterxvovo-Exriques [Math, Annalen, 48, 257 (1896)].

Nello spazio lineare ad (ry + 1) .. (#: 4+ 1) — 1 dimensioni, in euni le v
gcn coordinate omegenee di punto, le (8) dinno la rappresentazione para-
metrica della cosidetta varietd di Seeke [Palermo Rend., 5, 102 (1891)],
che rappresenta le k-ple di punti tolti da % spazi lineari 8,..,8, . La
studieremo in un prossimo volume, in cui ¢i oceuperemo della zeometria
numerativa., Vedi anche, a tal proposito, Berrixt, Iperspaszi, p. 880. Se le &
serie coincidono in una sola, v, Ia varieth rappresentativa del k-plo mi-
r+k ;

e

proposite di questa varietd, Borpica, Ann, di Mat., 27,, 1 (1917).

nimo di questa, appartiene ad uno spazio @ —1 dimensioni, Ved., a
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30. Gruppi e serie lineari virtuali, — Sulla curva I' sia
data I’ equivalenza:
(9 A+ B = A + B,

ove A, B, 4’, B' son gruppi di I'. Seriveremo pure la precedente
sotto la forma:

(10) A—B=4A—B,

e cid anche se non esisfie la serie residua | A — B (e guindi
la | A'— B')).

Diremo che il simbolo 4 — B rappresenta un gruppo vir-
tuale di punti su I'; in particolare un gruppo effettive (anzi
tutta una serie di gruppi equivalenti fra loro) se esiste | 4 — B|.
Resta cosl definita anche uva equivelenza fra gruppt virtuali,
come la (10)., Essa riducesi alla equivalenza (9) fra gruppi
effettivi. :

Se A= B, il gruppo virtnale A — B s’indiea pure eol
simbolo zero e si scrive

A—B=0,

L' insieme dei gruppi virtuali equivalenti ad un dato [aiod
dei simboli del tipo A — B, tra i quali intercedano relazioni
come la (10)] dicesi una serie lineare virtuele (completa) e
s’ indiea con |4 — B|. Ordine di tale serie virfuale ¢ la dif-
ferenza fra gli ordini delle | A, | B]. Quando 4= B, la serie
lineare virtuale |A — B| chiamasi la serie lineare nulla. Qua-
lora A, B constino dello stesso numero di punti, ma non sieno
equivalenti, la serie |4 — B ¢ benst di ordine zero, me non é
la serie lineare nulla.

Se € & un gruppo effettivo, tale che : C'| contenga B, e '
& un gruppo equivalente a €, dalla (9) o (10} st trae:

C+4A—B=0+ A—B;

e, poiché esiste la sevie |0+ 4 — B|=|(C— B)+ 41, esi-
sterd anche la servie | '+ 4" — B'|. In parole:

Se un gruppo virtuale aggiunfo ad un gruppo effettivo indi-
vidwe une serie lineare effettive, la stesse serie resta individuate
sostituendo ai due gruppi considerati due gruppi equivalenti.

Un gruppo virtnale A — B pud quindi considerarsi come
un simbolo operativo + 4 — B, che, applicato ad un conve-
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niente gruppoe effettivo, permette 1’individnare una serie
llnez.u'e effettiva. Da questo punto di vista, due grnuppi vir-
tuali equivalenti non sono che due simboli operativi identiei.

Introdotte le convenzioni sopra espresse (allo scopo di
abbreviarve il linguaggio), e tenuto conto del n, pree., si pud
affermare che:

In unw’ equivalenza un gruppo pud trasportarsi da un membro
all’ altro, purché si cambi di segno.

Piw equivalenze si possono sommare a membro a membro fra
di loro, magari dopo averle moltiplicate per arbitrari numeri
tuterd (positivi o negadivi),

Nel seguito, ove non si aggiunga aleun attributo, s'inten-
devd di parlare di gruppi e di serie effettivi.

e

La nozione di gruppi e di serie virtuali, accennata per la prima volta
dall’ Avtore in una Memoria sulle corrispondenze algebricle, citata pilt
tardi, & analoga o quella del numeri negativi nell’ algebra. B particolar-
menfe utile la nozione corrispondente di curve e di sistemi lineari virtuali
sopra unn superficie, sviluppata dall’Auntore, il quale ha assegnato unn
condizione aritmetica sufficiente [Tst. Lomb. Rend., 38,, 859 (1903)] ed una
condizione geometriea, necessaria e sufficiente, perehd nna eurva, data a
priori come virtnale, sia effettiva [Ist. Veneto Atti, 68, 836 (1909)).

31. Interpretazione proiettiva delle serie lineari complete.
Curve normali. Consideriamo una curva irriducibile ¢,
(I’ ordine n, appartenente allo spazio 8,. Se la ¢’ delle sue se-
zioni iperpiane & una serie completa, la eurva non pud esserve
proiezione di una curva dello stesso ordine appartenente ad
ino spazio superiore (n. 21). In questo caso, essa dicesi una
curce normale. Cosl p. es. la cubica gobba & una eurva nor-
male; come pure la guariice gobbe di 1* specie (intersezione
di due quadriche generiche di 8,). Mentre la guartice gobbe
di 2 specie (n. 21) non & una curva normale, essendo essa
proiezione di una quartica (razionale) dello spazio S,.

Quando la g7 delle sezioni iperpiane di C non & completa,
ed & g7 la serie completa che la contiene, si pud sempre co-
strnire una curva I, imagine proiettiva della ¢F (la quale &
certo semp.liee, perché contiene la serie semplice ¢7), che sia
situata in uno spazio Sp passante per lo 8,. di 0, e tale inoltre
che ¢ sia proiezione di I' da un certo Sg_,_ non appoggiato
a I' (n. 21, Oss. 1"). Pertanto, quando la ¢, delle sezioni iper-

~

ptane non & eompleta, la curva € nou & normale. Dungue:
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L condizione mecessaria e sufficiente affinché una curve
drriducibile € non sie proiesione di wne curve dello stesso
ordine di uno spagio superiore (ciod perchd C sic normale), &
che la serie delle sezioni iperpiane di C' sia completa.

OsSERVAZIONE, — Il teorema del resto ¢i dice che se una
serie ¢7_, (k> 0) & contenuta parzialmente in una ¢’ com-
pieta, 1a ¢°_, completa, che contiene g7, (p=7"), si pud ot-
tenere considerando i resti dei gruppi di g7 passanti per un

“certo grappo di %k punti fissi (distinti o coincidenti) della

curva. Riprendendo il ragionamento del n. 21 (Oss. 27°) in
questo caso, si conclude che come imagine proieliive di
une g, che sic contenute parzialmente in wne data ¢ com-
plete (e > 0), pud assumersi une proiegione di una imagine
profetiiva di ¢, da un centro di proiezione che incontra questa
imagine in I punid. '

Si vede cosl che, come avevamo preannunciato al n. 21,
il teorema 13 dimostrato si pud invertire, sotto la condizione

che la g7 sia completa.

La denominazione i cwrze normele, usata dn BRILL-NOETHER in un
senso non ben precisato, fu adeperats in seguito da SEGrE (1838) nel senso

_ determinato, sopra eepresso.

'32. Applicazione alle curve raziomali. — Vogliamo ora
applicare i teoremi ultimamente dimostrati alle curve razio-
nali (eurve birazionalmente equivalenti ad una retta).

Osserviamo anzitutto che, sopra una retta, la totalita dei
gruppi di n puntt costitnisce una g3, la quale si pud segare
p. es. col sistema lineare (i tutte le cnrve piane ’ordine n.

Ne segue che, sopra una refta, una g7, con r <7, & sempre
parziale, la serie completa che la contiene essendo Ia g di
tutti i gruppi di a punti. Lo stesso aceadrd sopra una curva
razionale, dato il carattere invariante della nozione di serie
completa, di fronte alle trasformazioni birazionali.

Sussiste anche il teorema inverso: una curva irriducibile
contenente una g* (necessariamente completa) & razionale.

Per provare c¢id, osserviamo in primo lunogo che la g% non
pud avere punii fissi, se no, tralaseiandoli, si avrebbe una
serie di ordine minore della dimensione (efr. col n. 16). Inoltre
la ¢ non pud esser composta, giacche, se tubti i gruppi di ¢
che passano per un punto P della curva, passassero per altri
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bunti @, B,.. della medesima, togliendo dagli o™~ gruppi
che passano per P, i punti ad essi comuni P, §, R, ... si avrebbe
di nuovo una serie d’ordine minore della dimensione. Sicché
il vesto del punto P rispetto alla ¢* & una =1, per la quale
puo ripetersi lo stesso ragionamento, ottenendosi come resto
una gp—3s & cosl proseguendo, finchd si ottenga una gi, la
quale pone una eorrispondenza birazionale fra una retta e la
curva, che risulta cosl razionale,

La imagine proiettiva della g" & una curva € d’ordine n
deflo spazio 8, priva di punti muitipli, perchd 1’ argomenta-
zione precedente, che ci ha fatto escludere che la serie g% fosse
composta, vale per ogni posizione di P, e non soltanto per
un punto generico; cosicchd i gruppi della serie segabz su C
dagl’ iperpiani passanti per un sno punto gualungue, conten-
gono » — 1 punti variabili.

Concludendo: _

- Sopra une curve algebrica irriducibile lo dimensione r di
une sevie lineare g, pud raggiungere il massino n, soltanio se
le curva & razionale.

Inoltre:

Se una ecurva irriducibile C, & ordine n, appartiene allo 8,.,
¢ r=in, e Iuguaglianza pud valere soltaunto se la curve o
razionale. Una curve € rasionale, & ordine n, dello spazio S,
con 1 < n, & sempre proiegione di una curve normale dello stesso
ordine, appartenente ad S,, la quale & priva di punti multipls.

Le curve rasionali normali & ordine n son omoegrafiche fra
loro, perche alla g» delle sezioni iperpiane dell’ una corrisponde
la serie delle sezioni iperpiane di ogni altra (n. 19).

Le curve razionali normali sono state considerate pel primo da Crirrorp
[Phil. Trans. 164, 663 (1879)].

CAPITOLO QUARTO

I1 genere di una curva.

33. Gruppo jacobiano di una serie lineare co'. Serie jaco-
biana di una serie oo”. — Sia ¢! una serie lineare, senza punti
fissi, sopra umna curva irriducibile €. Sappiamo (n. 15, Oss.)
che vi & solo un numero finito di gruppi della ¢! dotati di

-punti multipli, che, in generale, saranuo doppi. Cosl p. es. la

serie lineare staceata sopra nuna curva di un S,., priva di
punti multipli, dagli iperpiani che passano per un generico
Sy_;, ha gruppi con soli punti doppi, che sono i punti di

‘contatto delle tangenti della eurva appoggiate al dato S,_,.

Lo stesso si pud dire se la curva & piana e dotata di soli
vami lineari (in particolare di soli punti doppi nodali), nei
rignardi della serie staccata daile rette di un fascio generico;
i punti doppi di gruppi della serie cadono nei punti di con-
tatto delle tangenti passanti pel centro del fasecio.

I punti multipli di gruppi della serie si chiamano breve-
mente punti multipli delle serie. I superfiuo avvertire, ancora
una volta, che un punto multiplo di un gruppo della serie
potrd soltanto aversi se pilt punti del gruppo — econsiderato
come limite di nn gruppo variabile nella serie — vengono a
coincidere sul medesimo ramo (n. 23). E, con quest’ avvertenza,
& senz' altro chiaro che mediante una trasformasione biragio-
nale un punto di date molteplicits per une serie, si mute in
un punto di egual molteplicite per la serie trasformate.

“Gruppo jacobiano della data g, chiamasi il gruppo de’ suoi
punti doppi, o, se la ¢! ha punti pit che doppi, il gruppe dei
punti multipli, nel quale clascun punto a~plo per la serie, sia
conlato « — 1 volte. La ragione per la quale in questa defini-
zione ogni punto «-plo viene contato « — - volte, apparisce
dal zeguito.

Severi - Geometrie algebrica - 5 h
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Denoteremo con J il gruppo jacobiano della serie data gl.
Come modello proiettivo di ¢ possiamo assuniere una curva
piana ' ordine m:
(1) Sz, =10,

dotata i soli nodi (n. 22).

Sia ¢ la funzione razionale del punto di f, di cui la g¢&,
imagine della data, & insieme dei gruppi di livello eostante.
Senza restrizione aleuna possiamo inoltre supporre che i poli
di o sieno » distinti fra di loro (cioe tutti del 1° ordine) (. 27).
Denoteremo il loro gruppo con G.

Assoggettando, se occorre, la curva f ad una "bnel‘lcd

trasformazione omografiea, si pud ottenere:
@) che la retta all’infinito seghi f in m punti dlstmt'
b) che le tangenti di f parallele all’asse y sieno tufte
a conlatto hipunto; e ¢id perchéd le tangenti di f a confatto
pitt che bipanto sono in numero finito (n. 25);
¢) e¢he i punti del gruppo jacobiano J della gl ed i poli
di o, sieno tutti al finito e diversi dai predetti punti di con-
tatto.
Denoteremo con G il gruppo dei punti all’infinito di f
@ eon J' il gruppo dei punti di contatto delle tangenti x = cost.,

ciod il gruppo jacobiano della ¢! staccata sn f dalle parallele:

all’asse y.

La g, fuuzione razionale del punto mobile s f, si puo
anche considerare come funzione della variabile indipen-
dente x, purchd nella ¢(z, ¥) s’intenda che y sia la funzione
implicita di » definita dalla (1), 8i pud pertanto eonsiderare

-~

la derivata (totale} di ¢ rispetto ad =x: la d—(P Hssa € alla sua

da
volta funzione razionale del punto scorrente su f, perché si
esprime mediante Ja:

(Tcp o @ . '&‘1 f oy ¢ Iff @
dg~ 7% Ydw .11/’ -

. - . s o I
Ci proponiamo (i cercare gli zert ed i poli di ~il° A gnesto
(5]

scopo, consideriamo un punto P(a, b) di f, al finito e diverso
dai punti di J°. Il ramo di origine P, od uno dei due rami,
se P & uno dei nodi di f, pud rappresentarsi esprimendo ¥
con una serie di potenze intere In z — a (convergente in
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an certo cerchio di centro «): (')
(2) y="b+b(®— a)-I- bz — @) +...

Sia « Dordine della fanzione razionals ¢ nel punto P, in
quanto ovigine del ramo counsiderato (n. 27), cosicch® sosti-

“tuendo nella o(z, ¥), al posto di ¥ la serie (2), avremo:

= (& — @)Yz — a,

ove & & una serie di potenze di ¥ — ¢, non nulla per v = «.
Verrd pertanto, per a==0: '

deo

= (x — ayeYab(z — a) -+ (& — ayy' (v — @)};

1" espressione fra parentesi quadre ridncesi

d; s .
? avrd I'ordine « — 1 nel
daw

e poiché per =

alla quantith non nulla ab(0), cosl

punto P,
iy
_ a
avrd in P uno zero (% — 1)-plo, qualora sia « 2> 1, e un punto
in eni essa non si annulla ué diventa infinita, se «=1.

Se a0 e ® ha donque in P un polo di nlolt.epllclm —a

Se, quindi, « > 0, ossia se » ha in P uno zero «-plo,

(nel nostro caso, per I'ipotesi fatta, & 2= — 1), —x 'wrz\ in

P un polo di molteplicitdh 1 — =z, e quindi, nel nostro caso,
doppio.
Resta da esaminare il easo 2=0. Allora p & della forma:

==, + ¢,(% — ) + ¢y(x — @) + ... (¢, == 0).

d .
Ora, se ¢, == 0, segue senz’ altro che in P la (_Ii & finita e

) Invero, per gqael ramme che & di 1° ordine e colla tangente non
parallela nllasse y, 8i ha una rappresentazione del tipo:
o=@+ @y + ast®
=b 4 byt + byt? -

. d=x . . :
con @, == 0 (n. 25). Mn poiché In 5 fssume in t=0il valore non unllo «,

cosi (ved. Braxernr, L. ¢. ¢ 56; PrvcasrLE, L, ¢, p. 208 { pud considerarsi come
funzione analiticn regolave di x — ¢ nell’intorno di a=q; e quindi anche y
& funziene analitica regelare i @ — a nell’intorno x==«, ¢ si pud pm[‘.nuto
sviluppare in una serie come quelia consideratn nel testo.
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non nulla. Ma pud darsi che ¢, sia nullo; anzi in generale
che stano nulli taluni coefficienti successivi: p. es. ¢, , ¢, ..., Ca—y
Per guisa che: )

P =¢) -+ e(x — a)f ... (6,50, o3 == 0).

e deo .
Allora in P la T possiede uno zero (f — I)-plo. Ebbene,

in questo caso il punto P & B-plo per il particolar gruppo
?=¢, della data g!.

Riassumendo: in wn punto P, diverso dai punti di a,d
?

o . ‘ 5
Ia Ta possiede uno zero (¢ — 1)-plo allora e solo allora o

quel p.unto sia o-plo (@ ==2) per un qualche grappo della gL,
e possiede un polo doppio allora e solo allora che quel punto
sia un polo (semplice) i o.

_Pel‘ completare I’esame del comportamento i (;JO nei sin-
dz

golt punti di f, occorre adesso prendere in considerazione i
punti dei groppi @', J'.

E cominciamo dai punti di &'. La trasformazione omo-
grafica :

muta f in una carva dello stesso ordine F, di eqguazione:
P
F(@', y) =05

e al gruppo &' dei punti all’infinito di f, fa corrispondere
il gruppo @', staceato su F dall asse y'(e’ = 0), ciod un grappo
di m punti al finito, che, essendo distinti, non coincidono con
aleuno dei punti i contatto dells tangenti di F paraliele
all’ asse 4/’

La funzione w(z, ¥) vien mutata in una funzione razionale
D(z', 3'); e poicheé ¢ ~F, ove & sia una costante arbitraria, non
ha in & ndé zeri multipli (che apparterrebbero al gruppe J)
né poli, cosi ® — & non avid in G, nd zeri multipli né poli,

- .. ad
B quindi, per gnanto precede, — avrd, in ogni punto

da
di ¢/, Pordine zero.
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Ora si ha:
A®  dy dz

de’  de dy’”

clod:
dd . {5
D e ?.

da’ T oda?

- : . d® .
¢ siceome nei punti di Z' in eni &' =40, la i ¢ finita e non

N . . de .
nulla, cosi la funzione razionale m“a & finita e mnon nulla

. : ds .
nei punti all’infinito di f: il che prova che d—% ha in ognuno
di tali punti uno zevo doppio.
Esaminiamo infine i punti di J'. A tale scopo ricorriamo

alla trasformazione omografica
w =1, y==1,
la gnale muta f in nna curva dello stesso ordine:
Hix', y) =0,

¢ al gruppo J' fa corvispondere il gruppo J', dei punti di
contatto di H colle tangenti parallele all’asse &’. In ciaseino
di questi punti, che & proprio, Ia tangente ad H non ¢ dunque
parallela all’asse ¥ '

Ta funzione o(w, %) vien mutata in una funzione razionale
W(a', 4); e poichd » — % nou ha in J' né zeri multipli né poli,
lo stesso potrd affermarsi di ¥ — % nei riguardi det gruppo J';;

ALy

onde, per quanto precede, T avrd, in ogni punto di J',,

IPordine zero. Osservando che

A dody _ dyde

dz — dudy — dudy’
ciod:
AUy de
dw’ _ﬁ da’

!

e che la funzione razionale 'ﬁf—, ba in ogni punto di J' uno

S
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zero semplice (), se ne trae che i prodotto Sy do non pud
Fadz O PY

restare finito e non nulle in ciascuno dei punti di J', se i
| , b4
non ha, in ognuno di tali punti, un polo semplice (*) d:t:

La conelasion i
‘ sione & che il gr i zeri ic
- gruppo degli zeri della funzione

razionule o EiEnit al o )
i © costitnito dal gruppo J (in eui ogni puuto

a-plo Cla gl osi i

(hi. ‘701?:31 la gl si conti « — 1 volte) e dal gruppo G', contato

. > volte; .ment,re it gruppo del poli & costituito dal gruppo J*

di cui ogni punto & pol 1pli & comtate

o ogol 1 polo semplice, e dal gruppo &, contato
¢ volte. 81 ha dunque ’equivalenza: _ ,

J 26 =T 4- 24,

nella i O addirit
\ la quale si pud addirittura supporre che @, 6" denotino
due grappi gqnalunque ' i ,
g appartenenti rispettiva
. Ivamente : L
alla ¢! econsiderata. ' ‘ H e

Sia ora sull: v i ;

3 ora, sul!a curva f (ciod sn ('} un’altra serie lineare ¢!
(priva i pouoti Gssi), di eni d i i  no
o 51, eul denctinmo con J, il gruppo i'lco-1

ane & con G un gruppe generico. Verrd simi .

_ 2 . a simihmente :

T2 =T, 2

M Invero, in ogni ' i

[nvevo, ani punio M, by di JTd =0 e ¢ i pi
mnl(;]uph(nl-:\ d'intersezione di /Y =0 eon f—JO mj jp;i{?oo et R
el £ o . J e = 0 stesso @
Ilmn . L;:fu_,l hO l[);-‘a-‘s:t per quel punto semplicemente eolla relativa b-mcrentlt;
; arallela altfasse p Cid si verifica svi i in P ol
o ifica sviluppando flz, 4) in P colla for-

. T, ) = {m— a)f"La, b)+-
+3 {w— ) Molaty DY -+ 20 — ahw — 0 f oyl D) - (5 — By, D) | 4.
1x sla sl deduce affinghe |
o i o e o B o s,
} La ricerea dei poli ¢ degli zeri della funzione dz :
effefbuarsl a partive dall’ espressione di t:lu fulll:::mb l'm p”“;mn o
i 0. Be p = W ove e, ¥

; / .
de @iy — wb Ay — iy — w1,

son due polinomi in w, g, visalta -2 —=
e iy : chey
sopra 7, pud seriversi anche sotto I formn dr__ L ‘ ll" M’ ’:
N e j’_.,- u.l_-b- v, . Perd
Py Wy ¥y

[’ o] e i
lll]ﬂh“le, C.l)lllpi fia e rigorasn, noen sarehbe pit se ice, Tas ) e
llll.tu!, da un ]){Ult() di “vista Jege .(-‘ t 1 IV t‘uﬁl- L“lpl: o ”c: y
‘ =hi Zgermente  « iverso, i Exni Ry )
' .. ) . . 12454 #0. 1N ANh]QL‘I‘l.\‘-CIIl.'l X
ol III! 62 \192L)' Ved, pure il noslro suecessivo n, 34 0‘1"’" 1t h]’

P
t
Iyt
(i
i
3
1
i
3
3

'3
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e addizionando a membro a membro questa e la precedente:
T 426, =J, + 263

ciod (n. 30):

{3) J— 26 =

Possiamo dungue dire:

La differenza fra il gruppo jucobiano J di wna gl, data
SOPTE UNE CUTTVE O irviductbile, e il doppio do wn grappe G
delle serie, individue wne serie lineare |J — 261, effettive 0
virtuele, ehe non mulae cangiando comunque la ¢! cousiderald.

Nel gruppo jacobiano ogni prowto z-plo della ¢, deve con-
tarsi o —— 1 volte.

Questa conclusione s
fissi, purechd eciascuno di questi si conti
Qruppo J. Precisamente: Suppongasi in primo
sin fisso per la g, ma ¢he non appartenga al gruppo jaco-
piano J, deila gt , che si oftiene dalla g astraendo dai punti
figsi. Sia inoltre XK il gruppo dei punti fissi, entro eui P conti 3
volte, e & sia un grappo generiub della g, 3 cosiechd G =K--G,

. anche se la serie g} ha del punti
adeguatamente nel
luogo che P

sard il grappo generico della gl

Si L allora, conservando le notazioni precedentis

T, 26, =J, -+ 24, ,

donde:
(J, +2K) 2@, = I, - 26,

sicehd, posto J ==J, + oI, varrd ancora la (3). 11 teorema o
pertanto vero anche per le gb con punti fissi, purche come
gruppo jacobiano di nna tal serie si assuma il gruppo jaco-
biano della g, ottennta astraendo dai punbi fissi, al quale si
lei punti stessi, contato 2 volte.

23 volte come punto
nppo J,, & «¢io perehd
& chinro ¢h’esso con-
in conclusione after-

aggiunga il gruppo

In particolare il puuto 7 conterd
di J. Che se P appavtenesse anche al gr
fosse un punto z-plo (z > 1) delia gh,»
gerebbe 23 4+« — 1 volte in J. Si pud
mare che:

Un punto, il quale sia 3-plo per un gruppo generico di und
gl e (B --o) plo per un gruppo particolure (ben determinato),
conte 23 4 x— | volte nel gruppo jacobiano della serie.

La opporvtunitd di estendere la portata della (3) alle serie

con pnuki fissi, el ha indotto a definire come gruppo jaeo-
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“biauo J di una g i
con orupy i i, i
e . a gt m_: gruppo I di punti fissi, i grappo
J,+-2K. Orbene, questa definizione ha uy contenuto sostan-

ziale, che a priori non appari
risece dal modo formal &
¢
stata data, : ‘ eome ¢

I ciod:
Tutte le wolte of '
. 4 e una d L : - i
ot s i ‘ date gl . con un grappo K di
. l.. s PUO considevarsi come limite di wng g- variabile
D y 3 . . " . . v ] o
2 w;c' @ prnti Jissiy il gruppo jacobiano delia gl variabile hr:,
per 1 il g1 i i ; " dae
per lmme il gruppo dei punti doppi (o multipli) delle gl data
¥ 1} B ey 7 T ) ’
omI;.aw .ag'gmnge? st il gruppo K contato due volte. " :
l (“ . £l . B ] a . " .
casi J il gruppo jacobiano della gL, variabile ed J il
sio limite, allorehd 1a gt U fig J
o i ) agl tende.alla g, fissa, Se nn punto di .J
ap imite un punto non fisso delln gL, questo punto &
o . ) R '
certo un punto multiplo di un gruppo della g1,
' . . . . . n
deilz‘ulnqug il ]111]1:36 J i J sard formato dai punti multipli
’, a:Luppl della g, costituenti il grappo J,, ed eventual-
111t-.{1“£e dal grappo fisso K contato volte (z = ()
Ts s Y 3 ~ | s = ;
. 1 A 1)01(?11(,1, detto & un gruppo generico di gl e ¢ un gruppo
generico di g1, durvante la variazione continua di ¢! sussiste
sempre la relazione: "

.-)TH*QTEJ‘ —‘)G
al limite avremo:

T —26G=J, - g

(o - 2l0) = 26,4 K) = T, - 20,

ciod : B

ove @ , -
( G, denota un gruppo della ¢! ottenuta da gl astraend
dai punti fissi. I§ si E L h eRde
¥ 1881, 1§ siccome & puve:

Jo —2G, =T - 26,
il confronto di questa eolla pr
=29

s

ecedente fornisce, in definitiva
H

I teorema relativo alla indi
0 virinale, [.J-—2@1, dalla ¢! (
. . n
della massima mportanza,
, HUniL prima conseguenza (i esso & che i gruppi jacobiani
;.e e gn te.s't'mttc de une gqualwngue g, sono equivaimti fra
ore. Infaiti, detti g s tall grappi ! , :
atti, J, J' due tali gruppi e &, G due gruppi

pendenza della serie, effottiva
a cut si preunde le mosse, &

]
4
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di due ¢! tolte da ¢7, si ha:
J—2600=J — 26"

e, poiché G = G, ne segue J =J".

La serie lineare completa cni appartengono tofulmente
i gruppi jacobiani delle g} estratte da una data g7, dicesi la
serie jacobiana della serie data, Se G & un gruppo della serie
data, la serie jacobiana &' indica con [G;!. Lssa & manifesta-
mente una serie covarianie di | & | nelle trasformagioni bira-
zionali della curva; cioé la jacobiana delia trasformata di
|G & la trasformata della jacobiana. -

E opportuno di avvertire che 1'insieme dei gruppi jacobiani
deile ¢! di una data ¢7, appena sia » > 2, non costitunisce da
solo una serie lineare; ma & quell’ insieme, completato da
tutti I gruppi equivalenti, che costituisce la serie lineare
jacobiana, Cosi p. es. per una curva sghemba, d’ordine u,
priva di singolaritd, 1 insieme dei gruppi jacobiani delle g)
tolte dalla ¢3 delle sezioni piane, & costituito dal grappi di
contatto delle tangenti della curva appoggiate alle singole
rette dello spazio; insieme, che, essendo viferito birazional-
mente alla totalitd delle rette dello spazio, € rasionnle, ma
non lineare (1)

In geuerale per » qualungue (> 2) I’ insieme dei gruppi
jacobiani delle ¢! tolte da g7, & riferibile binnivocamente,
senza eccesiond, all’insieme delle gt stesse, cioé¢ all’insieme
delle rette di un 8,, il quale & razionale, ma non lineare (°).

Per =1, il gruppo jacobiano {unico) costituisce una serie
“lineare di dimensione zero. Per r=—=2, V' insieme dei grappi
jacobiani delle ¢! toite dalla g2, & birazionalmente riferibile,
senza eccezioni, alle rette, e, gquindi ai punti di un piano. In
tal caso, esso costituisce una serie lineare oc®. K, invere, dati
«due punti generiei P, @ della eurva, vi ¢ un grappo G della
data ¢2 che ha un punto doppio in P ed un altro gruppo &'

{1} Se fosse lineare, potrebbe riferirsi birazionalmente senza eceesiond
al punti di 8;; mentre & noto che ¢id non & possibile. 11 predetto insieme
pud, invece riferirsi hirazionalmente, senza eccezioni, ai punti i una
forma quadviea generale di §; (KiwiN). Per 4 punti generici della curva
passano 2 gruppi dell’insieme stesso.

() La vavieth degli S di un 8. (varieté grassmanniana) verrd studiata
diffusaraente in un suceessivo volume. 8i vegga in proposito una Memoria
dell’Autore [Ann. di Mat., 24,, 89 (1915)].
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che ha un punto doppio in Q. I due gruppi individuano
una g!, contenuta nella data g%: e del gruppo Jacobiano di
questa g fanno parte P, Q. R poi chiaro che questo & 1’ unico
degli oo® gruppi jacobiani eche si considerano, passante per
P, Q. Pertanto questi oc? gruppi costituiseono, entro Ja serie
Jjacobiana (completa), un sistema algebrico tale che per due
punfi generiei della curva bassa uno solo di quei gruppi; e
pereid (n, 20) quel sistemn & una serie lineare.

Siano ora | 4], | Bl due serie Hnear complefe ed | A 4+ B|la
loro somma. Fra le serie semplicemente iufinite contenute
totalmente in | A B, visono quells formate da una, serie oot
contenuta totalmente in ] A I, eui si aggreghi un gruppo fisso B
della seconda serie. 1 peiché il gruppo jacobiano di una tal
serie semplicemente infinita, & 4; 1- 28, cosl la serie Jjacobiana
di 1A+ B sary Ay 2B, Similmente, mutando le veci
delle due serie. Si pud pertanto enunciare il feorema Jonda-
mentale della serie javobiane

e | 4], 1 B) son due serie tineawri appartenenti ad una me-
desime curva wrriducidile, lo serie jacobiona della somma |4+ B
¢ espressa de:

(A -+ Byl =) 4; - 9B|=|B,1-24 .

d4. La serie canonica di tna curva ed il genere, — Datg
- sulla eurva irriducibile C, una serie lineare | 4], @ ordine »,
detto v "ordine della rispeitiva serie | 4;1, la serie virtuale
od effettiva |4, — 24 dicesi la serie cenontes di . Hssa
dipende soltanto da ¢/ e non dalla serie linearc [ 4] da eni
siamo partiti; ed & (O ordine v — 2n. Manifestamente, poichd
la [ A;1 @& serie eovariante di | 41, 1 seric eanonica & invariange
nelle trasformezioni birazionali delle curva.
B quindi & invariante il suo ordine v-— 2n; sicecha posto:

ciod;

P=nv—nd-1,

I numero (a priori anehe Trazionario e negativo) » sara in-
variante nelle trasformazioni hirazionali @i C. FEsso chiemasi
il genere delle curve o gode della proprictée di esser sempre
intero ¢ non negalivo [eind v & sempre parl e z=2(n — )]
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i i iene
Per dimostrarlo, scelgasi come serie | 4] quellz} ch.e_ GOI‘IT. eo ’
totalmente le sezioni reftilinee di un modello proiettivo piano,
O TE - : : .
i i ia dotato di soli nodi.
di ¢, il quale sia ‘ ‘ o e
,\,1101-a il gruppo jacobiano della gl .stacs(:t%t .51(11:1;; 1)1;1,[;1
o o . i
i i i s 5 eostituito ds
i as generico di centro O, & :
rette di un fascio g . e e
i renti mandate da O alle , '
i contatto delle tangent : alla i
gangentbi sono tutte a contatto bipnuto e quindi (n. 33)4‘;113 e
'f";abloro (). La prima formula di PruckEr (pag. 43) ei ds
il nnmero v di queste tangenti (classe di f):

v =mn{n — 1) — 2d,
. Cos oolid visulba:
ove d & il numerc dei nodi di f. Sieche risulta
p= nn—1) — 2d} —n + 1,

ciod: o m—2 .
) p=t—g

i I < I - [ ]t]e fc’l( e
< < e Illi.‘el() }_J 1o 11

re chie p = (0. N
'1‘5"1“':;‘.““ pgiché v =0 (=0 soltanto se n = 1), cosi risulta:

i — N —2d =0

e quindi: )
’ (_(11- = Dt A Q —d=n—1=0.

9
=

. . i . . (1(-‘”'“ e
Se, pertanto, & n > 1, si puod dls.pouej & 5 I
: i Y ordi o
parametri da cui dipende una eurva piana d oul'meil )m,t;
< [ ) .
er coitruire una curva D di tal ovdine, che passi pei }
. i di (n — 1)-.(1_}_::2—)”“(5 ulteriori punti semplici
doppi di f e per —y rie e
della curva stessa. Poichd la 1 & irridueibile, essa tagli
in n(n — 1) punti, e quindi si ha;

) (1 — 1) 1~‘%) o E
win — 1) = 2d + T E
ciod: N
b e =) =d, ~ovvero: pz=ih

5 i 5 s 1 QeAl idi f.(‘ﬂ“:\
(I) lll’llll’i ik contabto di (]lllf."te t:mgvnl.l SO0 le ]nt(,l-.lfl-lour ) i i
is N i D) 1ie intersezioni asso ¢
i "¢ i e tto alla envves ' fuor de A
pLrInei plliﬂ.lb di O Tise V‘l. o .* (-'-. . S ["n l..l 1
nodi i ﬂ per elaseun dei (’il'li'l.].i lﬂ. prinms I)QLLIV- [)ﬂhﬂl\, Sempelcents be
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Se n=1, & pure 4 = 0, e quindi risulta senz’altro p=0.
Poichd p = 0 per 1a retta, ogni curva razionale avrdy i|
genere nullo. Viceversa, proviamo che una corva irridueibile

di genere nullo & razionale.

Invero, essendo p— 0 Vi 5000 och(h =1 carve D di or-
3 ..p 2

dine n — 1, ehe passan pei d punti doppi e per

W 1) 4- 9
O )

panti sempliei di 7. Ognuna di queste curve taglia f, fnori
dei punti fissi assegnati, in un solo bunto, perché:

n(n—1) —2d — (2a —3=1.

Percid risulta anche Necessariamente =1; e cosi i punti
di f risultano riferiti birazionalmente alle curve del faseio
delle D, che & un ente razionale, Pertanto F e
razionale. Duanque:

Condizione necessaric o sufficiente perché una cure
ragionale, é che abbia i genere nullo.

uia eunrva

@ Sia

Nel caso di una curva razionale, la serie jacobiana [A;] di
una data sevie | 4] di ordine n, avendo I’ ordine 2y —2, ¢ con-
tenuta (n. 32) nella serie |24], che & d’ordine 215 cosicehd esiste
la serie |24 — A, e coincide colla g delle coppie i punti
della curva. In tal caso 1o serie canonice |Ad; — 24| & cergo
virtuale : I’ operazione + (4; —24), applicata ad una serie
lineare, equivale a considerare la serie residua della g delle
coppie di puuti, rispetto alla daia serie lineare.

Verificheremo ora facilmente che questo delle CHIVE Yasio-
wali ¢ quello delle curve di genere p =1 (eurve ellittiche), in
cul la serie canonica & la serie lineare zero (. 30), sono i soli
casi in eut la serie canonica & virtuale. Per p > 1 essq @ sempre
effettive.

Invero, se p =1 risulia

(n— 1}in — 2)

_—

=d--1,

¢ quindi vi sono almeno co?—! carve d’ordine n — 3 passanti
pel d punti doppi di J {eurve aggiunte ad Jy di ordine n — 8)
Le intersezioni di umna generica di queste aggiunte, con f,
all’ infuori delle 24 assorbite dai punti doppi, sono in nu-

R
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mero di

n(a — 8) — 2d =2p — 2

e aggi liano affatto f,
pertanto, se p=1, le predette aggiunte non tag ,

‘ i 3 ¢ ’. ](L
[ E i i ¥ i i 50 v 015[ .S(-B,:,(LUO 50 .

= esservi
serie lineave zero {cosicch®, nel easo p=1 non pu(‘)I ;ae "
;3he wna sole aggiunta &’ ordine n—3); mentre, se -}:)> ) 10;;1
ciunte d’ordine » — 3 segano su f, fuori delle 24 ;}1te1?}ez ‘),
u idi i —1, ¢ d"ordine 2p — 2.
serie lineare, di dimensione =p )
una serie lineare, ‘ & doxd p =2
Sif: nel caso p-=—1, come nel caso p > 1, aggiungendo ¢ o
a N rie i i a coniet
gruppo della serie cosl definita, la sezione di 1; (.301;1 mniocni a;,
s liat i delle 2d intersez $-
i i ruppo tagliato, fuori ¢ !
si ottiene un grupp g | delle 2d Tnts plont &
gsorbite dal punti doppi, da un’aggum.t‘u ll.l cndinfl‘L , %_,
;,ioé un gruppo equivalente al gruppo Jacobsa‘l]]o (e]. -'l;;ppo
l ) io g 9! I rette; il qual gr
fascio generico i rette;
enata su f da un fa generiec et )| qual wrepbo
F ‘3‘3) ¢ ffi)punbo segato, fori dei nodi, da un’aggiunta @’ o
dine n — 1 (prima polare del centro del fascio). ¢ fuort det
| ] ] u i det
iunte dordine n — 3 segano su f,
Pertanto le aggiunte el
i i POS 'OV uanto ave
nodt, gruppi della serie canonicu, e 1es..m plOVd.tO q o ave
\Tam:) detto cirea 1'esistenza della serie canonica, pe p/im
i JF7 -,' :] ) +
Inoltre possiamo fin d’ora affermare che lo serie cenon
; ione v minore di p — 1, _
" sy o, N2[0"1 La determinazione del gruppo jaco-
OSSERVAZIONE 1% — L¢ one oppo Jaco-
biano J di una gt che sia segata, fnori dei punti fissi
[4

n? i
i i azione:
curva f, d’ordine n, e di equazio

_f(.’t:o, By, W) = 0,

OVEe 1 H v, s01 coordinalke omo nee ( yanio In Ui p a 1
r . . e " l t noLene ll 1 f } 1 1ano
] fbf} ? q"l bl 2% a o

dal fascio: o
}‘ip(ﬂ;o: Ty 'Le)+ !-“!’(950, Ty 3’2)—‘05

3 -6 cura
potrebbe anche farsi avvertendo che J appartiene a]ffttt e
a , i i rva ottennts
jacobiana delle tre curve f, 7, ¥, (,f{()é all llem(l) ]'-(mobiano'
) : ZAr0 i ‘minante funziona Je :
eguagliando a zero il defermina

A | YA
| ¢w, ox, o,
do  fe Iy
] dx, dx o,
L3 0
| é'”;n o%, O,

delle f, @, .




:) i3
1326 CAPITOLO QUARTO

_ Supposto infatti che i punti base del fascio ed i punti di J
SI(-)I\]O distinti fra lovo e dai punti doppi di £, un punto P di J
sard cavabtevizzato dal fatto che in esso uma curva del faseio
ha molteplicitd d’intersezione 2 (almeno) con f; per il che
occorre ¢ basta che quella curva toechi f in P oppure che
vi abbia un pnnto doppio (almeno). Pertanto le tre equazioni:

of 5 % & :
a‘b_, - 2, - R é’b* (=0, 1, 2),

per convenienti valori non tubti nulli di 2, p, g, sarauno sod-
disfatte dalle coordinate di P, il gnale, dunque, apparterrd
a A Ll ragionamento s'inverte e si conclude che oguuna
delle fntersezioni di 4, 7, fuori dei punti fissi e dei nodi di
appartienc ad J. " ’

D’altronde A passa peil nodi di f, e si potrebbe verifi-
care, che, nelle ipotesi in cui ¢i siamo posti, vi passa sem-
pllcemente, senza toceare f. Si potrebbe inolire verificare che
in ogni punto base @ del fascio, tale che la curva generica
di questo abbia con y in ¢ molteplicitd d’intersezione % = 1
la carva A ha econ f molteplicitd d’intersezione 2i. ,

Ora, indicato con ! I’ordine della curva generiea del fascio;
con G un gruppo della data ¢!, con K il gruppo delle inter-
s.ezmni fisse di quella curva con f] contate eiaseuna colla rispet-
tiva molteplicitd d’intersezione #; eon H il gruppo (effettivo
o virtuale) di intersezione ulteriore di f, fuori dei nodi, con
una generica aggiunta d’ordine n — 3, e infine con @ il
grappo segato su f da una retta generica del piano, poiché
4 ¢ una curva aggiunta (’ordine 21 4-n — 3, si ha:

G+ K=14q, 2K + J = 921Q" 4~ U,
donde: : '

J =26 4 H.

I risultati dei nn. 33-34 si potrebbero pertanto ottenere anche
c(_)mpletando il procedimento qui accennato; sul fondamento
d.l quei risultati pud invece dedunrsi la molteplicitd 4’ interse-
zione di f, 4, in eiaseun dei punti comuni (‘).

(!} La curva Jacobiana di tre date eurve, cosi denominata ¢i SyrLvesren,
che la studid pel primo (1853), fu poi studiate da Crexoxa (I1861), da GERr-
BALDL (I1898) ¢ dn Guccra (18393).
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i appuuto dal legame fra il gruppo jacobiano d’una serie
lineave e la curva jacobiana di tre date curve, che ha preso
origine la denominazione di gruppo jacobiano.

OsSERVAZIONE 2% —— La formula (4) fornisce il genere d’una
curva piana con soli nodi. Se la curva f, d’ordine n, oltre ai
d nodi, ha & cuaspidi, il suo genere & espresso dalla:

= P — 2)
)= "

F4

G} —d— k.

LI’ espressione analoga di p per una curva dofata di singo-
laritd gualungue, verrd data in seguito. Intanto possiamo sta-
hiliv subito la (5), facendo capo alla formula:

L

(6) , p=53—1)—n+1

D’

b

che da il genere di nma curva irriducibile, contenente una
g\, priva di punti fissi, e dotata di punti multipli gqualunque.
Nella (6), che si deduce senz’altro dalla definizione del ge-
nere, z deuota la molteplicitdh diuno di questi punti multipli.

Applicando Ia (6) alla g1 staceata sulla f, d’ordine n e
di classe m, dotata di @ nodi e di k cuspidi ordinarie o
di prima speecie (origini di rami A 2° ordine e di classe 1;
pag. 90), vieue: '

P :% fm - k) —n 41,

e, tenuta presente la prima formula di Pliicker (pag. 43), da
questa-si trae la (3).

35. Applicazioni: Trasformazione per dualith di un ramo
di curva piana. La seconda e la terza formula di Pliicker. —
La curva piana irriducibile f, d’ordine n e di classe m, pos-
segga puntl multipli di natura qualunque e quindi anche
rami superlineari. Sia y un ramo f, di origine. 4, d’ordine «
e di classe z,; « sia la tangente a v in 4.

Il gruppo jacobiano della gl staccata su f dalle reftte di
un fascio, avente un centro generico @, consta dei punéi di
contatto delle m tangenti da @ ad f (le quali somo a con-
tatto bipunto, perchd le tangenti singolari, come i punti sin-
golari, sono in numero finito) e delle origini dei rami di or-
dine =z > 1, contate eiasouna « — 1 volte.

e 2 PPk

S
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Se ora @ s’approssima ad uu generico punto R (i o, poichs
la retta RA, limite della @4, ha con ¢ molteplicitd @’ interse-
zione o+« , il punto 4, come origing di Ty conta o 4o — |
volte nel gruppo Jjacobiano della ‘gl limite. Xl che significa
che «, delle m tangenti da @ ad Jy al limite vengon ad esger
assorbite da a. Ginngiamo cosi alla seguente nunova defini-
zione della classe %y: numero delle tangenti g 7y che passan

ber un punto @ prossimo alla tangente «, ma non all’origine A,

le qnali tendouo ad «, quando @ tende ad un punto di «, di-
verso da A, -

Premesso ques to, trasformiamo £ con una reciprocitdy piana,
mediante cui alla eurva luogo f viene a corrispondere una
curva inviluppo f,, birazionalmente equivalente ad J(pag.91):
la curva duale (i J. Detti n,, m, I ordine e la classe di J, sard;

By=m, m, =n.

Come si trasforma il ramo v ? Ad esso corrispomde un in-
sieme di tangenti di Jiy 1 eui puati dj contatto costitniscono
ente trasformato di Y nella corvispondenza bi razionale fra
5 £, ciod (pag. 80) I’ insieme delle tangenti di an vamo 7., la
cui ovigine ‘A, sard il punto di contatto della retin G, , OlC-
loga di A. Pertanto 4, sard il punto omologo di «, nella reci-
procita.

Trastormando mediante 1a reciprocitd la definizione sopra
ottenuta della classe %, vediamo che una retta prossima a
passare per 4,, ma che formi nn angolo non jofinitesimo
Con @, incontra v, in %, punti, i quali tendono ad 4., quando
@, st avvicina all’origine A,, Onde 7, & di ordine o,; & percio
(mutando le veei delle que curve) di elasse o, Si conelude che:

Lordine ¢ la classe di un ramo di curve piana son numer;
Jra loro duali.

La {6) fornisce il genere della eurva £, Applicando la for-
mula alle 9%, gL segate su S e sulla enrva dnale Sy, da fasci
generiel di rette ed eguagliando le due espressioni el genere,
si otbiene;

(7) 3(n — m) = B — 1) — 3z, — 1),

che & una formnia generale, la quale lega ordine e classe di
ma curva con singolaritd qualunqie. In essa o 2 I ordine
di un qualsiasi ramo dordine > 1 i S ed 2 la classe di un
qualsiasi ramo di ¢lasse = 1.

t)
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8i pud anche ofttenere, come immediata applicazione, la
seconde formula df PLUCKER :

(8) w=at{m — 1} — 25 — 34,

ove 3 & il numero delle tangenti (lolv)pie (a_punﬁ di eontat[l:f)
distinti) della curva f, dotata delle ,?n?gc‘o]a..rlr-z\- Pt f}letonentf_m,
ed ¢ il numero dei flessi ordinari (01'rg|111‘<li rami di 1 01'dme.
e di classe 2). Invero, le tangenti doppie ‘0(‘)11'151:.;011(1'011 per
dualitd ai nodi e i flessi ordinari alle cuspidi ordjma.rle.”_

Uguagliando U espressione (5) del genere all espressione
duale, viene:

(111.___— 1)(_‘_1_;17—“ ‘3) s

{(h— Li{n — 2)

(9) 5 —d—k= 5 & —i,

ed eliminando m, & fra le prime due formule i Phicker o
la (9), si ottiene la terze formule di PLiCERR:

{(10) i =3nu{n — 2) — 64 — Sk,
dalla quale, per dualitd, si deduce la quaerte:
k= 3mim — 2) — 65 — 8i,

che perd non rappresenta un legame essenzialmente nuovo
fra i caratteri n, m, 4, 8, &, ¢ della curva f, in quanto essa

rebric: Nl p lle prime
& una conseguenza algebrica delle prime tre (o delle §

due o della (9)). o -
Tatora alla terza formula (i Priicker si sostituisce la

3n—m)=k—1,

. . -
che deriva immediatamente dalla (7). |
Per 1"estensione delle formule di PLiicRER ad una carva f,
' N ol 31 L . sineolarits
con singolavith qualongue, veggasi il Cap. sulle singolaritd
delle curve. :

36. Ulteriore applicazione: Normali ad wuna eurya plj{‘ufu
da un punto. — Riprendiamo ora, da un ztil‘.r({ 131111t0 di V.’m(;i,
la questione btrattata nel n. 11, della ricerca f:lo? t]ei'le 1lélllla1-
condotte ad una curva piana irl‘iducll)l_ie J, dovrdine n el tl
classe m, da un generico punto P del piano. La enrva f %td—
volta abbia singolaritdh qualunque e sia, in modo generico,
« ordine di uno de’ suoi rami superlineari. -

Beverl - Geomelrie aigebrice - 1)
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Consideriamo dapprima il caso generale, in eni f non passa .

pei punti ciclici. I piedi delle normali da P ad f von sono
altro- che i punti di contatto, al finito, della f econ circoli di
centro . Ora questi circoli formano un faseio-sehiera (avente
come punti base i due punti ciclici e come tangenti fisse ivi
le rette isotrope per P), di cui fa parte la retta all’infinito,
contata due volte. Essi segano dunque su f una ¢, Priva
di punti fissi, il eni gruppo jacobiano J consta:

a) dei piedi delle normali da P ad £, formanti il grappo N;

b) del gruppo & costituito dalle origini dei rami di ox-
dine « >> 1, contate cilascuna « — 1 volte;

c) tlel gruppo & delle intersezioni di f colla retta all’infinito.

Indicato pertanto con K un gruppo canonico, effettivo o

virtnale, di f, avremo:

NS+ G=4G1-K,

‘perché un gruppo della gi. equivale a 2. Se ne ricava le
equivalensa :

*

I =36 + K — 8,

che fornisce il gruppo dei piedi delle normali alle ¢urva dato
da un puwnto generico.

Il siccome 26 + K — § equivale al gruppo dei punti di eon-
tatto delle tangenti mandate ad f da P, cost pud dirsi che N
equivale a questo gruppo aumentato di una sezione rettilinea
di f.iNetsegue che i numero delle normali & dato de n -1-m, come
avevamo trovalo al n. 11, per altra via e sotto ipotesi pit parti-
colari. Qui il risultato & reso pitt significativo, perchd riesce ca-
ratterizsata la funzione razionale che ha N come gruppo di poli.

Se la curva f passa pei punti ciclici con molteplicita
(ualungue, comportandosi comungue rispetto alla retta im-
propria e alle rette isotrope per P, dal gruppoe 3G 4+ K — 8§,
per avere un gruppo equivalente al gruppo N dei piedi delle
normali, occorrerd togliere ciaseuno dei punti cicliei contato
tante volte quani’ e indicato dalla regola di pag. 119.

Cosl p. es. se f passa per uno, I, dei punti ciclici econ r
rami lineari non tangenti né alla retta all’infinito né alla
retta isotropa PI, il punto I, come orvigine di ognuno di
quei rami, deve togliersi 2 volte dal gruppo 3G+ K — 8,
perché & punto fisso semplice per un genervico gruppo della
g © punto doppio per un gruppo particolare,
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37. Altre importanti applicazioni: Gruppo dei punti multipli

secondo 7 -+ 1 di una serie g7 . Trasformazione per dualith di un

ramo di eurva iperspaziale. — Abbiamo veduto che una g
sopra una curva irridueibile ha un numero finifo di punti
doppt (o multipli) (pag. 55), e, pitt generaimente, che nna ¢, sem-
plice non puo avere che wn numere finito di punti di molte-
plicith maggiore di », ciot di punti (r + 1)-pli (almeno} per
grappi delia serie, perché, fatta I’imagine proiettiva della g7,
an punto generico di ¢'é un punto semplice ordinario (pag. 90).

Questa proprietd potrebbe estendersi agevolmente alle serie
composte; ma, seuza distinguere le serie sempliei dalle com-
poste, pouniamoci pitt in generale le questioni che seguono.

Una g7 data sopra una curva irriducibile €, possiede sempre
un numero finito di punti {» 4+ 1-)pli {almeno}? Vi & una equi-
valenza, analoga & quella che esprime il gruppo jacobiano di
una g, che leghi il gruppo M, , dei punti (#-t- 1)-pli, ad nn
gruppo G della serie data e ad un gruppo canonico K (effer-
tivo o virtnale}? I} qual’® dungue il numero dei punti
(r -+ D-pli, in funzione di n e del genere p delln curva?
Quand’@ che un punto conta pitt volte nel gruppe dei punti
(r+1)-pli? A gneste domande risponde il teorema:

Una g7, prive di punté fissi, sopra wnag cwrva irriducibile
O, possiede sempre soltanlo un numere finito di punti (almeno)
(r + 1)-pli. Detto M, , il gruppo di questi punti, G wn gruppo
di g7, Il un gruppe canonico, effettivo o virtuale, di O, sus-
siste la equivalensa :
(11) Moy = (r 4+ 1) -+ ("' Z'T)K.

. 2

Un punio di G, che sia i,-plo per gli oo™ ' gruppi delle
g, che lo contengono, i,-plo per oo”* gruppi, i,-plo per
o33y e Plo per oot ed .. -plo per wun gruppo, conld

i i i af g _1
fot1, 4 et dye, — }—(?—}l———) volte nel grappo M, ..

Dimostreremo questo teorema per induzione, supponendolo
acquisito per le serie di dimensione < r, posto che gid sap-
piamo ch’esso & vero per 7= 1. Rappresentiamo proietiiva-
mente i gruppi della ¢7 cogli iperpiani di un §,., e ¢id noen
collo scopo di costruire la imagine proiettiva della ¢", che
potrebbe anche essere una curva multipla (nel caso che la g7
fosse composta) (pag. 63); ma sibbene per aver meglio presenti
le proprietd della g* come enfe lineare (pagg. 70, 102).
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Ad ogni punto di §,, in guanto centro di una stella i
fpel_-piani, corrisponde una ¢! contennta in g”. Diciamo I,
1l sistema oo di ¢7—' che corrisponde ai punti di una retta «
di 8,.. Il sistema I, gode della proprietd che, dato un grappo
di ¢, 0 esso appartiene a tntte le g7—' del sistema o appar-
tiene a una sola i esse.

' Gid posto, consideriamo il gruppe M, ,_, dei punti #-pli
eli una g~ variabile in X, . Dico che M, ,_, varia deseri-
VB}I(IO una serie lineare, o', g! (di ordine v eguale al numero
dei punti di M, ._,). Invero, detto P un punto generico di C,
8ss0 non pud esser r-plo che per un sol gruppo della q
perché se fosse r-plo per oc' (almeno) gruppi, ad ogni g’"‘
di g7 apparterrebbe uno (almeno) di quei gruppi e quindi la
¢, " avrebbe inliniti punti 2-pli. Dieasi @, il gruppo di ¢~
per cui P & 7-plo. Non pud darsi che @, appurténg‘a a tuljlt;
le g7=* di Z,, perché se no ognuna di queste poséiederebbe
wfini6i punti +-pli: dunqne esiste una ed una sola gn—hdi I,
per cui P ¢ 2-plo; cicd uno ed un sol gruppo M, ._, della
' considerata, che passi per P. Pertanto la serie oo! dei
grappt M, ., & @’ indice 1, e poichd essa & maniféstamente
vazionale, cosi ne segue (pan 51) che & una g¢!.

Dnaml’(, che la g! puo avere un punto ¢ ﬁsso? e b8 geeny Ty
301]10 .1 caratberi di Q per la g, data {caratteri che hamno i
valori

oo

- 0 ! . - - .
(123 iw=1, i, = 2py b =7

allorché il puntn ¢ non sia singolave rvispetto alla gn) o ac-
cadra che il gruppo di ¢, c¢he ha @ come i,_,-plo appartiene
a-tubte le g7—' di YN;; eiod che la retta « di S, & contenuta
nell’iperpiano imagine di quel gruppo; oppure @ & r-plo
{almeno) per infiniti grappi di ¢7 e quindi (r -4 I)-plo (al-
?neno) per uno (almeno) di essi. Pertanto, qualorva si scelga @
in modo generico, e precisamente in guisa che non sia eon-
tenuta in alenno degli oo! iperpiani imagini dei gruppi di ¢7
che nei singoli punti i € hanno molteplicitd egnale ad r o
maggiore, i soli punti fissi eventuali di gi, apparterranno ad M, .

Come vedremo tosto, la nostra ricerea riducesi allo studio
del gruppo jacobiano della gl. Occorre perd premettere la
d.eterm_inazione dei cavatteri .., 4, ., che uu punto @ pos-
.ftzle('!e rispetito ad una g2—"' di ¢2, in funzione dei caratteri
oy by oy di @ rispetto a g7
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3e la ¢2—* non contiene il gruppo di ¢7 che ha € come

-plo, gl o' gruppi di g, aventi ¢ come i,_,-plo (fra i
quah trovasi il grappo precedent(,) hanne in comune con
gr—! un sol gruppo, possedente in § la molteplicitd 4,_.
Dungne #,_s =1,_s. Similmente, gli oc® gruppi di g, che
hanno § come 4,._g-plo (bra 1 quali trovansi i precedenti),
hanno in comune con g ' una ¢!, pel euni gruppo generico
Q & i,_gplo. Onde -i’,._s—-_—i,._,s + I in generale si counclude
che i, =1, k=0, 1., r—2).

Quando invece la g7—* contiene il gruppo di g col punto
ir_s-plo @, o, pilt generalmente, quando essa contiene tutti i
grappi di ¢ col punto 7x-plo €, senza tuttavia contenere tubti
quelli col puuto ir—.-plo @, si conclude in modo analogo che:

" C . ” , e e Y .
V== 1gy ? 1:1’17"-9 Vi s =gy V= ¢ 5= Uaeryeeny b r—2 =01 ( )

Cid premesso, cerchiamo di caraiterizzave un punto Q
appartenente al gruppo jacobiano J delta ¢ . Fra i punti ¢
trovaunsi certamente i punti del grappo M,, . formato dal punti
(r +- 1)-pli (almeno) di ¢, perchd un tal punto & (r -+ 1)-plo
per qualche g7 —!' di %,: e precisamente per una, se fpg =1 —1,
per tutte, se 1,_‘,27

Donde intanto la prima consegnenza, che i punti (r-+-1)-pli
(almeno) per la ¢ souno in numero finito, essendo compresi
nel grappoe J. '

Consideriamo ora un punto § di J non appartenente alla

ategoria precedente. HEsso non potrd che essere r-plo per un
sol gruppo deila g7, perche, se fosse s -plo per infiniti gruppi,
savehbe (r 4- 1)-plo almeno per uno di essi. Similmente, ¢ non
potrd che essere (r — 1)-plo per oo! gruppi di ¢7; (r — 2)-plo
per oc?; ece. Siechd i ca abberi iy, i,y b (i @, rispetto
alla g*, aveanno i valori normali (12). D’ altronde deve esi-
stere une ¢ —* (i X, pel cul gruppo M, . il punto @ sia
multiplo: una sola, attesa la mauncanza di punti fissi di ¢!,
fuori del gruppo M, ,.

Tenuto conto dell’osservazione premessa, si counclude che,
non potendo I carabteri ,.., i—, di @, rispetto alla g
essere eguali ai primi » — 1 valori (12) (se no ¢ non appar-

{1} Conclusione da raffrontarsi con quella del n. 26, cirea i carntteri .
della proiezione @i un ramo da un punto, alla gunle conclusione essn ap-
punto riducesi, se ¢, & la serie delle sezioni iperpiane di una curva.
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terrebbe ad J), varranno le relazioni:

(13) ifO:]’ =2, i’f“—l:]! i"l:Z-‘l—?q..., gy — 1, ?."7‘-—-:3‘—‘-_-‘).

ove I & compreso fra 0 ed » —3 (0==1=<"r— 3). II punto ¢
conterd allora »—171—1 volfe nel gruppo M, ., relativo
alla g%, e quindi » — 7 — 2 volte in J.

Consideriamo adesso Ia g,~ %, comune a tutte le g'—* i ¥,
In quanto essa sta sulla suddetia g, 4, il punto @ avrd per
g.~% eerti caratteri j, ¢he o saranno eguali a qnelli dello stesso
indice della successione (13) oppure da un eerto % in poi (h=Fk)
aceadrd che §, =4, . In quest’ultimo easo sard, in particolave,
Jr—y =17, eiod alla ¢'—% apparterrd il gruppo di ¢g° che ha
in @ la molteplicith massima (nel caso attuale: rY. Cid con-
traddice al modo generico eon cui scegliemmo «. Resta duangue
soltanto il primo easo, nel quale (sempre in base al teorema
ammesso) il punto ¢ conta r —1 — 2 volte nel grappo My s
dei punti (r —1)-pli di gr—*; ciod tante quante esso conta in .J,

Si conctude che: :

(14) T o= M- Moo,

ove ogni punto «i M, , si couti con conveniente molteplicita,
da deserminarsi, ed ogni punto di M, ,_. colla molteplicith che
gli & propria, in base al teorema ammesso.

Taltronde, in forza del u, 33, d:

o = Bﬂjfu, P o K;
dangue:

(15) My, =Kq-2M, ., — M, ..

Ricordando le espressioni M, ,_,, M, —:, che derivano dal
teorema aminesso, se ne deduce senz’altro la {11), che cosi resta,
stabilita per » gqualunque.

Ci rimane da provare che la (11) in tanto & vera, in quanto
ogni punto di M, , si valuii eolla molteplicitd indicata dal
teorema. Il punto @, di caratteri i,, tyyfeoy per g7, ha i
earattert 4,, ¢ .., 4,_, per una geneviea ¢'—' di I, e quindi

( i H .Y . ) A e l
¢ un punto fisso di molteplicitd 3 =14, 4.}~ i,_, — #(2 r)m_) ~0

per la gl. Di pitt per fa ¢,~ ' di X, che coutiene il gruppo
di gr avente @ come 4,_,-plo, questo punto ha i ecaratteri

Pyy tiyeen
volte nel relativo gruppo M,, .
la- molteplicitdh 3 per un gruppe

plicith

per un gruppo part
segue (pag. 119) che conta. -
esso, abtesa la generieltd di «, g

Lo
1I; GENERE DI UNA CURVA

. r(r — 1)
ond’esso eonba by i,y g — T

TR
Il che significa che @ ha
generico i gl ¢ la molte-

. . rir—1)
?) 4 = ?.'f} -+ 'irl P A T el — 2

: . ) ) .
icolare; sicché risulta a==4_1— 2. Ne
Q conta 28+« — 1 volte nel gruppo J; ma
a gid come punto di mol-

. = D=2
teplicitd i)~ o tpg = 5T nel gruppo M, r—,

dunque la (14)," cioé la (15), in tanfo sono vere, I quanto ¢

¢i conti nel gruppo M, » colla molteplicita:

. (r— N{r—2) —
24— | — |gtdy et Ty = T

. rir+1)
==y A e e T

Il teorema & cosxl complelamente dimost 'nt.'.o. |

Indicato con p il genere di €, la (11) ei dice c;:a”.m i
i i (r phi di e gt , Sopra W PUT VA

1 numere dei punti (r 4+ 1)-pli di une g, $0) -

di genere p, & espresso -dw:

(16) (r + D)0 -t-rp — ),
. . . . r . *
che abbia 1 caratleri i,y 1., tpo1 PE7 Ie ¢,
rir—41) . ol
i ; LT punti (r = 1)-plt.
si valuti come i, -+ b o d=lemr T Ty punti ( )lp |
Perd questo risultato, di caratiere meramente numerat:.\- 0:
! ative di quello espresso dalla (11), che
(r 4~ 1)-pli rispetio al corpo

nre ognt punto,

& molto meno signific _
earatterizza il gruppo dei punti .
delle funzioni razionali del pun\t.',o di C. i e

La (11), ¢ quindi wnche la (lh)? -uf:.?gono 1{1;:» iﬁﬁ (‘;;‘jwpp'i,?(!lg”(g
punti fisst, purche ogui punto che st i-plo per tu i

-+ b+ per oo’ b dpr)-plo

serie, (i-t-i)-plo per oo™, (i i )-plo per oo” e, (-t 1l

' i - .
U cerie, si contt

per wn gruppo della serie, §

I I . rir+ 1) -

(r it iy =g b T

rolte come punto (r -+ ly-plo.
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m - . 1y - '

-l,ale conclusione si stabilisce ovvtamente, imitando il pro-
cedrmeuh(‘) di pag. 119, relativo al gruppo Jacobiano di una g
con punti fissi. o

. Quando la ¢ considerata sia la serie delle sezioni iperpiane
dL mna earva €, @& ordine n, dello §,.; un punto P, che abbia
1 caratteri 4,, 4 : s la g i

) I; ; Pyt %y per la g7 & origine di un ramo rdi ¢
che ha i caratteri «, «,, «,,..., %r—1, tall che (n. 25, Oss, 1%):

o A=—=F) o =¥ ]
by, O-t-o==1, e N S UL 2 - T SR 1527y
- —13

onde iy -—i,_, = (=1, 2,.r—1),

Diciamo a lang il pi
o 8 ¢ LF t,._.l la tangente, il piano oseulatore
0 Sy_y osculatore a vy in P, -

Se 0 & un punto g i i

enerico di S,., per la ¢"—* gevnta s
dagli iperpiani della s?ellm 0, il t: ,11;(»1 Y i .See‘:’a‘?‘“ h 0
stetla U, 1 punto P, come origine di v, ha i

caratteri iy, 4,,...,4,_. e P quindi conta i, i -1, g—~ﬂ?‘_'l}
- 9

=

arey

volte nel gruppo M, r relativo a quella ¢.—'. Se invece 0
sta su ¢,..,, ma now su f,_,, il punto P ha per g1 1 caratberi
% ’

Boy by yeeny g, ey 8 quindi conta 8=t ity g4, 1—?-("“'_—1-)

-

\'olf;e. nel gruppo M, ,_,: il che signifiea che, quando O dalla
bosizione generica bassa alla posizione situata in t.—1, MAa 1101‘1
m t._., vi sono Ty — Ay = e, iperpiani osenlatori i ¢
che vanno a coincidere con T 1. _
Sl ottiene pertanto questa nuova definizione di a,._,: )a classe
0 ultimo rango di v & il numero degl’ iperpiani oscuﬁatori (“--'; |
pass.auti per un punto O prossimo a giacere sn tr—y, che \’zum‘::
a coincider con tr 1, quando O va a cadere sn by, My ’nou S,
. S_nppongasi ora che il punto O di ¢,_, si muova con J(;l-
tinuitd, andando a cadere su tr—py Ma non su t,._... Allora
r{r—1)
2

11'1,,, e e vi saranno pertanto altri Gy — p_ =, iper-
piani osculatori, ehe verranno a coincidere con ¢, ;TzPel'ciO
s potra definirsi come il numero degl’iperpiani_oseulatori
di v, passanti per un punto O di ¢,_,, prossimo a ty_s, I quali
vanuo a cadere sn tr—, qnando O va sopra ¢, _, ~~1;1't non
SU 1, B

' Cosi proseguendo, tenuto conto del u. 25 ¢ della imme-
diata estensione alle curve iperspaziali del ragionamento svol to
nel n. 35 per le curve Piane, si conelnde che:

P conterd i, 44 i i ]
R 2 O TR o Ay S nel gruppo

IL GENERE DI UNA CURVA 137

Se v ¢ un ramo di ordine 2, primo rango «,, secondo rango
%y ey WiEDMO Tango o classe %,._,, per dualitd all’ ordine corri-
sponde la classe, al rango w,, it vango a,_y_ k=1, 2,..., ¥ — 2).

I& poi c¢hiaro che una reciproeitd di 8,., che muti il ramo 7,
nel ramo v,, fa corrispondere all’ ovigine di y, I’iperpiano osecu-
latore nell’origine di v,; alla tangente origine di v, lo §,_,
osenlatore origine di v 5 ece.

Conservando le notazioni di poco fa per la ¢ delle sezioni
iperpiane di €, e pel ramo y di origine P, possiamo dire che
P & a-plo per €, 0 meglio pel ramo y su cul si & fissata I’ atten-
zione. Qual’ e la molteplicitd i ¢, per la superficie osenlatrice
a €, luogo delle fangenti; ¢ meglio per la fulde di questa
superficie, che proviene da y? Preso un generico §,_. di §,,
il punto P, come origine di 7y, & a-plo per ia sevie segata su €
dal fascio di iperpiani passati per lo S,_,; mentre, se lo §,._,
appoggiasi, in modo generico a t,, il punto P & («—+- 2, )-plo
per la serie stessa. Nel primo caso esso assorbe o — 1 punti
del gruppo jacobiano dellx ¢! ; nel secondo ne assorbe «+4-2, —1.
Onde ¢, ha la molteplicitd (¢« 4-2, — 1) — (¢ — 1) = «, per la
falda considerata di quella snperficie,

Similmente, scelto un generico 8,_; di 8,., il punto P
¢ z-plo per oo! gruppi ed (z--«,)-plo per un grappo della g2
staccata su ¢ dagl'iperpiani passanti per lo §,_;; mentre,
quando questo appoggiasi genericamente a f,, P resta a-plo
per o' gruppi, ma diventa (z - 2, + %,)-plo per uno di essi.
Ii se, infine lo 8,_; appoggiasi, in modo generico, a ¢, I
diviene («+-,)-plo per =<' gruppi e (&4 «, -+ a,)-plo per uno
di essi. Nel primo case P assorbe 2z —+-2, —3 punti del
gruppo M, , di quella ¢?; nel secondo caso ne assorbe
20 4- o, 4- 2, — 33 nel terzo 2z + 2, +a, — 3. Onde ¢, ha la
moltepliciti

Re 4o, +oa, —3)— (22 42, —3)=uqa,

per la falda della 7, riempita da piani oseulatori di £ che

corrisponde al ramo v, e ¢, ha per essa la molteplicitd
(200 -2, -0, —3) — (20 +2a, —3)=a, +0o,.

In generale, si giunge analogamente alla conclusione:
Sia I {e falda delle Vi, osculatrice alle curva C, riempita
degli S, osculatori ed un ramo v di C, il quale adbia i carat-
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tert o, @y ..y 0p_y . Allore lo S, osculatore nelle origine di v, ha,
per la falda Iy la molteplicita ay 4oy 4.+ oy (h==0, 1,..., k).

Quando I origine del vamo & un punto generico di C, lo
Sy osculutore in esso swrd (k=1 — hy-plo per la V., oscu-
latrice,

Ne discende che per ogni varietd osculatrice quella di
dimensione immediatamente inferiore & doppia; quela di di-
mensione inferiore di due nnitd, tripla; ece. In particolare,
per la ¥V, osculatrice la curva € & (k4 1)-pla.

38. Formule di Caviny, di Veronmse, e di Seare. — le
formule di cui intendiamo occuparei in questo numero appar-
tengono, come le formule di PriicKER, al eampo della geometria
profetbiva (*). Tuttavia le esponiamo qui, quali uili applicazioni
numerative dei risultati di geometria sopra una enrva linora
ottennti.

Le formule di Caveey, relative alle curve algebriche
sghembe, son le analoghe delle formule i PLiicEER per le
curve piane. Esse riferisconsi ad una curva sghemba ¢, dor-
dine n, dotata delle singolaritd pitt elementari. Per una eurva
siffatta, oltre all’ovdine, posson consideravsi i seguenti carat-
teri proiettivi:

n, =rango, cio¢ numero delle tangenti di € appoggiate ad
nna retha generica dello spazio;

n, = classe, cioé numero dei piani osculatori a € per un punto
generico;

¢ =numero delle cuspidi o punti stazionari ovdinari, cioé di
punti origini di rami (2, 1, 1), di 2° ordine, rango 1,
classe 1;

¢, =numero delle tangenti stazionarie o flessi ordinari, ciod
(i punti origini di rami (1, 2 2, 1)

= numero dei piani stazionari o piani iperoseulatori ordi-
nari, eioé di punti origini di rami (1, I, 2);

h =nuwmero dei nodi apparenti, ciod dei nodi della proiezione
generica di €' da un punto sopra un piano, intenden-
dosi ‘incluso fn /& anche il numero degli eventuali nodi
{ordinari) di ¢, che sono i soli punti multipli, origini
di pitt d’un ramo, che ammettiamo poter esistere sulla
eurva;

() Ved. Brrriwy, Iperspasi, pag. 490 o sego.
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b= numero delle bitangenti apparenti, cioé delie bitangenti
{ordinarie) della proiezione piana generica di €, intéen-
dendosi incluso in b anche il numero delle bitangenti
effettive (ordinarie) di C'; sieché in definitiva b risulta’
la somma del numero di queste bitangenti ¢ della classe
della sviluppabile dei piani bitangenti di C;

~qp =namero duale di h; cio¢ numero degli assi di € 01acenm

in un piano generico, ove per asse intendesi una rebtta
giacente in due piani osenlatori (distinti o coineidenti)
in dune punti diversi di C;

g =numero duale di b; cioé ordine della linea doppia nodale
dello sviluppabile osculatrice a ¢, della quale fanno
parte, in quanto generatrici doppie, le eventuali bitan-
genti effettive di C.

Applicando le formunle di Priicker (nn. 11, 35) alla pro-
iezione piana generica di ¢, si ofttengon subito le rela-
zioni: _

oy =n(n— 1) —2h — 3o
(L7) \ n =mn,in, — 1) — 2b— 3, — 3n,
y By, - =g, +n,—p ;

dalle quali, per dualitd, si traggono le

‘ n =mn, (-n,—l)——‘)'q—-—3,0,
(18) ) n, = n,(n, - —‘3‘,’3—3,01_314

DB — ) =g, +-n—g, .

Le (17), (18) costituiscono insieme le formule di Caynuy (‘).

Le formnle di VeEronNesE estendono le formule di CaYLey
ad mna curva iperspaziale €, (’ordine n dello §,., dotata delle
singolaritd pin elementari, la eni natura preciseremo a mano
a mano, ma per la quale introduciamo intanto i seguenti ea-
ratteri proietéivi:

ny =k-esimo rango (k =1, 2,..., r — 1); cioé¢ numero degli 5,
osculatori di ¢ appoggiati ad un S, _,_, generico di
Sy

gr==numero dei punti il eui 8, osculatore & stazionario (in
modo affatto generale), cioé dei punfi ovigini di rami

{1) Ved. Journal de Math., 10,, 245 (1845).
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aveuti tutti i ranghi (ordine = 0-esimo rango) eguali
ed 1, traune il k-esimo.

d,==numero dei nodi apparenti (nodi della proiezione di C
da un §,_, generico sopra un piano), ivi ineluso il
numero degli eventuali nodi effettivi di €, ehe sono i
soli punti multipli ovigini di pilt d’un ramo, che am-
meftiamo poter esistere sulla curva;

£, =numero delle bitangenti apparenti, che sl scinde nella
somma del numero delle eventuali bitangenti effettive
di ¢ e del numero degli §; bitangenti di C, appoggiati
a nn generico §,_; secondo una retta.

Applicando alla proiezione piana geunerica di € le formule
di PLiicRER, si ha:

k n, = n(n — 1) — 2d, — 3¢,
{19) i =n(n, —1)— 23 — 3¢, — 3,
DB, —n)=p, +n,—p, .

Per ottenere altre rerne di formule colleganti i caratteri
proiettivi di C, applicheremo le (19) alla cuarva sezione O
della V., oseulatrice a €, con un generico §,_;. Per questa
'y ¢'é da considerare:

ny = (k-esimo rango di Y= ordine di ¢y ;

pp, = [(k 4 1)-esimo rango di €] = primo range di 3,
perché le tangenti di O sono le traccie sullo 8,_,
degli 83, osculabori di C;

Ny, = [(I + 2)-esimo rango di C]=secondo rango di 0y,
perch® i piani osculatori di ) son le traccie degli

~ Spq. oseulatori di C;

er + np_, = numero delle cuspidi di ¢ (un. 25, 37);

ory, = numero dei flessi di Cy;

d; = numero dei nodi apparentt di (), ivi incluso il numero
degli eventuali nodi effettivi di %, che provengono
dagii 8, biosculatori di € e dail punti i ¢, che stanno
in due diversi §; oseulatori;

Sy, = numere delle bitangenti apparenti di ¢, tra le quali
son comprese le eventuali bitangenil effettive di ¢y,
che provengono dagli 85, biosculatori di ¢ o dalle
coppie di Sy, osculatori che tagliano &,_; Tungo nna
medesima retta.
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Applicando te (19) alla ¢, avremo dunque:

'\ Ny =— “’k(”‘h —1}— ‘—)*d‘.i.- - 3.01‘: - 3“):~|
(20) Y g == e ey — 1) 28y — B0rs — SMae
ity — M) = Cpgy T By — P — Np—y

Queste formule potranno applicavsi da k=1 & k=7 —3.
Per k= —2 si avrd da considerare la V,_, riempita dagli
S, .. osculatori di C, ed essa dovrd esser segata con un pi-ano,
per ottenere la curva C,_., alla quale potremo applicare diret-
tamente le formule di PLilCKER, senza vicorrere ad aleuna pro-
iezioné. La O, & di ovdine 1, s, di classe 2,1 ha g1, _3
cuspidi; p,—, flessi; d._, nodis & bitangenti; onde:

Wy == Hys(Mg = 1) — 2y — 36,0 — 30,y
" o
(21) Doy = (e — 1) — 28 — 521

{ 3(”,.#, — W) ==

Gy — Prx — My

Le (19), (20), (21), che sono cmn_plessivameut.e r—1 terne,
si chiamano le formule di VERONESE (').

Tormule pilt generali, colleganti i rangli di una curva
iperspaziale ‘dotata di singolaritd qualunque, furono date la
Smeur (). . _

La curva irriducibile ¢, dello S,, abbia ’ordine n, i ranghi
Ry, Teg gy Ry © 11 gemere p. Uno generieo dei suoi rami abbia
i carabberi (o, o, ..y %—1)- .

La cousiderazione della ¢! staceata su € da nn fascio ge-
nerico di iperpiani, porge snbito una prima relazione:

(22) Sz — 1) -0, — 2e=2p - 2

Altre relazioni si ottengono considerando la € intersezione
della V.., osculatrice a €, eon un generico Si_p- ’.[‘eni:a.mo
conto (n. pree.) che lo S osculatore a ¢ nell'origine .(11 [
ramo y i earabteri (#, %, .., %,_y), & o-plo per la fuldaldl Vi
corrispondente a v, cosicchdé per Oy la intersezione di quello
S, collo 8., segante, & origine di un ramo A" ordine ay. Inolive
0, ha ny_, cuspidi nei punti ove lo 8, incontra la ¥ oscula-
trice a O ed il s10 primo rango & Ay . Cousiderando pertanto

(Y Behandliny, nu. 31-33.
() Indreduzione, n, 43.
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o gl s o e : . L
9, staceata su C, da un fascio generico d’iperpiani, verra:

e >, .
(.-1{5‘) ..J(J-gl- — l) -+ Ny ~}—’n;{_,_l —_— 2”}‘ = ‘_J.]J _ 2,

che potra applicarsi da k=1 a k=» — 2,
La interprefazione numerativa d
a7 ativa della (18) (1. pree)) df i
e ) (1. preec.) dd poi

¥ o .
(24) Moty — Dy 4=y — Cpy = 2p — 2L

tueste formule son in numero di ». Moltiplicando la prima
per », la seconda per r — 1,.., la penultima per 2, V'ultima
per 1, e sommando a membro a membro, viene:

. | -+
on V- g 1. *—-——-—-" =
(25) _,i;g;_}..(; w])ocl—-]—,,.—-]—Qa,._g—ha,,.ﬁl.._.?()0 1)

p4]

={r+ 1}n4rp—nr),

_]_‘oe'nm.lru che fornisce i numero degli iperpiant stazionari o
iperosculator: di €, colla indicazione del numero delle volte
c}.Je un iperpiano stazionario singolare va contato fra gliper-
plzu}: stazionari ordinari (s =, =...—= o, = I, &,_, :bO).
‘ Il la formula stessa esposta nel n, prec. pei punti (v 4 1)-pli
di una q;; (*). Qui la g* & quella delle sexioni iperpiane di C.
(J_on.fslder:mdo invece le prime % delle formule di SmeRE;
n.mltlplicando la prima per %, la seconda per k —1,.. I’uli
tima per 1 e sommande a membro a membro, \*iene,: ’

(26) np=E+1)(n+kp—E)y—Bko-+(k — Do, ...+, — Mk 1)

2 ]
Jormiuda che fornisce il k-esimo rango di O (per k=r— 1, la classe)
Se. €' non possiede che rami con uno solo dei caratteri
eguali a 2 8 gli altri egnali ad 1, come nel easc delle for-
mule dl‘VERONESE, conservando pel nomero di questi rami
le notazioni gid introdotte, si hanno le formule:
(27) =tk +Dn-t-kp—F)—Te— k-1, ——2L5s —tp—1
v [t Cia—1
D  fpe
(28) gra =r+Din+rp —7)— g —(r — g, — o.— 20,4,

che furon date dallo stesso VERONESE (%)
. . < ge .
{(*} 51 badi che non trattasi di una dimostrazione eszenzialmente nuova,

rispetto a quella del 1. prec.
(3 Belandluang, n. 33.
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[ nozione i genere ¢’ ann curva, introdotta nel presente Capitolo,
& di fondamentale impovtanza. Essa & dovatn a Rimvany [J. £ Math, 84,
115 (18571 il qurle vi giunge atraverso la considerazione della connessione
deiln superficie {detta appunto di RieMaNN), imagine reale delln totalith
dei pundi complessi delln curva; il che 1ol vedremo in appresso. RINMANN
atabili per questa via Vinvarianza del genere di tronte alle trasformazioni
birngionali e dimosted pure la forwmula (6) del m, 34, con an significato
formalmente diverso, benché sostanziakmente equivalente, pei numeri e, #
glie in cssa compajono, A CLuBSCH {J. t. Mach., 63, 189 (1863); 64, 43 (186411
spetta di aver posto pel primo in rilievo Vimportanza del genere per la
guomei'.ria delle curve algebriche. £ sun la denominazione di Geschilecht,
peadotin in italiano da CREMONA con la parola genere. CayLEY (1365) adobtd
1a denominazione defivicney. T WeigrsTRASS introdusse la denominazione
Rany (rango), considerando il genere p da un diverse punto di vista, ehe si
vedri nel successivo Capitolo. La formula (5) del n. 34 & di Cresscu. Lega &
perd collegata ad una proprieti delle aggiunte Q’ordine n — 3 (ved. n. ¢3), che
trovavasi gid in Rrzarawy, La prima dimostrazione puranente algebrica del-
invarianze del gencre & di CLEBSCH-GORDAN (Th. der Abel’schen Funkiionen,
Leipuig, 1866, § 15); altre dimostrazioni geometriche furonc poi date do CrE-
MoxA [Bologna Mem, 6, (1867)], Burmixt {Giorn, di mat. 7, 105 (1869)], Zru-
pHEN [Paris C. R. 70, 748 (1870)], ScrmuBkRrr [Math. Annalen, 16, 180 {1879}

f.a definizione del genere mediante fa form ula 16) del n. 34, che ne pone
subito in Inee Iinvarianze, fa ottenuta per mezzo di brevi ¢ sempliel consi-
derazioni geometriche da SEGRE {Introduzione, § 8); ma essa irovavasi gia.
sotto veste pint analitics, oltre che in Riemany, anche in Nosrnir [Math,
Annalen, §, 497 (1874)) Un ulteriore passo in guesta direzione fu fatto da
Extiquus, colla introduzione della serie jacobinna, la guale conduce nel
modo pitt rapido sin alla definizione e alla invarianza del genere, come
al signifieato funzionale della (8), e quindi alla nozione ed invarianza
Aelln serie canonica. Questa trattazione della teoria, delineata da. Ex-
rroues [Bell. di bibl. e storin delle matematiche, 2, 76 (184 e Torino
At 87, 19 (1901)), fu sistematicamente sviluppata dall’ Autore [FLezioni di

seometrin algebricn (litografate)y, Padova, Draghi, 1908 ¢ Vorlesungen iiber

algebrnische Geometrice, Leipzig, Teubner, 1921, Cap. 1V]. Si veggn anche,

“in proposito, la nota delPAntore in Palermo Rend. 17, 82 (1902). 11 pro-

cedimento per In determinnzione del gruppo jaeobinno di una _(,-}1, seguito
nel presente volume, & diverso da quello delle citate « Lezioni », ed &
dovuto a Dm Fraxcais [Palermo Rend. 34, 165 (1912)].

Lo seris cunonica (cosi denominaba da SEGRE) fu considerata prima da
BrirL e NowrEsr [Math. Annalen, ¥, 275 (1873)], come la serie (completa)
ataeents sulln envva (plana) @' ordine n dalle aggiunse Qordine n—3 (ved,
il Cap. V). Nella lore classica Memoria, su eni avremo da tornare, quegli
Autori dimestrarono algebricamente la invarinnza delly serie eanonica
(Invarianzsatz), che era del resto contenuta implicitnmente net legame.
seoperto da Ripmaww, tra gl integrati abeliani di 1% specie, appartenenti
alla carva, ¢ le curve agginnte di ordine n—3 (M.

() Ved. 1o mie Verlesungen, Cap. 8", § 2. La teorin degl’integrali
abelinni sarh svilappata in un suceessive volume di questo tratfato.
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*  Cirea Iapplicazione fatta, nei nn. 35-37, della formula riemanniana 6,
per sbabilire il modo come si corrispondono per dunlith i earatteri proiettivi
di un ramo i eurva piana o iperspazinle, ci limitinmo per ora a ricordare
che tale corrispondenza per dualitd, intuita, pia cle dimostrata, da Cavegy
(1866} pei rami di eurve piune, fu per essi dimostrata, medinnte In loro
rappresenfazione parpmetriea, da Hanruen IBT4-TT), ¢, collo stesso stru-
menbo analitico, pei rami di eqrve iperspaziali, da PIng (1886-87) (), Altre
notizie bibliografiche sni rami of riserviamo di dare piit ardi tornando
sulle singolaritd delle curve. ‘
La formula che fornisee il numero del punti {r--13-pli di una on 8
di Brinn [Math, Annalen, 4, 528 (1871)). Essn ritrovasi anche in Verongsi
L. e, p. 201) come numere degli iperpinni stagionazi dj una eurva jper-
spaziale (ved. la formula (28) di pag. 149) & in CasTELNUOVO [Torino Atti,
24, 346 (188%)]. La dimostrazione dn noi eaposta nel n, 87 & sostanzialmente
quella di Skere (« Introdnzione », n, 42), completata in guisa dn ottenere
In earatierizzazione funzionale del gruppe def punti (r-+=13pli (invece
della mera formula namerativa) e semplifieata in modo da non aver da
studiare a parte il caso delle serie lineari composte. A Spern & pure

dovuta fa formula ehe assegna la molteplicitd di un punto di caratteri.

thy ¥ gy ¥t} entro nl gruppo dei punti {(r-+1)-pli (« Introduzione »y M 435,
Un case particolare dj questa formula trovavasi in VeRoNuSE (formula (28)
di prg. 142) ¢ un witre in Hurwirz [Math, Anualen, 41, 911 (1892)}. T.a
formula stessa per le curve razionali era stata data da Gueera [Palermo
Rend., 7, 54 (1893)]. A questa formula di Guecia ef si pro ricondarre,
osservando clie la molteplicita in Guestiona dipende soltanto dn proprieti
differenziali della enrva (ved. pilt sotto),

Come conseguenza del principio di corrispondenzn di CavLey-BriLp,
Pequivalenza (11) trovasi nelle « Lezioni » del 1908 dell’Auntore {ved. anche
le « Vorlesungen », pag. 187). Dk Frawcms (L e.) la stabilisce mediante
considernzioni analitiche dirette, estendendo 31 procedimento esposto al
n. 38. Piu tardi Exriques fLincei Rend., 28;, 370 (1919); ENRIQUES-CHI-
SNy, vol. I11, 66 (1924)] indied unr altro mefodo per trovare la formula (18)
e il sno signifieato funzionale. Questo metodo consiste nello estendere il

procedimento con eui lo stesso Enriquus arriva aila seric Jacobiana di

mna data serie. La determinazione (i eerti coefficienti numerativi, che
compajone nella equivalenza dp dimostrarsi, guando essn si riferigea ad
una serie con punti fissi, consideratn come Hmite i una senza punti fissi,
viene ricondotta all’analoga deberminnzione sulle eurve vazionali, prodig.
tando del carattere differenziale dolia questione, L'iden (i determinare
Per questa via i coefficienti incogniti di un problema numerativo, trova-
vasi git in un lavoro dell’Auntore [Torine Mem., 50,, 82 (1901)1.

La formula di cui stiamo pariando & cnse particolare di ung molie
gonerale di Jonguiirms (1868), che vedremo in segnito, e della guale il To-
RELLT (1906} assegnd il significato funzionale,

() 11 procedinento i Pixm, opportunamente semplificato da Seerp,
trovasi in Berrr, Iperspasi, p. 449,

CAPITOLO QUINTO

La geometria delle serie lineari
secondo il metodo rapido.

39. Un lemma sopra i gruppi di punti di una curva. -
In questo Oapitolo arriveremo al punto cofminante della geo-
mefbria sopra una enrva, coi teoremi pitt sostanziali della teoria.
Gt giova premettere all’nopo il seguente lemma: N

Data una curve algebrica irriducibile 0, & sempre possibile
deteriminare wn intero positivo v, tale che ogni gruppo di nf?v
punti generici di C siq. contenulo in wna serie lineare infinite
&’ ordine m.. .

Prendiamo come modello proietéive di ¢f una carva piana f,
(’ordine n. Dieo che su £ un gruppo & di n* - Ax == 0) punti
generiei (e quindi semplici e distinti), sta in una g, al-
meno ool :

Condneiamo -all’ nopo per @ nua curva » dordine I{z=n),
che non. contenga come parte 1 (v si pud formare, ad esempio,
mediante rette passantl pei punti di @). Sia H il gruppo delle
tn —n* — ) intersezioni ulteriori di ¢ con J. Linfinitd ¢ delle
curve 4’ ordine I per H, soddisfa alla disuguaglianza:

W)
f= g

P

— In 4~ n* - A,

Quindi Ia serie lineare staccata da esse su Jy fuori di H,
ha la dimensione:

s PZW—n B w3

; 9 : 2

=

Ora, essendo n =1, X =0, risulta in ogni eas0 g== 1.
Pertanto, esiste nn intero v =< n?, che soddisfa al Lemma.

Severi - Geometria algebrica - 1)
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10. Nuova definizione che ne consegue pel genere di una
curva. — In base al Lemma, ¢’¢ un minimo pel numero det
punti delia curva irriducibile ¢, che possono scegliersi gene-
vicamente per deferminare una serie lineare infinita. Detto
p -1 questo minimo (p = 0), si chiamerd p il genere della curva.

Tale definizione coincide, salvo la veste geometrica, con
quella (analitica) di WBIBRSTRASS, cui accennavamo alla fine
del Cap. precedente. La identitd del numero p cosi definito,
con quello designato al u. 34 colla stessa lettera e eollo stesso
nome, risulterd fra breve (n. 43).

Ma prima trarremo molte conseguenze, i eni aleune nuove
e notevoll, dall’attnale delinizione del genere.

Intanto & chiaro che il genere & invariante di fronte alle
trasformaziont birasionali.

Si ritrova inoltre che Ie curve razionali son caratlerizzate
dall avere p == 0. Invero, le curve razionali son quelle per
cui Ia serie del singoli punti & nna g¢;.

41. Serie lineari non speciali e speciali. — Cerchiamo una
relazione fra ordine n ¢ dimensione r di una g7, completa,
data sulla curva €, di genere p,

Cominciamo da n=p--1. Una g,,, completa generica
(ciod individuata da p +4-1 punti generiei di ) avri certo
dimensione r==1, perché, se avesse dimensione 2 (o maggiore),
un gruppo & di p punti generici di €, insieme ad un altro
punto O della curva, individuerebbe una serie |G+ 0|, d’or-
dine p +-1, il cui resto, rispetto ad O, sarebbe una serie co!
(atmeno) contenente &, I allora p 4- 1 non sarebbe il minimo
ordine per cul una generica ¢,,, ¢ infinita.

La totalitd degli oc?*! grappi di p-+1 punti di ¢ distri-
buiscesi dungue in oo” serie complete g,4, distinte tra lovo.
Particolari g,,,, costitnenti entro la varvietd delle oo? serie
predette, una varvieth subordinata, potranno perd avere di-
mensione > 1.

Passiamo alle serie d’ordine » >p 1. Una ¢,,, completa,
generica, avrd dimensione r =2, perché se no una generica
dpa, Avrebbe dimensione > 1. Similmente una generica ¢,.,.,
completa avrd dimensione 3; e cosl prosegnendo. In generale
si conclude che:

Sopre une curva C di genere p, une generica serie lineare
complete g7 dordine n==p, ha le dimensione r =n— p. Una
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g particolare Potra pero avere :_lim_ensione. ¥ =0 —P- Gl'i oo".'
grn.ppi di » punti di € si distribuiscono in oc<? serie lineari
complete distinte.

Chiameremo speciale una g7 (A’ ordine #, anche minore di p)
quando ha la sua dimensione » > —p. Non .s:j)ecia!e' \inv(‘:.ce &
una ¢ completa di dimensione r=n—p (e percid di or-
dine n =9p).

Poiché per tma ¢" completa d’ordine n < p, & senza aitro
7 n—p (r==0), si pud dire che:

Per ogni serie completa g, &+ =0 — P

Luoltre, se si osserva che le g, complete Qordine n="p -1

dipendono al pitt da p—1 parametri, se ne trae che una serie

lineare complete g', variabile in un sistema continuo ocP, he
Pordine n=p ed & non speciale.

Proviamo ora che:

Una serie lineare & ordine n > 2p —2 & sempre non speciale.

Counsideriamo le ¢, complete d’ordine n==2p—1 —+e(e=0).
Dico che, nou soltanto la generiea di queste ¢, ma ogii. gy
& non speciale. Il invero, se esistesse una gi-r+l ovvero ghte,
preso un gruppo & di p punti variabili su ¢, la serie residud
di @ rispetto a quella g2+%, sarcbbe tma g7, . rariabile, spe-
ciale, dipendente da p parametri; mentre abbiamo poco fa
osservato che le g, . speciali sono meno che oo?.

Vale anche il teorema:

Una serie lineave di dimensione v >>p—1 & sempre non
speciale (ed ha Vordine m =2y o

Se, infatti, per una g7, completa dr=p+s{e=0)e qun_adl
n=p - (n=7), il residuo del predetto gruppo & var?ablle,
rispetto a quella g7, & una g;_, completa, variabile in
sistema continuo os?, e quindi, a norma (i un’ osservazione
or orn fatta, Vordine della serie deve esser non minore di p
o la sevie stessa dev’essere non speeiale. Si ha ciod:

n—p=p s=—pP—n
e pereid r=n—p, n=2p.
42. Serie lineari le cui imagini proiettive son curve sicu-
.ramente prive di punti multipli. — Trissiamo sulla solita

curva €' una g7 completa con n>>2p e quindl r=n—p
Tna tal g7 si dard assegnando un gruppo di n>=>2p punti
E .
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‘i €. Essa non pud avere punti fissi, perchd, se ne avesse 7
distinti o coincidenti, tralasciandoli, si otterrebbe una G s
di dimensione r > n —i—p, e quindi certo speciale, il che
contrasta eol fatto che, essendo r—=n—p > p, la serie stessa,
pel n. prec., non pnod essere speciale!

Ne la g, pnd esser composta, perchd se i gruppi di g pass
santi per un punto generico P di €, passassero in conseguenza
per qualche altro punto @, il resto della coppia P, rispetto
alla g, , sarebbe una g'—! speciale con » — 1> p —1, contra-
rinmente al n. pree.

Si pnd quindi, mediante la g7, trasformare birazionalmente
¢ in nua curva T dordine n dello S,., imagine proiettiva
della g7, _

Dico che T non ha punti multipli. Invero, se 0 & un punto
s-plo (s=1) di I, gl’iperpiani per O stacecano ulteriormente
sul'una g7~ completa di dimensione r—1==n—p—1>p—1,
¢ guindi non speciale. Dovrd percid essere r—1==(n—s)—p,
dounde s =1, La couclusione & che:

Una cwrve algebrica trriducibile di genere p, pud sempre
trasformersi birazionelmente in. une curva. (normale) di or-
dine n>2p, dello spagio S,_,, priva di punti multipli. Anzi
ogni curva di tali ordine ¢ genere, appartenente allo S
& prive di punti wmultipli,

Il fatto che T' sia priva di poanti multipli, nei riguardi
della g* esistente su ¢, qualora ogni punto multiplo di ¢ si
peunsi dal punto di vista della geometria sull’ eute (come

sovrapposizione ¢iod di tanti punti per quanti sono i rami
di €, di cui esso & origine; n. 23), equivale a ¢id: che sn ¢
non esista aleun gruppo di § (=2) punti che presenti wna
sole condizione ai gruppi di ¢7 obbligati a contenerlo; o,
cio.che & lo stesso, un gruppo di s punti tali che tutti i
gruppi di ¢, contenenti uno di essi, contengano in conse-
guenza i rimanenti s — 1 punti.

Un gruppo siffatto dicesi un gruppo uentro, rispetto alla
g . Con questa devominazione si pud enunciare:

Sopre wne curve di genere p, una ¢ complete, con n>2p,
¢ prive di gruppi nentri (ed & quindi semplice).

N—gps

13. Completezza della serie lineave segata sopra una eurva-
piang, dotata di soli nodi, dalle aggiunte di un dato ordine,
Lquivalenza della definizione del n. 40 e delle precedenti defi-

" genza, pel mom
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nizioni del genere. — Per conseguire_ g].i seop indicabi.(.lz.ﬂ
sitolo di questo n., converrd che commcla,mo1 collo stabilire
il seguente Lemmas, dovuto a GASTELNI_}OVO (): ;

Se sopra una curve C, di genere p, st hanno {lece serie
¢ gmy b prime delle qualt, vo‘m‘plet.(u e non specicle, ao‘?fteng.'m
parsialmente la seconde, ¢ la differensa rlnl.":e .(hm\smw sia
ancora non speciale, allora la lore sommae HURIME 6 comypletea
(non speciale). o eeial .

Dal seguito risulterd che, se una serle ¢ non .spf:cm.\e, o,,nj
serie che Ja contenga parzialmente, lo .é pure; sicchd, se €
nou speciale g, lo ¢ pure la somma di gn © i gon - B‘*[a, anche
ento, saper questo, a noi basta di dimostrare

i i 22— 211 o risnltano unon
il lemma nell’ipotesi n > 2p —2, ché allora risults

speciali, in virti del n. 41, tanto Ia serie g,,, come la sud-
detta somma (n +4-m > 2p — 2)..

Se la somma minima g% = non fosse completa ed avesse
gquindi la dimensione w—f—m——p-a(a‘ >.()),-un gmp]{o G
delia serie ¢,, imporrebbe, al gruppl dai g7,,, m— 38 con-
dizioni. I questo & assurdo, perché G,,,,_dzmdo come 1'6:31'(1119
rispetto a ¢*—#, una serie non speciale, _imp.one ne .con.dwr;-!om
distinte ai gruppi di g7, che son parhl tei gruppi di _g"_H.".

Cid premesso, e supposto che la eurva 0 .che si cox.xsulﬁml,
sia piana, d'ordine n, e dotata i soll 1‘10(1],("111 111;1(.1!1‘101(3))(1 d,

1 U 7 e — d
indichiamo pel momento con p’ la differenza o) ,

R—p
n

ciod (n. 34) il genere, nel senso (H‘GL]GBSCF{. _ . _

Alle curve aggiunte a C {carve passantl_pel (.l 11.0(1,1, n. 54),
quando i! loro ordine I & abbastanza grande, i 110(1-1 di ¢ presen-
tano d condizioni distinte, perché si pud sempre tom_nar(?, p. es.
mediante rette uscenti dai nodi, una curva d’ordu?e P {=d)
passanie per d — 1 qualunque dei uodi, ¢ non pel ‘rnnanente.
Sicehé la dimensione della serie g3 che esse agginnte stac-

cano su O, fuori dei nodi, vale:

W+ ‘5%_)_ 41— (f — ?i)(f‘r— 1 -3~ 3} 1=y — ¥,

essendo n, = nl — 2d.

) Annati @ Matematien, 25,, 318 (1897) ‘nota o pid di paginal Ivi il
lemma & dato per tutt’albro scopo.
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P‘ 7. * i
N Tio\\mmo che, quando appunto sia I abbastanza grande
4 gt & completa (non speciale), cosicehd (n. 41) vientf; pure,
Y= —p, 6 quindi p =y,
- .Denrotmmo pereid con @, un gruppo i g 2p—2 i
riei di C. Allora la serie completa ¢ Wl gt
sopiont ranrs ta serd ¢ 17 ag,,sommadi@, e della g2 delle
seto ne LG, ¢ certo non speciale (M =n-i-q> 2 —2)
oo .]Iene la g2 ¢ lascia come residuo una serie f, NON speci 111,
l . ) b7 3 - H A.
Fel lemma, la somma minima ¢ delle g7 P o
o Specia!e Allo stess n+tm Jm.? gu ¢ C()“}D]eta
ol ale. £ Stesso modo si conclude che completa
t speciale la somma minima i i e di ¢, ¢ qui 1"
. \ . - r " ; ’
anche la somma minima (i gr e di ‘.’:(fﬂm {serie og i
Qalle coniche), perehd " (1 =g, (serle segata sn O
e < » perche quoesta contiene totulmente la prece
o. enerale s ) .
oute n generale sard completa la somma minima di [
o g2 i3 wt? H 1 ’
i, ove qnest’ulbima sia la serie staccata su ¢ t i
le curve (’ordine Z. v
Sia ora X ' i
. O(fma'_‘ un sistema lineare di earve piane, che segni
.I ) i » " ’ I
detm, nori di un eerto gruppo base I, di ¢ punti, la qat;d
a serle completa ¢g° . Si pud s ia di ag-
giunte, di un cérl’o‘mjﬁ‘i. S[? pereht hasta agererant (1 Ak
, 0 ordime !/, perché hasta aggregare : '
v gorio : i ‘ rasta aggregare alle sue
; parte fissa, che sia aggiunta a ¢ (")
e agpi Y ordi A .
L wgtmte ordine I segnano dongue su ¢, foori di K
]—l:].gm completa non speciale. Epperd le ageiunte d’ordint1
F & osegherannmo su @, fuort di K la serie
spocials oo L4 Ja serie completa non
ale g7, - kg3, che ha la dimensione m - kn — 1 &
la. somma minima delle g, Lyg? bt e
Si pud intin iere T cos
_ e scegliere % 1 g i
presenti alle uu'winntct; d’or(;ince%; —iéi];mde’ ot e I
geinnt =k, t ocondizioni disti
R enti alle aggion by zioni distinte,
i-m a .?”ples(,utuc‘h altrettante condizioni indipendenti ai
‘uppi a serie ' Jall
Blle([]){};ttt Gl SO gy segata su O, fuori dei nodi, dalle
: ]g agglonte; e poiché il residuo di K ‘rispetto "1 tale
serie, ha la di 3 e lesinaa
: ‘L,] 1w la dimensione m - ki —p, cosi la serie mede%i;‘n
one, b ! g simu
vé. In «1.lmen.<,10ne ML -t~ p e sard pereid :
non speciale, complets

La conclusione & quella preannunciala: le g

by voncln ° S 4 ; aggimte del-
2 -+E (o di ordine mageiore) cosi determinato, segane
[ b(- hl

. e . .
O, fnori dei nodi, una serie completa non speciale

come & detbo, p— p', ; @ quindi,

Y Sintende cle X & i
a \‘{ { Pt h.-(,l.u, i c_)l grappo delle intersezioni fisse delle cury
= eon €, faorl di quelle che dipendono dalla ¢ iz i ione
(o a4 ; alla condiziene i aggianzione
o per ogni ramo uscents da un nodo di €)
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Rimane da estendere il teorema della compietezza della

serie lineare segata dalle agginute, alle aggiunte ’un ordine

arbitrario (minore ciod del predetto limite).

All’uopo si osservi che il sistema lineare delle aggiunte

. o , , -~ 3)
A ordine arbitrario I ha la dimensione R, =-—5-— — d, e,
&

se in questa vale il segno >, la dimensione della sevie segata
su ¢ dalle agginnte di quellordine, & maggiore di =y =n,—p,
e quindi trattasi di una serie speciale. Ma siccome per I==n—3
(m. 84) n,=2p — 2, cosl: ‘

T serie lincare staceata su O dalle agginnte dordine 12>
o non speciale complete.

Per passare juline ai valovi di f==n — 3, basta osservare
olis Ta sevie lineare staccata su €, fuori dei nodi e di 2 punti
allineati, dalle agginnbe @ ordine n — 2, passanti per quei
punti, & completa; ma poichd, queste aggiunte sl spezzan
tutte nella reita che contiene guegli # punti ed in agginnte
dordine n — 3, st conclule clie gueste ultime stacean si C
una serie completa. Similmente discendesi dall’ ovdine # — 3
all’ ordine n — 43 ecc. :

[a conclusione & che: ‘

Le curve aggirnte, di wn ordine arbitrario 1, alle curve
piana O, dotate di soli nodi, segano su O, fuori dei nodi, una
serie linegre completa.

Ossinvazioxs 1. — Uno dei punti essenziali del prece-
dente ragionamento, & 14 dove si afferma che il gruppo K
presenta ¢ condizioni distinte alle curve aggiunte d’ ordine

3

abbastanza albo.

La cosa & ovvia, quando i ¢ punti sono distinti tra loro
e dai nodi, potendosi formare un’agginnta (' ordine abba-
stanza alto, che passi per ¢ — L qualungue di quei punti e
non pel rimanente, mediante un’agginuta non passante per
alenno i quei punti e t-—1 rette generiche, che escano
da altrettanti di essi.

Ma da ¢ido nnlla pud dedursi nel caso in cul aleunt del
¢ punti coincidono (eventualmente anche coi nodi), perehe
condizioni in generale indipendenti, possono ben avere pev
limiti condizioni dipendenti.

Occorre dunque approfondire la cosa, Sia g un ramo {li-
neare) i O, avente 'ovigine 0, potendo O essere aucle un
nodo della curva. Con un cangiamento i assi pud farsi ea-
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dere I'origine delle coordinate in 0, in modo che nd I’
ns 'asse ¥ siano fangenti ivi a €. Allora (n. 24y ]
dei punti del ramo sard for
veniente numero fisso), in f

asse a,
a coordinata y
nita (per |z | minore di un con-
unzione di %, dalla serie

(h - Y = ax -4~ brt:“@;}— e’ - ... - (a==0).

¥ imponga ad una eurva d’ordine I=¢ — 1 q
con ¢ molbeplicitdh @’intersezione ¢
¢io s’impongono pregisamente ¢,
basta provare che esistono curve d’
molteplicith 1’ intersezione

avere in O
.- Per dimostrare che con
condizioni (e non meng),
ordine I aventi con ¢ in O
f{l="i=t) e non superiore,
Giacché allora resta provato che ogni nuova intersézione
che si esiga, & una condizione nove, e quindi ¢, intersezioni
importano ¢, condizioni indipendenti.

La cosa & evidente per i=1. Basta dunque ammetterls
per i — 1 e dimostrarla per la molteplicith d’intersezione 1.
E invero, una curva ' ordine Z=1—2, avente in O con £
molteplicitd A’intersezione csattamente eguale ad 7 — 1, in-
sieme ad una retta generiea per 0, d3% una curva d’ordine
=t— 1, avente in O con ¢ molteplicita d’intersezione i e
non maggiore,

Si dimostra inolire facilmente che una cnrva generica di
ordine I =1, — 1, avente O con ¢ molteplicithy d’intersezione
¢, ha ivi un punto semplice. Si consideri.infattj lg (1) arre-
stata ai termini ¢i ordine <t

(2) Y= v+ b2’ 4 ca’¥ 4- ... 4- egti—1,
Yy

La parabola, ' ordine =1 —1,
bassa per O semplicemente, av
’intersezione almeno uguale a ¢,. Difatti, sostituendo nell
(2), al posto i y, lo sviluppo (1), la serie visultante comineia
con termini di ordine =1, in . '

Riferiamoci ora, in modo particolure

, &l easo in eui 0 & nn
nodo di € e 5 sia altro ramo uscente da O (non tangente

a p). Una enrva @ ovdine = ¢, passante semplicemente per O,
e avente ivi con p moltepliciti A’ intersezione 7, + 1 (ciod t,
intersezioni, oltre quella dipendente dall’ agginnzione), insieme
ad una curva (?ordine =j—1, passante semplicemente per
0, e avente ivi eon & molteplicitd d’intersezione Jy dd una
curva d’ordine =1, +J— 1, ehe ha con eciascuno dei due

rappresentata daila (2),
endo eol ramo p molteplicitd,
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ioni (i i dall’agginnzione
L all?infuori delle intersezioni dipendenti dall’aggiunz 1pe’
o en i i iv i— 1 e non supe-
1‘oib:np]icit-é. d’ intersezione 1'1spett.1\e-t,, J e e
1.1-10].i ’lmcendo rariave § da 1 a 2, si cone u(le; oho per e
ey dordine 1 =1, --t, — 1 passanti per 0, I'ay ol
ot jori 0 rami ¢, 6, cquive
c}licit?h (' intersezione ulteriori ¢,, £,, col raml g, o, ¢Q
l i » » . 3 0
zioni distinte. ‘ o
e 0‘130 torninmo al nostro sistema X, Hsso e
Premesso questo, an | nos 2 Tso &
lefinito dalia condizione di aggiunzione a de (I'I]! 9 Lariore
o ppe base K. Le condizioni inerentl a Il sono di (3)1)1&32 (é%).
gru as T 1 ot wlteriore 1,(=0), 1, ’
‘ B intersesione ' _
1) Molteplicith d . : ore 1, 0 W=0
) ve di 3, coi due rami uscenti da un generico n
e Molten i lelle eurve di I, col ramo
2) Molteplicita d’intersezione s de elf e )
b i 5 i di G,
; rico punto semplice |
B roch rismltn £ = X Ss, la prima somma es-
Cosicehe risulta t==2(2, 4 ¢,) + 38, o
. H & ) i ¢
sendo estesa ai punti analoghi ad 0, la sec la 1 bunn
o . 0 . :
&e loghi a P. Orbene, poiché la condizione I), iusie K :
nalog a . H . T N sser Seni-
) 1‘ ti?‘m condizione semplice di agghumzione, puo esse 1(1‘61
atame > ciascuno
lrt,t;amente soddisfatta con curve distinte per uaso;lesso o
I - 1% 2), ¢os} I ples a
hodi e similmente per la condizione 2}, cosl }1311 cox}} oo 18
condizio i il gr ase I, s
condizione di aggiunzione a € e 111g,u;ppouliyioni ’mmnm,
v i rono a1 condlz 5
abbastanza grande, equivalgono ¢ o e
OssERVAZIONE 2%, — In un suceessivo Lap. oo
Rt 1 . ’ > . . e ( |
cernente la completezza della serie lineare stac?flra 8 cm\-‘l p
. e d A s0 al cas 18 CTrve
aggiunte di un dato ordine, verra esfeso al caso di ml-( enrva ©
co ‘ it itrari i 10 opportunamenbe le
con singolaritd arbitrarie, definendo opp
ad essa aggiunte.

cttive . Nel
44, 11 teorema del resto soffo forma 1{1-(;:ett;(\):l.lm mb\:;_
20 abbiamo dato il teorema del 1"esbo sotto o v
l']'. ‘dbiv'l per trasformazioni birazionali ed abbiamo 11,)‘1(,.‘ -
izllitlo u¢na forma proiettiva (dovuba n BRILL e NOwmTHER)
me%e};t::gazgoi'.(::;:'di un dato grappo & di punii di C':r rispezzz
: : e 15
alle aggiunte di un dato ()1‘(“‘11‘6, un 1‘est'0 (}18;1,3 r :{1:3)3“(; ;]:f:&., -
alla serie staceata su C, fuori dei nod;,‘ (a.' ent;':lcia:
la forma proiettiva del teorema del rfa.sho si e e i
Og‘mi resto di un dato gruppo G rispeito ( ] caginte O
determinato ordine, & resto, ?';.:-peﬁto alle stesse gy ,
st serie | G , . . .
gmlljf:g'agz;(d:l::ﬁ) ‘I‘I’?i‘l‘"“?:‘;;ml dii & rispetto a;lle:' aggll;lilt;)@r :]]il“g];
determina’to ordine 7, in base al n. prec. le aggiunte «
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‘petssal}ti per K staccano su O, fuori dei nodi e del gruppo X,
la serie lineare completa |G, e quindi K & resto (Ti ogni G”
Dalia forma proiettiva del teorema si deduce viceb\'
la forma invariantiva; ma di eid in seouito (]11’1,11(10 'em"l’
remo il metodo di BrILL-NorrHER perhlo ‘st’u(]i ( e,
vemo 1t e ‘ ) s o della geo-
pra una curva,
‘ I\Tot;iztr.;lo pinttosto come il teorema proiettive del rest
fornisea # modo di cosbruire, mediante le curve agginuni e
qualnngue serie lineare date sulle curva. s

-II\I‘.’EI'O,. se si vuol costruire una data serie {6, sl s

glle}'a, anzibutto un intero 7 s1 grande, che esistm;ok »f?f?“
aggiunte. passanti per un dato gruppo ,G della; .s‘érie 018\9
ijﬂ.]e aggiunta potrd p. es. formarsi ageregando ad t;n’ ao"tri(unlzft
qua]quue, retie uscentli dai singoli -punti di ). Oonf,:iﬁemfld
una ‘]f queste aggiuute, che non contenga come )‘11-'136 C" 5‘
eost.rmsca I'ulteriore intersezione X di essa con OIEfllol'i dgl
nodi ¢ del gruppo G). Allora la serie [ G| pud essere stace: "
dalle aggiunte d’ordine ¢ per K. ‘ e
.OSSER'VAZIO.NE. — La costruzione indicata vale pure se la
serie | G| possiede punti fissi, costituenti un aruppo H :-I ‘
ia}a Parte di (?gni &. Il ragionamento prece(h;ﬂ:e ls1 1'iff:ri(;(1:§
Infattl alle serie complete, abbiano esse o no punti fissi, |

URCE

_ f\%] ]l)llll;in:[l)(;)lllf n?d? se?-ie cnno:ﬁcu. 'i‘goreum di riduzione.
sulla curva C, (I’lorod?:l:leno‘im.afiloofihelm' Sel"e_‘f“lolliC“ e
. i dei : agol

d'ordine » — 8. B da cid ::bbiamo trattl:)milll, l;ll;:]i]tt; ‘ilﬁzf%!e]?m'e
»— 1 per la dimensione della serie canonica Siﬁno OPUO}G
g‘1'3:(10 di precisar la cosa dimostrando che g ;l@"nu;n?ian E; I]In
serie canonice & esatiomente p— 1. Invero, se fosse 'ma': fore.

- =

* - 0‘. -y
avremmo sulla corva una g2 glore,
23—

. o € 1IN gruppo generi i i
d ] 5 Iy generico di p punti
(]]l} 0\&\’1(,1)1)@ come residuo un grappo di p —2 pqu%i' il
¢ Q851 ehd i ) “
he ¢ assuudo, pgwhe allora le serie lineari (’ordine p— ©
dipenderebbero a P parametri, ! i
La serie canomica &
§ onica & dw —L; brover i
Drore o S0 a que una gf-l,; proveremo anzi tra
o 85a ¢ 'unica gb -l esistente sulla curva
Nel segui : breviti i , |
Lo s;al?mbo, per brevita, le curve d’ordine 1 — 3 agoiunte
I ‘ . ; . "BC’ v
:,- y sie lameranno, ove non siavi ambiguitd, enrve o e
bmggl della serie eanonica si diranno gruppi canonici L
10 premesso, dimostriamo il seguente teorema di ridusi
(o8] o g : v di ridusione
chiamato da NomrHER):
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Sia | G| wuna serie lineare (eompleta), segate da wn sistema
di curve v, ¢ I’ un punto delle curve O, che non apperienya

“ o tutte le @ passanii per win grippo & di quelle serie. Allora

per la serie completa | G+ P il punto P & fisso.

Dicasi H un resto della serie | | rispetto alle ¢, cosicehe
| G| possa segarsi mediante le o passanti per H; ed « sia
una generica retta uscente da Pj A il gruppo delie nlteriori
a — 1 intersezioni di questa retta con €. Secondo I’ipotesi,
esiste almeno una » passante pel gruppo @G-+ H, ma non
per P. Tale p, insieme ad ¢, fornisce una curva aggiunta
@ ovdine n — 2 passante per G+ Ha4Pa-A. Onde H4+4 8
un resto della sevie | & + P| rispetto alle aggiunte d’ordine
n— 9. Ne segne che la serie completa |G - P| ¢ staccata
dalle aggimte d’ordine n — 2 passanti per H -+ A; e sic-
come queste aggiunte hauno n—1 punti sulla rvetta «, esse
si spezzano tutte nella @ e in una ¢ residua. Cid signifie
che P & fisso per la |G+ P

Ossprvazions 1. — Il ragionamento non softre eccezioni
guande P coincida con uno dei nodi di C: allora uno dei
punti di 4 coineide con P, ma come ovigine di quel ramo,

cui non appartiene I

*

OssurvAzIONE 2¢, — [lipotesi del teorema di riduzione
3 evidentemente soddisfatta quando P & generico sulla curva,
OssurvazioNs 35 — Il teorema di riduzione assume forma

invariante per trasformazioni birazionali, qualora, invece di

dire cle la serie |G} & segata dalle @, si dica che & conte-

nuta parzialmente nella serie canonica; e in lnoge delie 3

passanti per un gruppo G, si parli dei gruppi canonicl per &

Come vedremo nel n. suceessivo le serie contenute nella serie
canonien son tutte e sole le serie speciall.

OssERVAZIONE 4% — Poiché la dimensione della serie ca-
.. niw —3 . . . g
nonica & p— 1 = -—— 3 d, cosi i d punti doppi di C pre-
-

sentano alle aggiunte dordine I =n—3, condizioni indipendenti.
Per 1> n — 3 Valfermazione consegue dal fatto, notato al n. 43,
che le curve aggiunte d’ordine > n—3 segano una serie
completa non speciale.

46. T teorema di RieMaxN-RocH. — Arriviamo finalmente
al punto culminante della teoria delle serie lineari, assegnando
il significato geometrico della differenza » — (n-—p) per una
g7 completa. :
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‘Pl'ovmmo anzitutto che le serie speciali son contenute nella
serie canonicd.
Ix_mve‘ro, sia, per la nostra g7 completa, » >n —p. Se r==0
e qmm'll n=lp—1, & senz’altro evidente che il gruppo, cui
riducesi la g7, appactiene a qualche gruppo canonico. Potremo
dungque stabilir I’asserto per induzione dalle ¢7—1 alle gr
Sia ¢gr—L il resi i eneri i '
oy Ji'?f residno fll un p_unto generico P rispetto alla g7.
: T —p, sara (r—1)>(n—1)—p, e quindi, pel
corema ¢ - ngrotoé i
i ]i]a dl;lnlesso, ln ¢771 & contenuta nella serie canonieca.
iy l’t lL Ol'al . ] . 1 1
‘;O;t(e ; lu)tbe le ¢ che passan per un grippo di g7~ debbon
nel,e. ) 86 10 (n. 45) Ia serie g7 avrebbe il punto P fisso :
contro I’ipotesi ehe questo sia generico. Bsiste dunque gqualche
enrva o contene.nte un gruppo di ¢;, eppercid la serie & con-
tenuta nella serie canonieca.
Dun ¢ U 2T i una seri
Gon ?ue, se 111-1 gruppo di una serie completa g7 non appar-
Se ad aleun gruppo canonico, si ha la relazione » = u —
uppoungasi or : {\ i ino
e Oppl‘b I ora, ch.e'pel un grappo della serie ¢ passino
> 0) gruppi canoniei (eurve o) indipendenti
41 - - - » N i
Kssendo 4 —1 la dimensione della serie vesidua di un
oy 3 " e ] 3
grappo @ del-la. F]d.tfl g, rispetto alla serie canoniea, per i—1,
hia non per ¢ punti generiei di €, passa una curva o conte-
nente &. Se 1—=1, ne segne che la serie | @ + P, ove P ¢
un punto generico della curva, non & speciale; e poiché essa
]a norma del teorema di riduzione, ba il puuto fisso P cosi
a a - -  —_ 3 ,
Gsm (}'unensmne f:‘_(n -+1) — p egunaglia quella della serie
| &|=g¢", la quale & dungne r=mn—p-4-1.
Ebbene, di in gener i &
gu]t;; '_e, lico ch(? in gen‘eu.tle, quando ¢ & qualunque, ri-
sulta 7 =1 - p 44 Poiché il teorema vale per i=0, 1
] .l 3 s, 1 y ’ .
suppoplfufml(') vero per il valore ¢ — 1 del numero dei gruppi
canoniel indipendenti passanti per &, e dimostriamolo pel
valore 1, v
Sia 'dunque i il numero dei gruppi canonici indipendenti
58 N > . 1
passm]tl- Pel.G e P un punto generico. Il nwnero dei gruppi
canonicl indipendenti passavnti per G4-P, & i — 1 onde la
) a7 H H ’ .
s],;eue |G~ P| ha la dimeusione (n—+-1) — p+i— | ==n p-1i
, . . 3 . N - ~ )
:{iblonde, pel teorema di riduzione, P & fisso per |G+ Pj
. . I4 - * !
onde questa serle ha Ja stessa dimensione della ¢ data, o
percio risulta r=n — p 44, " .
Una prima eonseguenza della relazione dimostrata & che
. r H
pel1t una gi contenuta nella serie cauonica, essendo i =1, ri-
Y - . T 7
sulta > n —p, Ciod s’inverte la proposizione poco fa ennn-
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ciata e si conclude che le serie speciali son quelle e soltanto
quelle che son conienute nella serie canonicd.

Apparisce allora naturale di assumere come misura della
specialith di una serie speciale, il numero 4 dei gruppi cano-
niei indipendenti, che passano.per un gruppho della serie.
‘Chiameremo percid questo numero indice di specialitd.

Con tale locuzione, la relazione r =u —p + i si enuncia
sotto la forma seguente, che si cita come teorema di Rie-

MANN-IROCH :

Una serie lineare completa & ordine n e & indice di specia-
lith i, sopra une cwrve di genere p, ha la dimensione :

r=n—p-+i

47. Prime conseguenze del teorema di RimMaxN-ROCH. —
Nel n. 45 abbiamo provato che la serie canonica & nna gi-L
m=2p—2 t=1, r=p — 1k I ora facile dimostrare che
la serie canonice & U unica serie, esistente sulla date curva di
genere p, che abbic I ordine 2p — 9 ¢ la dimensione p — 1.

Tuvero una g?z’;ji, avendo la dimensione r=p — | maggtore
della differenza n — p fra ovdine n=2p — 2 ¢ il genere, é
speciale, e percid contenuta (totalmente) nella serie canoniea,
cio® eoincidente con questa, perchdé ne ha la dimensione.

La serie canonice non pud avere aleun punto fisso, perche
se ne avesse uno, P, astraendone, si otterrebbe una 955 @
aggiungendo ai grappi di questa un altro puuto ¢, si avrebbe
una ¢it, diversa dalia serie canonica.

Altve facili conseguenze del teorema di RimyManx-RocH
sono le segnenti:
ay Un gruppo rF; wiae g, completa speciale impons i
gruppi canoniei che debbano contenerlo, n — r condiztont.
Detto & Pindice di specialith della g7, si ha nfatti

i=p —(n—r), ovvero: i-—l=p— I = (n— .
») Vale il teorema inverso del teorema di riduazione, cosi

che-si pud enunciave:

La condizione necessaric e sufficiente affinché la serie com-
plete o7+ P abbic il punto fisso P, ¢ che la g, sia speciale ¢
che esista qualche gruppo canonico pass@nie per i gruppo di
g , ma non per P {cioé che P non sia fisso per la serie residua
di g7 rvispetto alla serie canonica). '
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y Inve;':), sie ¢, -+ P ha il punso fisso P, poiche fra la dimen-
sione e ovdine della g - SUSSIS i i
ella g7 - P sussiste la disugnaglianza

r=m41)—p sard v >n — P,

@ quu\u]i la ¢! risulterd speciale. Bssa sard inoltre com )leﬁq
perche3 altrimenti non sarebbe completa la data ¢ —;— Pl Or(l,
8€ ognt gruppo canonico per nn grappo di ¢ I)a;as;lsse";xlcla,
.per'P, risnlterebbe certo speciale anche Ja ¢ :{l— P -(-30'[I]0J ;t 1.6
fmhee di specialitd, i g’ Ciot mu grupypo di 'g:" edlﬁ,uo di . eS;)
1“_]1301-1'61)1)91'0 lo stesso numero di eondizim’;i ai grup e,
nici, contrariamente ad «). STippL emer

l.tt%sl. In qual easo la serie canonica @ composta, Carve iperel-

;_llc 1e. Tef)rema di Crarrorn, — Cerchiamo se e quaundo la
9, CI:I}O!HG& flella curva €' di genere p, pud essere composta
con un’involuzione vl.

Anzitutto osserver
zitutt emo che s rod
o aatifo osse £ 8¢ una ¢7 ¢ composta con una
Ty : essaviamente essere n = ryu, perchd sulla eurva I'

imagine dell’involuzione i i ,
().1: . izione, alla ¢g* di € corrisponde nuna g,
.-.Jl‘b- HE: \1)61‘ questa & n:p = 7. Osserviamo inoltre ehe i!l
Seo —_— v P . H ]

ebn[o = puo valere solo quando T' sia razionale, ciod guando
la vy} riducesi ad una g -

Cid premesso rché si =3r i i
s 1.)| 350, allmf,hé sia =2, coms in particolare ac-
per la serlie canonica, risulterd n:p=»:2 e quindi o u=—=1
— ny h & N
0 p=2. Be la serie & composta, dovra percid essere p=2 g
nella precedente relazione varrd il segno =, Duangue :
. I = . . - j :
Une g5 (¢ in particolare la serie canonice) non pud che
€58€r composta con una g . ’
Vieceversa, se s = ig '

e , 86 sulla curva C di genere p > | esiste una gs,
q ta certo una serie completa e speciale (r>=n-—op) e
percid un suno gruppo presenta 2—1=1 condizioni ai grappi

» . I L] - - . b
(;?né’)mm (n. 4f’ «), ciod tutti i gruppi canonici per un punto
¢ p[szssa}lo In conseguenza pel punto coniugato di quello
nella g;. 8i conclude che: -

. La, condizione necessaria ¢ sufficiente perchd le serie cono-
nice &’ une curve di genere p > 1 sia composta, & che la curva
contenga una g.. '

. 1 i
Questa g, ¢ unica (pag. 63), eppertanto :
U-rnrf, curve che contenga pit di wna g' & resionale (p=10)
o ellittica (p=1) (n. 34), .
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Rifettivamente, wna curve razionale contiene oy, che
son quelle contenute uella ¢ delle coppie di punti della
eurva.

Invece wna cwrva ellittice contiene oo'gy. B difatti sopra
una eurva O di genere 1 ogni serie lineare (effettiva) ¢ non
speciale (perché la serie cavnonica & di ordine zero; n. 34) e
guindi ogni coppia di puuti di ¢ definisce una ¢, completa.
Qe si tien fisso un punto A di ¢ e si fa ivi variare un altro
punto B, la serie variabile | A+ B| deserive tutta la infinita
delle g, di C; la quale infinitd risulta pereido birazionalmente
equivalente a €, perchd i suoi elementi (serie g.) corrispondono
binnivocamente alle posizioni di B.

TUna curva di genere p > 1, conlenente una g5, dicesi ipe-
rellittics. Le curve di genere p=2 son tuthe iperellittiche,
perehd la loro serie canoniea & una ¢h. Si pnd eunnciare che:

Se si eccettua il easo delle cwrve ipervellittiche, la serie ca-
wonica & sempre semplice.

Dimostriamo ora il seguente teoreme di CLIFFORD:

Quando ¢, & speciale, vale la disuguagliense n = 2r.

Sia H un resto della g7, che supponiamo completa, rispetio
alla serie canonica. Al gruppi canouniei per H un gruppo
della g7 impone 7 condizioni, mentre ad un grappo canonico
geunerico esso impoune n —7¥ condizioni (n. 47, ). B poiche,
quando si passa da un gruppo canonico generico ad un gruppo
variabile in una servie subordinata, com’# il caso appunto dei
gruppi canonici per H, non pud che accadere che econdizioni
indipendenti in generale, divengan dipendenti, se riferite alla
serie subordinata, cosi sardh n — ==, cio& n = 2r.

OssERVAZIONE. — Bvidentemente il teorema & pur vero
quando g7 sia parziale, ma il segno = pud valere soltanto quando
Ta serie sie complete, giacehd se g7 sta in g’ con v 1, sard
n =2 > 2r. Vedremo tosto (n. 50) in quali cast effeftiva-

mente pud valere il segno ==.

49. La curva canonica del genere p. — Poiche¢ sopra una
eurva non ipereflittica di genere p(>2) la serie canonica @

una g3, semplice e senza punti fissi (nn. 47, 43), P imagine
proiettiva di tale serie sard una curva ¢ @ ovidine 2p— 2
dello spazio Sp_1, birazionalmente equivalente allay data curva;
e inoltre O resterd definita a meno di una collineazione (pag. 62).

Tissa chiamasi una curve canonice del genere p.
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Viceversa, se ¢ & una curva di genere p e dordine 2p — 2
dello 8,_1, la serie 98,7, delle sne sezioni iperpiane & la serje
canonica (n. 47) e quindi ¢ & una curva canoniea.

Due curve canoniche del genere B non posson esseve Dira-

sionalmente equivalenti senza essere amografiche, perché son e
imagini proiettive della medesima serie canonica.
Quando si paria della curva canonica modello di una data
curva del geuere p, s’intende di alludere ad un
deile curve canoniche omografiche, le qn
struite a partive dalla data eurva.

La curva canonica & normale (pag. 110), perchd la serie
hY

canonica & compleia.

Se (7, & un gruppo speciale di n puntbi della curva eanonica
C, il quale definisea una g, completa, il sistema lineare degli
iperpiani di S, passanti per &, avra (n. 47, a) 1
sione p — 1 -5 +4-7, e quindi @ '
vy .

Se, viceversa, un gruppo &, & a punti i ¢ appartiene
ad uno spazio Su—r—1 (& non ad uno spazio i dimensione
inferiorve), I indice i specialitd di quel gruppo sard P—n--7r
e percid esso definird una g, completa. Diungue:

La condizione necessaric o sufficiente affinché
1 punti delle ewrva canonie
8 cl’esso appartenga ad u
ron minove).

a gualunque
ali posson esser co-

a4 dimen-
n apparterrd ad uno spazio

wR grppo di
34 2943 BETE ¥ [ oot g

t individui una ¢ complete (speciale),

e spazio di dinmensione n—y — 1 {e

50. Ulteriore determinazione del teovems di Crirronn.
Siamo ora in grado di determinare in qn
guaglianza esprimente il teo
il segno eguale.

all easi, nella disu-
rema di Onirrorn (n. 48), vate

Se per una g, speciale appartenente alla curva canonica (¢
del genere p, & n=2r, cosl choe la serie o certo completn
(n. 48, Oss.), tutti gl’iperpiani che passan per + =n — ¢ punti
generiei di ¢, debbono contenere anche gli » punti, che, in-

steme al precedenti, completano il gruppo di ¢g* da essi
individnato, \

Il che significa che lo spazio 8, con
generici di ¢, taglia ¢ in r punti nlterviori. Ora questo &
impossibile per r < p — | (pag. 64). D'altronde la dimensione ¢
della g che & speciale, non pud superare p—1;
r=p—1I1, n=2 —92 e si ha il teorema:

ginngente »r punti

dunqne

A GEOMETRIA DELLE SERIE LINBEART SECONDO Ir..J METODO Rz\l:‘ Do
1.4 EQN 161

Per una g speciale, nog canoniea, Sopra wng CUrva 1o
iperellitti ¢ sempre n > 2r. o ' ‘
lp“éfﬁ?iﬁ:; che li:: curva non sia ip(?'e“.lttlﬁi" ;ntfrl\;;enfu:li
momento in eui si suppone che la go sia da :CL.."l.l.; S
canonica. Nel fafto aceade che sopmr un;:, ou.;uwmpmsm
littioa, per ogni serie speciale .cm-n.p.lcm g"; (,'H; gow HE_: o
colla gb € che non possegga punte fissi, 1:((51!(91 a,w s ‘,H.]. My
Inv-ero, se la data g7 & compostu' colla ge,.m‘n ‘a'.q.z 1\)11 l_h = e
Oonsiderata allora sulla curva ramom}le r mm‘j_g];ln‘b (]irr: (ng,m
g2 dei gruppi di p punti, ad essa c'orrlsponge .su‘) i c(;n;e“e“te
iperellittica una sevie speciale (1.’01'(_1111\?, n(=Z .;1.)—“ 2), (,;H ) nente
totalmente la data ¢, e quindi comculenl‘;e_(,()nggg. ?; 7_.1_ o
la g7 & compleba. Dovrd dm.ane.essel'e % _1p, e
.Viceversa, essendo 1 arbitrario (c;:,' p — 1), ;1 gﬂ,- "
che sulla data curva iperellittica co,rrlspondie a 53 g" ,
speciale ed & completa a cansa dell’ Oss. de ‘11. . ,GLIFFORD
Una notevole conseguenza del teorema i )
completato nel modo sopra indifzato, é che : -
La curve canonica & priva di punti ')nﬂltﬂp:b. P
Se, invero, un punto P della curva canontlrca‘ Ci;le ;m
nere p, & s-plo per la curva, la serie co.mp.le a !‘apeP é,mm
non canonica, staceata sn ¢ dagl’iperplan: ]_)‘(:1 _-,2) ame
gr—2 e quindi dovrd essere 2p —2-— s> 2p ,

dp—2—g?

s <2 ovvero s =1,

51. Conseguenza dei teoremi precedenti in‘o’rdi.ne ﬂl-:)l'(i'lil:r?l:{:
di trasformare bimzionnlngmte ;:m]te(:a.:a 21111 (‘;{.‘1 ‘:.n r;1311). ;ng;mm
i ipli. — Nella Oss. 2" ¢ .2 ag. T :
F:tl\frb?t;l(‘)dz;}::,].quanldo una ¢ & CO].lt(‘)Dll‘fEl pzu",lalmen‘terl.li
‘ i w1 ed ¥ >97, non si pud sempre affermare
the wnn i :in)e nn-;ieftifa deﬂu g” sla omografica alla pro-
she 18y J n : v
?3;7:0[1]12&(]inzl:lrimagline proiettiva de?lu g;‘t, filf::ti_h da m:ro jﬁiﬁo
appoggiato a quest’ ultima eurva 1ma.g11.13 n 9?—:1 I} ;
ed abbiamo anche addotto un esempio in conﬁmu.o‘. —
Possediamo ora tutti gli elementi per appronf'lule a);}m.l
stione, innanzi di veder come si possa, data uln (:u;:)}w(m];’
con singolaritd qualungue, cos_trmre una cm‘ a ;pne.lc sinle,
priva di punti multipli, di eui la ‘data'sm plo.lezt_.o .C’ i g
Anzitutto & chiaro che, se 11n’111_1agme. pl;met 1;;& < m:;
& proiezione di un’imagine pr(_)iebtwa 'dl Gus fg'l] z(tn‘uc o'
spazio Sr_._1 appoggiato a ¢ in —mn punti, il gruop ,

Severi - Geomelric ¢lgebrica - 1L
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di questi punti pud cousiderarsi come vesto di tutti i gruppi
di g7, rispetto alla g¢7.
N Vlce}glslz‘t: sulia; cm'va'j, ove son date g7 e g esista un
groppo K di n —n punti, che sia resto di fugti i gruppi
di gy, rispetto a g7, Allora, in un sistema lineare oo’ dj
forme, c‘he staeehi su f Ift ¢r, scegliamo r—+1 forme indi-
pendenti Bos Praees Py di cui le prime # --1 passino per
altrettanti gruppi indipendenti della serie g7, -- I, contenuta
i i 7 3 e 1] 1
;ota,lmente in g7, ed avente il gruppo fisso If. Nello spazio
»y OVE Yoy ¥y, ¥y SON coOTdinate omogenee di punto, la
curva ¢ rappresentata da:

Y = % (¢ = 0,1, ey )y
che & un’imagine proietiva di ¢7, proietéasi sullo spazio
Sty = Yr1 7= 0o = Yoy =20), dallo S,_,._; opposto mnella

piramide fondamentale delle coordinate, secondo la eurva '

PYr = P (=0, 1,.., 1),

la quale risulta appunto un’imagine proiettiva di ¢7,.

:Dunq_ue affinche, date due serie ¢, g7 (n >, 7'a> '), di
cui la prima contenga pargiclmente la seconda, si possa costruire
ur’ imagine proietiive della g7, che sie proiesione di wna con-
veniente imagine proietiive della g, occorre ¢ basta che esista
un gruppe di n— ' punti, i quale sia vesto di ogni gruppo
di g7, rispetto « g7,

Questa condizione, a norma del teorema del resto (n. 29),
¢ soddisfatte tuite le volte che lo g7 & complete. Ma se la qr
non & completa, la condizione pud non essere soddisfatt.a,i

b] " 2 11 A H H
[Peccezione che si presenta per la prima — e di cui P'esempio
del n. 21 non & che un caso particolare — & quella di una

g, parziale (r <In) sopra una curva razionale (. 32). Essa
cf)ntlfaxle la gm, _del gruppi di » ponti della curva (qualnngue
sla r == fr)% ¢ perch_e, quando "< 7, un’imagine proiettiva di
gy, 81& proiezione di nna couveniente imagine i ¢", occorre
. o . . . v - n »
gbasta che 11’(,110 spazio 8, della €, imagine (i g7, esista un
r—r—1, Che s'appogel in # — " punti alla eurva. Uno spazio
>
) n—r-+4+1’
& particolar : vari ( i
particolare entro ‘la varietd delle g7 della curva razionale ().

n' » *, R !f 1
siffatto, allorché ¢ > esiste soltanto se la g7 data

) () Invero, la condizione affinché uno spazio Sppr—q Ui 8 si appogel
it un punte alla enrva @, ha la di G y icché iz ‘af
ally a O, ha In dimensione ', cosicehé la condizione af-
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[ eccesione si generalizza alle curve di genere p > 0. Sup-
posto a2 4-8 (52> 0), o considerata una g% (non spe-
ciale e di deficienza ) sopra una curva f di genere p, appena
sia &' — (n —2p)3 4+ p << 0, non esiste generalmente aleun
grappo di p -8 punti, che imponga ai gruppi della serie sol-
tanto p condizioni (*); e quindi Pimagine di una g—»-% (che
& certo eontenuta nella g»~7—% data) non pnd essere proiezione
di un’imagine delia serie data.

La determinazione di tutti i possibili casi di eccezione
non sembra sia semplice; e mnon vogliamo attardarei su di
essa, Veniamo invece. alla questione che forma 1 oggetto
principale del presente numero.

Sia funa curva piana (irriducibile) A ordine n & di genere p.
Si pud determinare su f, mediante un gruppo di m punti gene-
rici della curva (m > 2p), una ¢"—? completa, non speciale, la
quale contenga la serie delle sezioni rettilinee di f. Basta
all' nopo assumere p. es. m == n-+p. Allora, a norma del
n. 42, ogni curva imagine della gp=? ¢ priva di punti mul-
tipli; e, atfesa la completezza della serie ¢o=7, di queste
curve imagini se ne potrid costruire una tale, O, in uno
spazio 8,,_, contenente il piano = di f, che la proiezione
di ¢, da un counveniente S, ,s, appoggiato a C in m—au
punti, sia proprio f. Dunque:

Una curve algebrica piene, avente punti multipli di natura
qualungue, pud sempre considerarsi come proiezione di wna
curva iperspaziale prive di punti multipli.

Se n > 2p, si potrd addiritbura assumere come serie gp~?
quella individuata da un gruppo di u punti allineati (m==n);
in tal caso quindi lo curve piana serd protesione di ung curse
iperspaziale dello stesso ordine, prive di puntd multipli.

Lo stesso si pud dire, in virth del n. prec., se n="2p—2
e trattasi di-nna.serie speciale sopra una curva non iperel-
littica: ché allora 7 sard proiezione della eurva canonica.

finchie quello spnzio ineontri € in »—2" punti, ha generalmente 1o dimen-
sione #(n—1). B perche esista uno spazio siffabto oecorre ‘ehe:

e
i — 1 =< (2 Ty — elog P —/—————,
) (7 o T — ) ="

4} Invero, ln condizione perché un S,y di Su—p—z sia (p -+ &)-secante
di unn curva €, ha generalmente la dimensione (p-+2)(n —2p —2); ¢ perchd
esista uno spazio siffatto, occorre ehe (p -+Ein—2p—8)=pr— 2p — 84 1),
ciog 8¥ — (n—2p)B 4+ p=0.




164 . _CAPITOLO QUINTO

"Questi teoremi ci dicono ehe ogni singolaritd, sia-ptu‘e la
pit complicata, i una eurva algebrica piana, pud generarsi
mediante proiezioni, a partire da punti semplici.

Teoremi analoghi valgono evidentemente per una curva
sghemba o iperspaziale; e la dimostrazione & la stessa. -

52. 11 teorema delle lacune. — Abbiamo gid accennaio
nel n. 40 al modo cou cui WiIBRSTRASS introduce il gencre
(rango) di una curva. Sotfo Ia veste analitica, che egli e ha
dato, la definizione si presenta cosi:

‘ It genere p di wie curve f & wn intero (= 0y, tale che il pid
j_m;uolo ordine (o grado) di wna funzione razionale del punto di f,
toni poli (di 1° ordine) siano assegnabili ad arbitrio, & p —t—il.

' Ebbene, un fatto analogo vale quando i poli della fun-
zione sieno scelti coinecidenti, in un punto generico di f; ciod
p -+ 1 & anche il minimo ordine di ana funzione razionale
aveute un solo polo (multiplo) assegnabile ad arbitrio.

Questo fatto cousegue dal seguente teorema delle lacune
(Liickensatz di WEIBRSTRASS) ‘

Fra le fungioni rezionali dordine u, aventi wn sol .polo
’ordine nZ=p in un punto dato dalle curve, mancano quelle
che corrispondons a certi p valori di .

Dimostreremo il teorema pilt generale seguente:

1 Sz'elm c-m‘v('t 5 .ri.'i.geuea'e p=>1, sia dato un gruppo non speciale
(;;,, di n pu‘nm, .d'ist-mt'i o coincidenti, ¢ chiamiamo G, il gruppo
jm‘mato dat primi h punti di G, (h=1,2,.., n), considerati
e un ordine prefissato, Allova fra le funsioni razionali dor-
dine h aventi come gruppi dei poli i diversi G, mancano guelle
corrispondenti ad wlmeno p valori convenienti di h. Si possoi
pero, in ogid caso, ordinare i punti di G, in tal guise che it
wmimero delle funsioni regionali mancanti sic esatiamente p.

Of)miuciamo coll’ osservage che se da un gruppo &, di h
panti, individuante una serie completa |[&,], di dimensione
r, ¢ d'indice di specialita 4,, si toglie un puuto P, la serie
residua |&), — P| ha o no la stessa dimensione Ty Secondo
GI'le P &omno fisso per la serie {G,]. Nel primo caso 'indice
di specialitdh della serie residua & 4, 4-1, nel secondo & 4j,.

G'i() premesso, sia un gruppo G, nou speciale (n =) di »
plunm distinti o coincidenti, individuante dunque una &, |

a1 indice di speecialitd zero. Ordinati i punti del gruppo, in
modo arbitrario, in una successione P, P,,..., P,, poniamo
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G, =P, + P A-..+ P, (h=1,..., n) e counsideriamo le serie

compleie:

(3) |G,,—P,;l:|Gn-1fg 'G'nwl = :Pn—ll:!Gn~'217-"!
lgﬂ““l)ﬂ.]:lgilzlpll'

Passando da ciaseuna alla successiva, I’indice di specia-
lith o non muta o aumenta di un’ unitd. Ma poiché la serie
| P} ha I"indice di specialith p—1 >0, dovra esser accaduto
p — 1 volte che, nel passaggio da uua |G| alla successiva
| Gy} 12 h==n), I'indice di specialitiv & anmentato di una
unithd. B questo significa che per p — 1 valori convenienti di
B, da n a 2, la serie |G| possiede il punto fisso Py,.

| siccome anche la sevie |G | possiede il punto fisso P,
complessivamente, variando h da n ad 1, si trovan p serie | Gy |
aventi come punto fisso il corrispondente I,

Non & perd detto che nella successione (3) le sole serie
con punti fissi sieno le p suddette; perché & possibile che
per qualche valore di h, p. es. h=]j, la serle | G| abbia punti
fissi, ma diversi dall’ uitimo punto P; del gruppo che la in-
dividna.

Si pnd dunque dire che nella successione (3) vi sono almeno
p serie’ con punti fissi. Cio equivale ad affermare che fra le
funzioni razionali che hanmo &, G,—i, .., G;, G, come gruppi
dei poli, ne mancauno almeuno p. Invero nua serie d’ordine L
con puuti fissi non pud considerarsi come insieme dei gruppt
di livello di una funziove razionale di grado k {(n. 27), ma,
se mai, di grado inferiore.

12 facile in wltimo trovare un ordinamento dei punti di Gy,
tale che nella successione (3) le serie con punfi fissi sieno
esattamente p. A questo scopo, se &, 1on ha punti iissi,
prendiamo come P, , ultimo punto della suceessione da co-
struirsi, nno qualungue de’ sioi punti; se invece G, ha punti
fissi, prendiamo come P, uno di questi, Similmente dicasi
nei rignardi i G, 1, per la scelta dal penultimo punto Py_i3
e cosi proseguendo.

In gquesto modo si cosfroisce una suceessione Py, Pu_iyen Py,
tale che, se ln serie Gy, ha punuti fissi (h=1,.., W), P, & cer-
tamente fra questi. Onde le serie della successione (3) con
punti fissi, son p e soltanto p. Epperd son esattamente p le

funzioni razionali mancanti,
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Si conclude eol teorema enunciato, corollario immediato del
quale & il Liickensatz; e, alla sua volta, da questo si trae che :

In un punto P, di una curve di geneve p > 1, il giale sia
distinto dai punti p-pli delle serie canonica, le suceessione degli
ordint mancenti ¢ quella dei primi p muwmeri naturali.

Sia infatti P Punico polo (d’ordine a) di una funzione
razionale ¢ di grado n=Cp, Allora la serie ¢ =cost. ¢ una
g%, priva di puwsi fissi, col punto n-plo P (n. 27), e questo
punto a-plo impoue ai gruppi ecanonici al pitt n—1 condizioni
(esattamente tante, se'la ¢! & completa); sicehd vi sono almeno
»o?~" gruppi caunoniei aventi il punto n-plo P, eppercid al-
meno uno col punto p-plo P. Dungue P & uno dei punti
p-pli della serie canoniea, che sappiamo esser sempre in nu-
mero finito, eguale a p(p* — 1) (n. 37).

Pertanto, se P non & un punto p-plo della serie canoniea,
non pud esistere una funzione razionale di grado n =< p, avente
in 2 un polo n-plo; epperd gli ordini manecanti in P sono
1, 2,.., p :

I punti eccezionali, in eni la successione degli ordini man-
canti contiene qualche numero <= p, chiamansi punti di We-
IERSTRASS della curva,

Osservagioxn 1*. — Nel caso delle curve ellittiche (p=1)
uan gruppe &, (1>==2) & sempre non speciale e individua una
|G| di dimeunsione w—1, che & certo priva di punti fissi,
perché sopra una curva ellittica non posson esistere” gi—!.
Dunque "unico ordine mauncante & n=—1, _

Nel caso i una curva razionale (p==0), un gruppo &, (n=1)
individua una [@,] di dimensione », priva di punti fissi, e non
vi & aleun ordine mancante.

Ossurvazions 2. — Applicando il procedimento esposto
per dimostrare il teorema geunerale (i questo n., ad un gruppo
Gy speciale, sopra una curva i genere p > 1, si conelude che,
qualora &, individui nua g" completa, fra le serie della sue-
cessione (3) ve ne sono almeno n—r con punti fissi e si
posson ordinare i punti di @, in tal gnisa, che tali serie sieno
esatbamente n — r, )

33. Limite inferiore pel numero dei punti di Wrinrsrrass
distinti sopra una eurva di genere p > 1. -— La curva che si
considera, di genere p > 1, sia anzitutto non iperellitticn. Un
punto P di Wauiersrrass, che sia origine di nm ramo, neces-
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sariamente linearve (un. 50}, della cu‘n’:’a ca.no.nica, C, imagine
Jdella curva data, ed in cui i suc?essm ‘1'zm.gh17del 1‘51:1‘110 sieno
&, Hagoe Fp—z (. 25), conta fra i punbi di WEIERSTRASS un
numero W di volte, espresso da (n. 37):

W={p— 2o, — 1} (p—3){e,— 1)-1--t- Hotyy_y— 1) (2, —1)-

Cerchiamo di determinare un limite superiore_ per W. Al-
I'nopo si osservi che uno spazio fS'k (I‘s? <P — ‘.?), il q‘uiule‘cog-
tenga n punti di €, individua, coi 81101 punti {*appoggio f,n 1,
una g7, speciale completa unon eanonica, coOn 9'::}1 - L——I_
(n. 49), talehd risulta (n. 50) n.:_:>2-r'+], clod 'Jltg..a]u—l—l. n
particolare c¢io vale quando i punti @ appoggio su ¢ sono-
i i 1te vieini.

]nﬁgl(:?;:ﬁ:;ofl)el punto P considerato, siccome !o .Sh 0§cu}atore
in esso a C, eontiene 1 -, -I-...~+a; punbt infinitamente
vieini della cnrva, avremo:

| R S T L
Ovvero:
(%, — 1) A= (% — 1) fm s 4= {0y, — 1) ==K,
relazione valida per k==1,.., p — 3. A (uesfa deve aggiun-
eersi la relazione:

oy — 1) -I- (ag - l) +.. (“p—-'.’« - 1) =P — :17
esprimente che 1'iperpiano osculatore a ¢ in P non pud avere
molteplicith (' intersezione superiove a 2p — 2.'

Sommande a membre a membro questa ultnna. e le Irelfv
zioni analoghe, corrispondenti ai diversi valovi di k, viene,
tenuto conto dell’espressione di W:

W= ,

p—"2
(p—Ip—2
2

la quale si esprime a parole dieewdo che:
Nel gruppo dei p(p*— 1) punti di Weierstrass, sopre una cirvae
non iperellittice di genere p, wno gualungie non puo contare
(p— Dilp —2)
R

L did + L volte.

Se ne ‘dednce che: o ,
Il numero dei punii di Weierstrass distinti ¢ almeno eguate a:
8(p — 3)

Ou(w? — 1Y i
2p(p ) _
" pip—3)++’

{p— Dp — 2312

=2p 464
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sicehe L e
l‘)cghe‘; per p =23, questo limite inferiore assume il valore
o o i i i e 4
Olfl }; t- 6), menln'e, per p>3, & sempre maggiore i 29 +6
de 47 numero _rle@ prunts di Wederstrass distinti sopre mzr;
curva non iperellittice (p =3) ¢ abmeno 2p 4 6 ‘ |
P( "‘{ . 3] O . .
] assi 1:)110 a econsiderare una curva ¢ iperellittica, di ce
woere p=92 2p4-2 i i ‘ , )
hove Ttéf - I 2p4-2 punti doppi della g, esistente su ¢ f-sobno
sSLink el 5 arelid . i P - ‘
& n Ih ra 101(_), perche ognuno di talt punti, nou potendo
]. sﬁl (Ji e doppio, conta una volta sola nel gruppo jacobian
della g, (n. 33). D altronde i : it dal
g, . D; de il gruppo della ¢! itui
. costituito dal
punto P contato due volte, vi g ;
’ e, ripetuto p — 'nis
Penop della ppi e Vol ) > ] 1 volte, fornisce nn
grup bpa CRNONICA; & precisumente quel gruppo che
) XY spl @ T '
sul ; uu\dIO,Pcoul.sponde all'intersezione della curva razio-
nale normale del imagi ano
oo nommale ; dello §,_,, imagine della gt, coll’ iperpiano’
0 af nel punto omologo di L. Dungque P & un punto
2(p — 1)-plo delia serie canonica, e percid nm punto di W
1BERSTRASS, ' punte @ W
Vicevers i
o elvel.sz.s,, un punte p-plo della serie canonica & necessaria
doppio per la ¢, perch By i ‘ o,
5y perché altrimenti un or : i
aveunte quel punto oo oo el
p-plo, dovrebbe contenere
avente q J come p-plo anche
il coningato del Hiella sorie
o punto stesso nella ¢! ! i
! tugat : a ¢,, ¢ Pordine della serie
(ﬂm;znm risulterebbe almeno ugnale a 2p. Si conclude che:
1 RAUM6Y0 'dez punti di Weierstrass distinti, sopra mm;
ourva iperellittica di genere p =12, & 2p -2 : ‘
i puT:»m doppt della g, esistenio sulle curve.
Ne deriva che:

Tali punti sono

S{-’p? a Ul ] a4y g 4 g bt
1 CHFTH per f’ll—"?\“%vﬂv (4] CHE N ) 2 (ialy: }“r“-zo
I ¢ * 2 0 g i 2 [

di Weterstrass conta pp*-- 1y plp— 1)
ap -2 g volte nel gruppo dei

PP — 1) punti di Weierstrass.

N fQuesto risultato si pud anche stabilirve direitamente mered

2 1 o‘l‘mnla. del. n. 37,. che forunisee la molteplicitd di un punt‘n

nel grappo dei punti (r-4-1)-pli di una ¢- |
. . It

Le proprietd di i

o qlwstf) C.l 'ftlll di geomutllm- sopra una surva, che sinm vennél esponendo
o duesto :1)1 wlo, e che costitniscono il noceiolo fondamentale della teorin
gran parte scoperte da Rigmanx [J. fiie Math. § 57)] o
da CLessCH-GOrDAN {Th. der Abel’ . e, st o ¢
e eoit oKD L. der Abelschen Funltionen, Leipzig, 1866) per via
H 2 &) 11t 3 3 ‘ : ‘
fraseon (m,nl on ]Dd].lldf() algebrico aritmetico furono ottenute da Kro
{1880;] o ; Rue .L‘vmom) e da Deperiyp-Weser [J. fiic Math, 92, 181
i F. ]_,-S.O md‘lnzzn 8 metodienmente sviluppato nella Thwri: der
alg, funktionen di Hexseln ¢ LANDSBEERG (Leipzig, 1902 “

Dal punte @i vista della teori it am o
consi e A della teoria delle funzioni analitiche, strettamenta
rata, furono studiabe da Wrierstrass (nelle sue Lezioni). La tm!
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tazivne algebrico-geometrica di tali proprietd & dovuta o BriLL-NoETHER
[Math. Annalen, 7, 259 (1878)] e perfezionata dai geometri della seuola
italinna, come pad vodersi nella giv eitata monografia di BerTINt [Ann.
di mat. 22;, 1 (1894)). L Memoria di Brinn-NowrErr deve considerarsi
come fondamentale rispetto all’indirizzo seguito nel presente volnme. lun
un successivo Cap. verrannoe psposti gli «lementi essenziali della frattnzione
di BriL-Noerner, lu quale ha per fondamento una relazione formale, che
gi eita come il teoremn Af - Bo di Noermer. Non & soltanto pel suo
interesse storico, che esporremo il metode di Britn-Norrisr; ma aléresi
perché lo strumento e la concezione fondamentale di esso, ha importanza
per sé e troverd poi feconde applicuzioni.

Per Ia medesima ragione tsporreno in sepuito il cosidetto metodo iper-
spaziale, dovutoe a SEGRE ¢ & CASTELNUOVO, il quale metodo rientrn gempre
nel quadro algehrico-geomebrico, mu ha carntterc pitt spieentamente sintetico.

11 metodo sviluppato nel presente Capitolo, e che abbinmo chigmate
« metedo rapido », perché giunge pift rapidamente alle proprietd eentrali

della teoria, & stato indieato dall’Aufore [Ist. Veneto Atti, 79, 929 (1920)].
Tsso differenziasi dal metodo di B NosTREER fino al memento in end
8i consegne il teorema proiettivo del resto (n. 44): poi procede sostanzial-
mente identieo. E appunte nel medo di pervenire al teorema proiettive del
resto, 0, s¢ vuolsi, aila completerza della serie lineare staceala dalle ag-
giunte, ehe s differenziano i tre metodi di earattere algebrico-geometrico.

Scendendo a pill minuti particolari, dird che il teorema proiettive del
resto, trovasi, appunte sotto 1n denominazione di Restsatz, in BrILl-
NopTHER tloc. cit. § 135 e cosl pure il teorema i ridazione (Reduktionsais)
[loe. eit., p. 279; ved, pure Nowrouw, J. filr Math. 97, 224 (1884); Math.
Annalen 87, 424 (1820)]. Il teoremn di Rrevaxy-RocH, dovate nella sna
parte essenziale a RimMaNy (Ges. Math, Werke, 1 Auft, Leipzig, 1857,
pagg. 101, 109, 111}, fu completato dal Rocm (J. f. Math. 64, 572 (I1864)];
il teoremn di Crirronp fu dato dal grande matematico inglese [Phil.
Trans, 169, 681 (18784 ¢ completrto da Nogrmer (Berlin. Abhand. (1882,
gear. 1117); il teorema delle Iacune fu dato da WEIERSTRASS {(Math. Werke
1V, G9, Berlin, 1903}, ¢ quello pitt generale, esposto al n. 52, da NOETHER
{J. £f. Math. 97, 224 (1284)]. In veritd la dimostrazione di NompTHER era in
un punto difebtosa, e, senun i necessari complementi, essa mostrava seltanto
la nemennzn di almeno p delle funzieni razionali, di eni & guestione nel

teorema. Cin & stato osservato dal ROsaTI [ Boll. Unione Mat. Italiana, 3,
162 (1924)], che ha completato la dimostrazione, restando nell’ordine di
idee di NowrHER. Successivamente il CHisiNy ba pubblieate una dimostra-
zione pift semplice [Boll. Unione alat. Italinng, 8, 197 (1924, che & quella
esposta nel n. 52,

Un limite inferiore pel numero dei punti i WEIERSTRASS per una
enrva di genere p, & stato asseguuto pel primo da ToRWITZ [Math. An-
nalen, 41, 403 (1893y]; il quale diede 2p -2 come entore di questo limite,
valore raggiunto nel solo easo delle eurve ipereilittiche. It risultato piit
espressivo del n. 53, ¢ 1la relativee dimostrazione, son dovali n SEGRE
[Lincel Rend. $;, 89 (1899)]: altei limifi, anche pilt elevaii, sono stati
indieati dalln sig.na Creonra [Lincel Rend. 145, 210 (1005); Annali delln
R. Seuola normale superiore di Pisa, 9 (1905)).
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Le corrispondenz

e fra carve algebriche.
Moduli di una cnr

va ellittica o iperellittica.

§ 1. - TRASFORMAZIONT BIRAZIONALI DI UNA OURYVA 1¥ &0,
54. Trasformazionj birazionali di
ellittica in so medesima,

COa

una curva razionale ¢
— Una curva razionale possiade
trasformazioni -birazionali in s¢, che sono le imagini
delle oc® proiettivity esistenti sopra una reéta; ed esse sono
le sole, perché abbiamo gid osservato (Noz, introd., pag. 9)

che sulla retta una trasformasione bi raxionale o

grafia. Queste oo trasformuy
coutinuo, nel senso di Lip,

Passiamo alle curve ellittiche. Sia ¢ una tq) enrva: sn

essa trovansi intanto infinite trasformazioni birazionali invo-
lutorie, che son date dalle o g, esistenti su ¢ (n. 48), Isse
chiamansi trasformazions i prima specie.
11 prodotto di due trasformazioni (i prima specie & nua
trasformazione birazionale della €' in 8, diversa dalle trasfor-
mazioni di 1* specie. Cid vers subito provato, Frattanto le
nuove frasformazioni, che cosi s’ottengono, si diranno trasfor-
maziont di seconda specie. Tira queste havvi Pidentita, visnltante
dal prodotto i una trasformazione (j 1" specie per s stessa.

Sia v una trasformazione di 1 specie (brevemente: t. 1* g, L

Indicate con 4, 45 B, B' due coppie di punti in essa omo-
loghi, verrd per Ia definizione :

una  omo-
fonl costituiscono un Lruppo

(N A4-A'= Ry B

Similmente, indieata con T un’attra 6 1* 5., e con 4, B,
I punti rispettivamente omologhi di A’, B’ iy T, AVremo:

) B+ B = A4,
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! "o ON0 <
Le (1) ()) addizionate a membro a membro porgo
y (2

A+B =B+ 4,
100 :
&) A—A, =B—-B,

. 2191314, . B B
e questa & P equivalense che lege due c,op?weu A, 11'1,(1)1:@\?61
di punti omologhi in una trasformazione di 2 specie

. o g )‘ ) l l

mente: . 2 8. o o o
: Insomma wie coppia variabile di punti .mn(?h)gha e e
trasformazione di 1% specie, descrive una serie lineare eﬁ,l .
i 90 ording; b el i punti omologh
di 20 ordine; mentre une coppia veriebile di punt? -OTHHB(J“-P
-‘ ’ ) ; cgerive serie 1 e
in une trasformazione di 2¢ specie, deserive una serd
wirtiele 4 ordine sero (n. 30). 2 o sono distinte dallc
Risulta percid evidente che le t. 2" s.

i t * s, per A
7 ificasse con una 6. 1* s, p
6. 1* s, perch se la (3) ¢’ identificass

serie |24
= 2B; mentre 1a serie |24
verrebbe 24 =28, ‘
dato e B qualungue, . . e o sone 2
ha soltanto 4 punti doppi. Coslé ben. chiaro che una ,,,)@:}{ -
st w di 1% o di 2% specie & individuote de une cop)
measions
punti omologhi. . . e
I In genevale le t. 2° s. non souo involutorie, come let‘ :
i . 1 sl ia di punti omo-
Perchébuna t. 2" s, di cul sia 4, A, una coppia tl; pu | omer
loghi, possa risultare involutoria, occorre e basta, ¢
) * -
: she
della (3), ¢ A h =4 — 4,

i yun bi
ciod 24 =24, il che implica che 4, A, .Sl(,l]()l dm(ale%bo "
doppi i una medesima g;,. Sicehé,.ﬂssam uu{;‘?I g i?}m]umm
uno dei suoi 4 punti doppi, la considerata ‘t. 2" s solutort:
dovrd mutare 4 in un altro dei 4 punti doppi; D

I l b I ! el et & SOn
L i' ’ V] 1] l() [§1 (!he (1 ) 1 negessarl lll]en[ no

. a3 1 re § l t?(&"
ili&tlllﬁl (n 33), CO81 he %_‘:;gub (.:he (/SAISLOH‘O tl € € t ale
Z 0;: IO? e lb -Sp (TN

8] Ormasiont Mol {i 2 £

Olf‘;le (ll](b t- ..d)‘ E)., 5(_—“' W L), de[]n[tdv (lﬂ,]la {3:‘, (,ODS!(IEII&INO

- < I 3 L3 £ R i ; [ ' C ll]en[(j

uu (li[ € . . .
al p‘llltl A’ A 3 j)), Bl 1 p”nti A, 'A'l 1 _B, B! . ACIE‘I]]() < ”O 118

(4) A A=A+ A4,

¢ per addizione, tennto conto della (3):

1

-Al—_}—BEE—l‘B—;:

[y S
il pr ; ancora una b 2% s,
la guale prova che il prodotto o &
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b v
L’ equivalenza (4) prova inoltre che A, A & nna coppia
1 L4 i

di i ‘hi

4, A, di punti omoll)o(o*hi in g, Pertanto wna coppia qualsiasi

analoga, ¢ quindi lebdue t‘"’ T};le‘n Tm.ltm?a da G in una coppia
Dimostriamo ora che illdsv ermaziont g, o son permutabili.

t. 1" 5. & ancora una ¢, 1° spé(i)(i()tto di un numero dispari di

welle quali (4, 4%, (B, B'; (4, 4") 1();8)3% t'A]’f B Mas O

sleno coppie di punti omologhi. {Tiené: i (45 A7, (BB

A I - + I3 e
+A'=B+ B, B4+RB = A"+ A", A" - 4" = B"4-B"
¢ per addizione: ,
4+ A" = B+ B”,

la qn OV i '
%Slii}nma_che 1l prodotto w00, & mna t. 1" g
a cio segt atte 1
prodotis N ”t, 1eﬁ(‘3he le t. 2" &, §'ottengono tutte facendo i
procott tna ssata t. 1" s, o, colle diverse t. I° s, Se in
o r, ) 110 a una qualsiasi t. 2 s., poiche we, come ;1 i’f
i " d .
I]e + 1" s & una . 10 s, «, cosi risulta c’——- 0o prodotte
plf)dotto di un numero pari di t. 1° s, & . ar
?elché 1 fattori del prodotto posson :l%“»o(‘,i’L‘l‘:’si a,m!m s dues
(arjgbl.uogo cosl ad un prodotto di t o0 g I e due e
l ' A ' \ . - -t e
o entaagl‘m gia osservato (n. 48) che Jo oo! g, di ¢ forma
\ r. s H ’ ‘ 1]
o Hbu?.ao.nalmente equivalente alla eurva sosteeno (Lg
0550 puo divsi delle oc! . 2° g, giacchd ess ispond
biunivoeamente ai pr i ipc s cestndo m gt e
al prodotti del tipo we, w ess
fissa ed @ una variabile. Per ohioes dalie e o o
pur essendo labile. erd, mentre la schiera delle oo ¢ 1*s
P ssond continua, non costituisce nn gruppo, le oot f. o0 s
) ] . ) 1 Yo ul l‘-
oomano 'vece un grappo continuo permuiabile (ciod di tra-
N(. loni 2 due a due Permutabili) -
el ]‘]0‘ " - . . el .
s 1:23.1(11 dei pgmt[ unibi (punti omologhi di s stessi)
Jiy . 8., come 5’¢& detto, h I uni i e o
s a 4 punt i distinti
e e : , ha 4 I uniti distingi: i
. " 1 identica, non ha b, e d
2 f a alenn i
cotncite o g o lioll al punto unito, perche, se 4
ol 4, - 2" 8. individnata dalla coppia (4, 4 1
; 1]11011 coincidere coll’identitd, che & nna ¢ ")" g
elaon Come ‘ ) 8 6 2% s, di cni
B__;B gpld f.tjbpalte. (Daltronde, se A==A,, risulta {1,'1111 (31;
=6, e pereio B=23B, | in o te ua gh),
. 'y quanto su ¢ non esis
3 ‘-t S]' i | :
I{}ossmmo, riassumendo, enunciare ; o ma g
ne curva rasi : ;
”asfmmmt:m.1;@0::@16 possiede un gruppo continuo di oo’
] azront birvagzionali in sd, & ' " ot
' ! &€, isomor -
omogrefie sopra- une retia, ' e« rbne dette
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e curva ellittice C possiede una schiere continua o=t

di trasformaesziont (di 1¢ spécie) involutorie e un gruppo con-
tinuo permatebile oo' di trasformezions (di 2% specis). Dati
due punti di C, vi & wnd trasformasione di 1 specie ed wuna
di seconde specie in oui essi son omologhi. Una trasformazione
di 1% speeie T quatlro punti wuniti distinti ; une di 2¢ (diverse
dall’ identita) nessuno.

Gli elementi (trasformasioni) della schiera e del gruppo
suddetti, costituiscono enti birasionalmente equivalenti alla
cuwrva C.

OssprvazoxNn 1% — Una trasformazione birazionhale della
eurva € in s& muta una serie lineare, effettiva o virtnale, in
ana serie analoga, dello stesso ordine, e quindi una t. 1% s
in una t 1% s, una 6 2% s in una b 2% s,

In particolare, se si trastorma una data ¢,
t. 2% s. (0 i 1" specie), si ottiene un sistema o' (irriducibile}
ellittico di t. 1% s, e questo sistema abbracecia percid tutte le

mediante le oot

f. 1% s.
Similmente, una data t. 2* s. trasformasi, mediante le

ool b 1% s, (0 (i 2% specie), nel sistema di tatte le t. 2" 8.3
sicchd date due trasformaziont della stesse specie esiste sempre
une trasformazione di 1¢ ed wne trasformazione di 2% specie,
che muta I une nell altra.

OssprvazloNe 2% — Nel n. 59 dimostreremo che una
cueva ellittica in generale non possiede trasformazioni birva-
rionali in sd, diverse da quelle di [* e di 2% specie.

55. 11 teorema di ScHwarz-Kupix sopra le trasformazioni
hirazionali in s¢ di una eurva di genere p > 1. — Passiamo
ora a considerare le trasformazioni birazionali in sé¢ d’una
curva € di genere p - 1. Per esse vale il teorema segueute:

Soprea une cwrve di genere p = L nmon pud esistere che un
nwmero finito di trasformasioni hirazionali in se.

Sin difatti P un punto di WHIBRSTRASS della curva C,
ed m sia Iordine minimo (=< p) delle funzioni razionali che
hanno il solo polo P; cosi che esiste unc sola serie completa
gl , priva di punti fissi, per la quale P & m-plo; giacehe, se
ne esistessero due, sarebber congiunte da una g% e vi sarebbe
quindi nna gt _, col punto (m — 1)-plo P. Poiché i punti multipli
di ¢! hanno la molteplicith = m, ognuno di essi conta m — 1
volte al pilt nel gruppo jacobiano della gl

(n. 33); e quindi,
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egs;endo m=mp e percio 2(m—p —1)>4(m- 1), vi saranno pid
di quattro punti multipli distingi della serie ;71 . -
Se ora su € esiste nua trasformazione l)irzl")/jionale W, essa
muta £ in un punto di WERIERSTRASS P, distinto o cz)i11‘.£.3i‘-
dente con _.P, e la serie ¢! velativa a P, nella serie ¢t ana-
iog‘a? relativa a P’. Ai gruppi con punti multipli :le]l"u';'ﬁ: )
corrisponderanno gruppi con punti multipli dell’altra; o c%Z;
avremo.fra gli elementi (grappi) delle due ¢! una cor,riSJOH-
¢}e_nza ]..)n'azimuﬂe e percid proiettiva (Noz. in‘t":;od. pag 9I}1che
fa co‘l\'rlsl‘)ondere due certi fissati groppi di elemel’uti Z(.)sti?ruihi
da pit 1'11 4 elementi distinti. 10 siccome una proieéti\'im'frm
~due enm. azionali ¢ individuata da tre coppie di e]emeni’fi
fﬁ?moghl, ne segue che fra le due g! non pud esistelje che
nat;“:]]:;t(.) finito di profettivith analoghe a quelle subovdi-
S: ‘trat‘.ta. adesso di veder se, da questo ultimo fallto, sia
pf)smb_lle dedurre che le eventuali corrispondenze birazi:mlalci
di ¢ n ¢, che mutano P in P, sono in numero finito. Tale
deduzione sard lecita solo quando avremo provato che /e
t-r(mfoa'm(f.z@'oni birasionali di € in sé, che mutano in so 097?’5'
gruppo di fmm date gl , sono in nwmero finito. Perché allor;L
ztlal ne ]potrft lm'zu're la conseguenza che due trasformazioni o, ~:,
prgizztji:(t;?:;?].f;-:ll.e[i?ﬁdclllz g}g, sop’ ! ?consid(_ara_te-, la medesima
it : , oppure 1’una si oftiene dall’altra,
moltiplicandola per nna delle trasformazioni birazionali che
muta:no in sé ogni gruppo di una di quelle gt . T
. Sl_eno danque «, 3 due trasformazioni bira%ona[i che mu-
tino in s& ogni gruppo di una data g.. e che faceiano corri
spondere al punto A di ¢ il medesimo . Dico cho
e 2 punito A, Dico che
o, -53 eom.mdono. Denotiamo infatti econ G il gruppoe della gl
cui, per Ipotesi, appartengono A, A'. Al va:'im-e di 4 (Sujné’
f‘arlanolA ¢ ¢, ma sempre in modo che le nuove posizioni’
di 4, A’ appartengono alla nuova posizione di &. Cosicche
quando A va in B, deserivendo un eammino c(.)utinuo le’
o, 3fau'mo ambedue corrispondere a B quel punto B’ ,beli
deﬁermm.nto., del gruppo di ¢! individuato da B, che (1;1-iv:
per con_hmt{utﬁu da 4. Né pud esservi ambiguita ,nella deﬁuit-‘
?fnf di {“3, se si fe\-'it.a che il eammino descritto, a partire
G;r;;s, 1;:911 andare.m B, passi per uno dei punti uniti delle
orrispon enze , 8. La cosa & sempre possibile, perché ognuna
di queste corrispondenze (non identica) ha un numero bﬁuif;o
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di punti uniti, i quali son almeno doppi per la ¢l . Ma, se

ad ogni posizione di B, tanto « che 3 fanno corrispondere

il medesimo punto B’, vuol dire che « coincide con B M.

Ne segue che vi sono al pin m—1 corrispondenze bira-
sionali distinte fra lore e dall’identitd, che mutano in 0
ogni gruppo di una data gl ; e percid ¢ finito il numero delle
trasformazioni birazionali di ¢, che mutano P in P Tenendo
infine conto ehe & finito il numero dei punti di WRIERSTRASS
esistenti su C, si conclude col teorema enunciato.

Corollari immediati del gnale, sono i seguenti:

Ogni trasformasgione birasionale sopra whd curvi di genere
P> 1, & ciclica.

17 insieme di tutte le trasformaziont birazionali sopre und
curve di genere p =1, ¢ wi gruppo di ordine finito.

56. Limite superiore pel numero dei punti uniti di una
trasformazione hirazionale sopra una curva, Un’altra dimo-
strazione del teorema di ScHwArz-Kumix, — Sia € curva di
genere p, possedente una trasformazione birazionale © (non
identica) in s& medesima. Consideriamo una g, di ¢ tale
c¢he Y omologo in @ di un punto generico P di ¢ non sia
nel gruppo individuato da P. Una gL, siffatta pud indivi-
duarsi eol gruppo H-+ P, ove H & un generico gruppo di p
punti di C.

Fra i gruppi delia ¢, considerati come elementi di un
ente razionale oo!, possiamo porre una corrispondenza alge-
lrica, chiamando omologhi dne gruppi contenenti punti omo-
Joghi in o. Si ha cosi fra i gruppi stessi nna corrispondenza
non identiea (p~1, p+1), la quale fa corrispondere, in am-
bedue i sensi, ad un gruppo generico, p +1 gruppi distinti
da quello; ed ha percio 2p -+ 2 gruppi uniti (%)

. Poich¢ ogni punto unito U di w dd luogo ad un gruppo
unito (e ciod quello cui appartiene U), ne segue che il numero
dei punti nniti distinti di o non supera 2p -2, Dunque:

Una trasformasione birazionale che mali in sé wna curvae i
genere p, non ha pite di 2p -2 punti uniti distinti, sulle curee.

(Y Questo ragiomamento presuppone perd che si sappin gid coneepire ”
la curva ¢ (luogo di punti complessi} come una superficie {(di Rigmanx),
luogo di eo? punti reali; il che noi vedremo diffnsamente pitt tardi.

@ 8i appliea qui il principio di corrispondenza di CHasLES, che si

vedrd in seguito.




176 CAPITOLO SESTO

Per p =0 il limite & raggiunto (una proiettivitd sulla retta
pud avere due punti uniti distinti), e cosi per p=1, quando
trattasi di una trasformazione di 1* specie.

Se p > 1, il suddetto limite superiore pud abbassarsi « 2p,
fatta eccezione soltanto del case in cwi la eurve ¢ iperellittice
e la trasformazione & ivi generate della g, della cwrva.

Invero, se la curva ¢, di genere p>1, non & iperellittica,
o se, pur essendo essa iperell:btxca, la trasformazione ® non
¢ generata dalla ¢}, esistente allora sulla curva, fra gli co?—*
eruppi.canoniei per un generico punto P di €, ve n’d certo
qualeuno ehe non contiene [’omologe di P in w. 8i puo
quindi, aggiungendo a P un gruppo di p — 1 punti toltl da
un siffatto gruppo canonico, individuare, mediante questi p
punti, una g5, tale che 1’omologo in « del generico P, non
stia nel gruppo individuato da L.

La o induce allora, in modo analogo & quanto sopra, una
cm-rispondenm (p, p) fra i gruppi della ¢} : donde segue che
w non pud avere plu di 2p puntl nniti dlsmnt

Se € & iperellittica e © & generafa dalla ¢, ogni gruppo
canonico per F, contiene 1’omologo di P in w, & non & pin
applicabile il ragionamento precedente. In tal ecaso @ pos-
siede 2p 4- 2 punti uniti distinfi (n. 33).

Dal teorema dimostrato scende, come consegnenrza pres-
soché immediata, quello del n. pree. I infatti, se © & una
trasformazione birazionale di € in s& (p >> 1), essa muta in
$& Ja serie ecanoniea e quindi il gruppo dei puuti di Wrign-
$1RASS. Sia v un’altra trasformazione birazionale di € in sé,
la quate produca sui punti di WrEiBrsTRASS la medesima
sostituzione prodottavi da w. Allora la frasformazione w=—!
lascia fermo ogununo dei punti di WEREIERSTRASS, e poiché
questi sono almeno 2p 4 2 distinti (n. 53), ue segne che wi™!
& lidentitd, ovvero che € & iperellittica ¢ wz ™! coineide ecolla
trasformazione = generata su ¢ dalla ¢,. Vuol dire che n==<
oppure w = wrt.

Comunque sia, risulta finite (due al pit) il numero delle
corrispondenze birazionali di € in s&, che producono sui
punti di Warerstrass una data permutazione. K poiché, alla
lor volta, queste permutazioni sono in numero finito, cosi
ne segne il teorema di ScHwARrzZ-KLEIN.
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1L primo passo per la dunostramona del teorema del n. 55 fu fatto
da SCHWAM il quale provd che una curva di genere p > 1 non pud pos-
gedere una serie continue di trasformazioni birazionali [J. fiir Math. 87,
189 (1875)]. La impossibilitd dell’esistenza di una serie infinita discontinue,
fu dimostrata da Knmix in una letbera a PoiNcars$ [Actn Math, 7, 12 (1885);
ved. anche Krum, Ueber Riemanns Theerie der algebr. Fonktionen (Leipzig,
1882, p. 6T)). La dimostrazione geometrien del n. 55 & di Skore (Introdu-
zione, n, 88), il quale tuttavie ai appoggia al limite superiore del numero dei
punti uniti distinfi di una trasformazione birngionale, per dedurre che & ﬁmto
il pwmere delle trasformazioni che mutano in sé ogni gruppe di una gl .
I risultati del n. 56, come la semplice dimostrazione ivi indieata del teo-
rema di ScHWARZ- ILI.L[N, sono di Hurwrrz [Math. Annalen, 41, 403 (1893)],
al guale & pure dovuto il limite superiore 84(p —1) pel numero delle
trasformazioni biraziopali in sé di una cuwrva di genere p>1. Un'alérn
semplice dimostrazione del teorema di Scuwarz trovasi in Dx Francms
[Linecei Rend. 125, 207 (1908)]. In una memeria dell’Auntore [Math. Annalen,
74, 521 (1918)] =i dimostra ‘incidentalmente, come conseguenza del futto
che le eurve di dato ordine, sopra una superficie algebrien, si distribui-
geono in un numero finito di sistemi continui, che sopra wnae cwrva alge-
briee le corrispondenze algebriche di dati indici («, 8 si distribwiscono in
wi numere finito di sistemi continui. Cid vale in pargicolare per a=3—=1,
e, coll’ajuto del teorema di ScHWARZ, acquisito p. es. come in Di FrawcHrs,
se ne trpe una nuovs dimostrazione geometricn del teorema di Krein.

57. Curve algebriche con infinite omografie in sé. — Sup-
poniamo ora che la nostra curva C di genere p, possegga infi-
nite omografie, del proprio spazio §,, che la mutino in se.
Intanto dovrd essere p=0 oppure p=1 (n. 55). Di pih dico
che queste omografie si distribuiscono in un numero finito
di sisbemi continui (anzi algebrici) (cfr. le note bibliografiche
alla fine del n. prec.).

Invero, una omografia dello 8, in s& & rappresentata da
una sostituzione lineare omogenea

' ) .
o%; = ey,

in cui 2, ¥ sono le coordinate omogenee delle coppie i
punti omologhi. La condizione perché una siffatta trasforma-
zione muti in s& ¢, si esprime per mezzo di un sistema di
equazioni algebriche fra le a,. Pertanto le omog afie che
mutano in s& ¢ o son in nnmero finito (sero incluso) o si
distribuiscono in un numero finito di varietd algebriche irrvi-
dueibili.

Indieato ora con u 'ordine di €, consideriamo la g stac-
cata su ¢ dagliperpiani, e i snoi punti (v + 1)-pli, che son
eerto in numero >0 (n. 37). Ognuna delle omografie di C

- Severi - Geomelric algebrien - 12




178 . GAPITOLO SESTO

in s8, muta in s& questo gruppo (di un nimero finite, non
nuilo) di punti (r 4 1)-pii (punti di contatto di iperpiani sta-
zionari); sicchd, se consideriamo una delle predebte varietd
algebriche oof (p=1), di omografie ehe mutano in s¢ C, le omo-
grafie di questo sistema, attesa la continuitd del medesimo,
produrranno sul gruppo dei punti (r+1)-pli della g7 la stessa
sostituzione. Indicata con w, una fissata di esse e con @ una
omografia variabile nel sistema, }’omografia, generalmente non
identica, ww,~*, descriverd un sistema continuo ooF (eventual-
mente coincidente col dato), che conterrd 1'identitd e le cui
trasformazioni laseieranno percid fermo ognuno dei predetti
punti (# - 1)-pli.

Sia P uno di questi. Se la ¢ fosse ellittica, le trasforma-
zioni ottenute muterebbero in s8 la ¢ individnata dal punto
doppio P, e qnindi dovrebbero mutare in sé il gruppe degli
altri 3 punti doppi; e ciod, trattandosi di un sistema eon-
tinuo, che contiene I'identitd, ognuno di essi. Ma allora le
predette trasformazioni, mutando in s& quattro gruppi distinti
della gi, muterebbero in s& ogni gruppo della ¢,, epperd
ognuna si ridurrebbe alla trasformazione birazionale generata
su € dalla g stessa. Il che & assurdo, perche si tratta di
infinite trasformazioni fra loro distinte. Dunque p =0, e si
-conelude:

Una curve che possegge infinite omografie in sé, & necessa-
rigmente ragionale.

Ogni omografia che muti iu s& €, da ivi luogo ad una
corrispondenza imagine di una proiettivitd della retta. Percio
quell’ omografia non pud avere sopra € pilt di due punti uniti
distinti; e poichd questi punti uniti, quando I’ omografia vari
in un conveniente sistema continue, coincidono coi punti di
contatto degli iperpiani stazionari di €, cosl si conclude che
le curve C, con infinite omografie in sé, non pud possedere pit
di due iperpiani stasionari distinii.

In altri termini la pid generale curva rasionale di ordine
n > 1 (proiesione generica delle curve razionale wormele di S,)
noa pud ammettere infinite omografie in se.

Fa eccezione il easo n = #, perché uon esiste in tal caso
aleun iperpiano stazionario. Bffettivamente in questo caso la
carva possiede oo omografie in sé, giacehd ognuna delle oo®
trasformazioni birazionali eh’essa contiene (n. 54), muta in
58 la ¢* delle sezioni iperpiane ed & percid un’omografia.
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Approfondiamé ulteriormente il easo in eni la curva ()
@’ ordine n > r, possiede infinite omografie. 13 cominciamo con
l'osservare che 4l numero dei punti distinti, ove I iperpieno
osculatore & stazionario, non pud mai esser minore di due.

Tuvero, se &, &, ,..., %1 sono ordine e ranghi di un punto
P di ¢, ove I'iperpiano osculatore sia stazionario, questo iper-

. piano, nel numero complessivo (r + L)(n —7) degl’ iperpiani

stazionari, conta
; . r(r --1)
ro 4+ (r— Do, +o - 20 0+t — —5—=
ad

=r{a—1) 4+ (r — e, — 1) +.e 4 (@r — 1)
volte (n. 37), e di pil &:

o - oy - b s =S N,
cioe:
(@ —1) {2, — 1} 4.+ (g — 1y — 1,

onde, essendo > 1, risulta:
e — 1)~ (r — (e, — 1) A= (G — 1) <
< 7o — 1) 4 1{e, — 1) oo+ r(2py — 1) = 7(n — 2},

epperd e fortiori:
(o — 1) 4+ (r — Do, — 1) 4+ i {2pg — 1) < {7 - 1) — 1),

il che prova che P non puo assorbire tutti i punti ove liper-
piano osenlatore & stazionario (%)

Combinando questa conclusione con nn’ osservazione prece-
dente, si deduce che Ja curva C, contenente infinite omografie
in s&, possiede due e due soli punti distinti P, @ ove I'iper-
piano osculatore ¢ staziouario.

Le omografie di un sistema continuo, che mutin ¢ in se¢,
o lasciano fissi P, @ o li permutan fra loro. Nel primo caso
quelle omografic hanno per imagini sulla retta le oo' projet-
tivitd con dne dati puntl uniti distinti; ciog esse formano un
erappo continuo oo!, che laseia fisso ognuuo dei puntl P, @
Nel secondo caso le imagini di quelle omografie sulla retta
sono le co! involuzioni in cui son coningati due dati punti

¢y Ragionamento e conclusioni validi anche per una enrva &i genere
p>0. Bisogna soltanto, nells nltima disnguaglianza, serivere (r+1)(n-+rp—1),
inveee di (r+-1)(n—r). Si raffronti tale ragionamento eon guello del n. 53.
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disbinti. Detba o, una fissata di queste omografie ed w una
variabile, la omografin ww,, senza esser identica, lascia fissi i
punti P, @; onde, al variare di w, si ottiene di nuovo un si-
stema eontinuo (i omografie, che lascian fisso ciascuno dei
punti P, @; e si ricade nel caso precedente.

Tenuto presente che i gruppi continui o' di proiettiviia
sulla retta son costituiti dalle infinite proiettivita aventi due
dati punti uniti, distinti o coincidenti, e che i gruppi continui
oo’ son costitniti dalle proiettivith che laseian fisso un punto,
si pud riassumere come segue il rvisultate dell’analisi svolta:

Une curve algebrice C, d’ordine n dello S,, che possegga
un gruppo continuo di omografie, se n >, & una curva rasio-
nale con due soli iperpiani stazionari in punti distinti; inollre
il gruppo & o' e lascie fermo cinscuno dei due punti di con-
tatto di quegl’iperpicnd. _

Se 1 ==, tratiasi invece i una curve rasionale normeale.
Il gruppo completo delle omografie ad essa appartenenti & al-
lora o<® ¢ contiene sotlogruppi oo° ¢ ool (gruppo o* dells omo-
grafie che lascian fisso un punto di O o gruppo oo' delle omografie
ehe laseian fissi due punti, distinti o coineidenti, di ).

Le curve {analitiche} di uno spazio S, possedenti un sistema continuoe
di omografie in s& (eneve 17 di Krwin-Lag) furon deferminate da Krzmx
¢ Lig, eome traiettorie dei gruppi confinui o' di omografie [Compies
renduns, 70, 1222, 1275 (1870); Math. Ann. 4, 50 (1871)]. Se unn tal envva
& algebricna, segie subito (alla rappresentazione parametrica di KLEIN-Lik,
che & razionale. La determinazione algebrico-geometrica delle curve W
algebriche & stata fatta da Faxo [Lincei Rend. 4, 31 (1895)], il eui pro-
cedimento, con qualehe semplificazione, & quello che si legge nelle « Vor-
lesungen » dell’Auntore ¢(p. 161). Qui alla trablazione medesima vengono
arrecati nlteriori complementi. Un’altra frattazione algebrico-geometrica,
non molte dissimile da quelln delle ecitate « Vorlesungen », trovasi in
Exriques-Crising, vol. IIT, p. 239.

58, Concetto di moduli @’ una curva. Moduli d’una curva
ellittica od iperellittica. — Cousideriamo 1'insieme di tutte
le curve algebriche (i genere dato p, intendendo che un
elemento di questo insieme rappresenti ognuna delle curve
di geuere p, birazionalmente equivalenti ad una data. L’in-
sieme che si considera &, in altve parole, quello di tutti gl
enti algebricl eo!, di genere p, birazionalmente distinti.

Un’imagine eonereta di tale insieme & data dalla totalith
delle curve canoniche del genere p, assumeundosi come iden-

4
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tiche due siffatte curve, che siano 01110g!'ai‘iche (}1. .49) :‘ ad
ess0 appartengono altresi le curve i.perellltnche di gel.lertlel"j‘)_,
ognuna delle guali ¢ rappresentata 11:7 Sp—1 da'uuz‘t (“zl‘l.IVf. {1

zionale normale doppia (nn. 17, 48). Vedremo .111_5,eg.m‘b0 e fa
Pinsieme considerato & una varieth algebriea l.l‘l'ldllclb.lle.. LTL
sua dimensione indica il numero dei parametri essennlilllji d;
cui dipends 1'ente algebrico oo, _di genere - Du'e cu.u-e 4:111
genere P corrispondenti ai med.esnm valori di tall paramet

son birazionalmente equivalentl.

i i si chit wli delle cwrea, o, meglio,
Questi parametri si chiamano modunli de , 0, meg

H i
dell’ ente algebrico oo’

Ai moduli, invariantl per m'asfor.nmzic-)ni l.)irazi(.)nal.i,'corrl—
spondono nel campo proiettivo gV’ '?-N-’U(H‘*l(t.nw. (proiettivi). ]

Le curve razionali (p=0) non hanno (.;‘\’ldellt.elnell\te.]no
duli, perché son tutte birazionalmente equn'alepm; f}o&] (.,omﬁ
non hanno invarianbi proiettivi le curve ra'/,lfmuh l'muna_
di 8, (r==1), perche sono proiebtivam_ente eq}uvalentl.

Si tratta i contare il mumero dei ]110.(1l1.11. n 1)1‘01)1‘611}3
cenerale verrd trattato pit tardi. Ora ci limiteremo a dimo-
:triu'e che 4 modulé i wne curead i ge'J.le-rl‘e p=1 fOJltH?t-ETIIG
una ¢ (ourve dliitice per p= 1, iperellittica per p > 1} sono
in nuwmero di Zp — 1.

" ?(Lif;:::g nnmgro, per p>2, & infe'riore a .?3p - 3, <‘:he‘ t‘rcy)‘—
veremo in seguito come LuUmero dei moduli (1.1 u‘lm (‘,m (E
non soggetta ad altre condizioni che d'avere il %en?]l?dg:.;
per guisa che, allora e soltanto allora, potremo conelt 9
che la pill generale curva di un gen.ere p, dato comuntql i;
maggiore di 2, non & iperellittica. Fino a quel 1T10n.1e11 (;

fatto che la serie canonica sopra uha tal curva sia .semp ice
e che esista pertanto la corrispondet?te curva ganonica t(sem—‘
plice), per quanto verosimile e giusigﬁcalnle agev(l)h‘nel; e‘_pel
particolari valori del genere, rimarra aHf‘) .s:mto (ll- ipo 051 ‘

Per contare i moduli {’una curva gilittica o 1p-ere!lll,tm¢?
osserviamo in primo lnogo che come modello proiettivo d‘l
una curva confenente UnA gy, Si puo sempre assumere una
curva piana di equazione

(6) y = (=),

ove {(%) sia un polinowmio di ordine . In una curva siffatia
la gt & segata dalle rette x == cosh.
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B inver , . '

| N1Vero, basta considerare una ¢2 sempli
parzialmente la ¢ (p. es., per w semplice, che contenga
e di un gruppo di » n Per an _—“.1)4-2, la somma della gt
cal i grup di g punti generici della curva); costrui 2
Irm tp.:cmo I'imagine proiettiva di tale ¢2; opel"u’e ruire
rasformazi - ’ are con
e alnone omografica che muti il ”i'ascio di rett Uila
;isT a g{, nel fascio delle rette &= cost.,, essendo & DA
sistema i assi besinn . o < nu
proiettiv assl cartesiani. Dopo ¢id I’equazione della i],ll'?ﬂ‘i

7 a suddetta assumerd la forma: agine

L4 T

7 2
( ) fl Cp(g) -+ 2‘{,‘:91(5) -1- CP.a(E) = 01

P, %, @, essendo i i equazione risulta
5 85 pO]lDOD}I b1 E e P i i
v nazione ri O i
o i
l_‘,].d(‘l() m COlnpleS:'lValne”te Ile“e G T} l “]t “d d]
S N .

La (7 i
a (7) mediante la trasformazione hirazionale:

)

riducesi al tipo (6).
In secondo lnog i
Q0 osservi: ; e ¥
(2k+n)-pla (h=0, 1) dell’e(::‘lzfoi e o g radice
Sk t-hipla (i [nazione fix)=0, la (6) pud tras-
'
{(v'— ayt|?

¢

y,'l — (‘b(g_;'), Lp(’b ) —

mediant 'S i
ediante la trasformazioue hirazionale:
r=%, y=19" — a)

Si pud pert: i
nomi(,lf pﬁwauto, senza restrizione, snpporre che il poli
b  sem oli~
L » nella 16), sia ridotto ad avere soltanto zeri s ol
Ad ogni punto dell’asse 2 corri it
(6), costimont o asse % corvispondono due punti della
_ . . a coppia della. considers : :
gt it e €OPPIa. { g isiderata ¢); mentre ad
BN a corrisponde un sol punto dell’asse 2
rappresentata doppi
oo ats plamente sull®ass
deiIIe coppie delia ¢, (pag. 63). e
punti della retta, i ini i
| . pu ¢ magini dei 2p -2 gv i
costituiti da dne ’t' hwcidenti, I
e i > punti coineidenti, formano il cofside'tt~E
diramazione della retba doppia 2, su cui si o
senta la nostra curva. - o ppre

%, imagine

La ragion ' e
gione della denominazi im

. ] ] azione e 'importansz

. : . t it

zione Introdotta si vedranno pitt tardi : v della mo-

1 08881V 3 } i .

. nS ér : ewtlt.tol(p?tg. 168) che 1 2p -2 punti doppi della g

ono fra loro distinti, perche ognuno di tali puuti, non (1;0‘E
) -
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tendo esser che doppio, conta una sola volta nel gruppo
jacobiano della g¢ (n. 33). Sicchd it gruppo di diramazione
consta di 2p -+ 2 punb distinti dell’ asse w.

It chiaro che un punio di direamagione {(al finito) deve
avere per ascissa una radice dell? equazione floy="0; ma
viceversa si pud anche subito vervificare che ogni radice
(ormai semplice) di tale equazione, & uu punto di dirama-
zione, ciod un punto oui corvispondono sulla curva due punti
coincidenti suwllo stesso ramo. _

T invero, s6 x =0« & una radice (semplice) di f=0, il
punto &= &, y =0 della cur a (6) & un punto semplice, ep-
perd orvigine di un sol ramo, perche la vetta y =0 taglia la
eurva (6) @ ordine u, in altri # — 1 punti distinti da quello.

Tali osservazioni provano anche senz’altro che una curva
del tipo (6), ove f sia, lo ripetiamo, privo di zeri multipli, &
irriducibile. Glacche, se essa si spezzasse in due parti (necessa-
riamente razionali), ognangd di queste gaglierebbe I’ asse @ neghi
stessi punti fle) =0, i quali risulterebbero dungue doppi per
ia (6), conbtrariamente alla conclusione precedente.

Questo ragionamento vale anche se f ha una sola radice

semplice o di molteplicith dispari, perché in quest’ nltimo

caso con una trasformazione birazionale si pud, come abbiamo

i al caso di una radice semplice.
, @, di f=0 son di mol-

plicith rvispettive

visto, ridur
Qe invece tnbbe le radiel @, @y
teplicitd pari, e precisamente d4i molte
s,y 2y ey 2hos

la (6) si spezza nebie due curve razionali:

y={x — a) (& — @) e (T — 6,5,

(v — k(e — ) (B — ., Y.

Y=

Abbiamo detto ehe i punti di diramaz
<ono tutée e sole le radici del polinomio f,
tipli. Pertanto, se il punto &= co non )
grado del polinomio [ & n==3p -+ 2.

Che poi effettivamente, quando #=
visulti di divamazione, si vede subito coll’
mazione birvazionale involutoria:

privo di zeri mul-
di diramazione, il

2p -1, il punto ¥=o2
ainto della trasfor-

] y
T =) y‘_"wr];..{.t,

jone di ascissa finita
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la quale muta Ja (6) in una earva Yy = ') dello étesSo tipo
ove perd F ha il grado 2p+2 ed &' =0 & una radice sem )}icej
di F=0, corrispondente al vecchio punto diramazione m; 00
Duonque Pequazione (6), ove J ste wn polinomio di gmflo.
= 2p -1 0d n=2p+ 2, privo di zeri multipli, al variare
dei coefficienti che in esso Jigurano, @ suscett?}bilé di rappre-
;Z?;;t(;,g e: ulf;a qualungue curve ipevellittica di genere p (ellittica,
Pertante, per contare i moduli, oceorrerd togliere dal nu-
mero 2p +- 2 dei parametri essenziali, che compaiono nella (6)
11' numero del parametri da cai dipendono le curve del tipo (6),
blra-zto_na]mente equivalenti ad una data di esse.
A questo scopo dimostriamo che: '
Condizione necessaria ¢ sufficiente per T equivalenza bira-

zzonalfz d,.?, dﬂ.ue curve del tipo (6), ¢ che sieno protettivi i loro
“gruppi di diremaszione.
Se infatii le due curve

Yy =flz), Y*=FX)

godon della proprietd che i loro gruppi di di
o . . .

Siw)=0, F(X)=0, si corrispondono in una proiet

degenere

amazione,
bivitd non

- aX 4+ b :
v = ‘E”m ((MZ — be -'1': 0),

oguuna delle due trasformazioni birazionali

,v:aX—i—b, gt kY
¢eX 4+ d (eX 4 d)r+1?

.ove I & una costante conveniente, muta Ja prima curva nell
seconda.

a

La proprietd s’inverte subito, quando sia p > 1. Invero
allora una trasformazione birazionale che muti I’ una curva
nell’altra, muta I’ unica (pag. 158) g} dell’ nna nella ¢! dell’altra
subordinando fra i due enti razionali, ciod fra le ;ette che (I;
1;5_1pp1-es<?nt;ano, una proieftivitd, la quale muta il gruppo di
atramazione dell’una nel gruppo di diramazione dell'altra.

Il easo p=1 ha bisogno i una trattazione speci:ﬂe, up-

punto perché le due curve contengono infinite gi. Sieno
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danque ¢, ¢’ le due curve ellittiche considerate. Allora la .
g\, diciamola &, che corrisponde su € ai punti dell’asse =,.

vien mutata, dalla trasformazione birazionale = esistente fra
¢, ¢, in una ¢, ¥, ai 0'; ma non necessariamente nella g,
imagine dell’asse X. Esiste perd una trasformazione (di 1° o
di 2" gpecie) 7, che muta b’ in quest’ ultima g; (n. b4, Oss. 1%);
cosicché Ja trasformazione birazionale =t muta C in (', e
la gt imagine di #, nella ¢} imagine di X. Onde i gruppi di
diramazione delle due curve risultano ancora proiettivi.

Poichd sopra una retta i gruppi proiettivi ad un dato
s0n0 oo, ne segue che vi sono oo® curve del tipe (6) bira-
zionalmente equivalenti ad una data, e si conclude che i
moduli souo proprio 2p—1, secondo avevamo preannunziato.

Come moduli si posson assumere i 2p — 1 birapporti di tre
fissati. punti di diramazione coi 2p — 1 punti ulteriori, perché
I’eguaglianza di tali birapporti, relativi a due diversi gruppi
di diramazione, esprime appunto la loro equivalenza proiettiva.

Il caso ellittico & particolarmente notevole. -Considerata,
sulla curva ellittica data, la ¢ (necessariamenfe semplice,
perché ’ordine primo) individuata da tre punti della curva,
si pud assumer come modello projfettivo di questa, I'imagine
proiettiva della ¢, che & una cubica piana, senza punti doppi
{n. 34). Le g sulla cubica son segate dai fasci di refte che
hanno i centri nei singoli punti della curva, E il gruppo
jacobiano della ¢! relativa a un dato punto P della ecubiea,
& costituito dai punti di contatto deile 4 tangenti, che escon
da P a toccare altrove la curva.

Poiché il birapporto di queste 4 tapgenti & l'unico mo-
dulo della cubiea, si conelude col teorema di SALMON (1):

" La quaderne delle tangenti, che escono da un punto P di
ane cubice ellittice o« toccare altrove la curva, riman proiet-
tivae « se stessa, «l variare di P sulle cubica.

59. Le corrispondenze birazionali singolari sulle curve ellit-
tiche. — Poniamoci la questione se, sopra una curva ellittica
C, possan esistere altre trasformazioni birazionali, olfre a
quelle trovate nel n. 54,

Sia anzitutto su € una trasformazione birazionale non
identica o, possedente qualehe punto unito, e sia M uno di

(1 Journ, f. Math,, 42, 274 (1851)
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questi. La g¢, che ha un punto doppio in M, vien mutata in
sd da «; cosicehd se, mediaute quella ¢, la curva ¢ si rap-
presenta sopra una vetta doppia r, la corrispondenza « vien
ivi rappresentata da una proiettivitd «', che deve trasformare
in s& il gruppo M’, N°, P, @' dei quattro punti di dirama-
zione, tra i quali trovasi il punto M’ imagine del puulo
doppio M. 3

Per « il punto M’ sard unito. Ora, se il gruppo M'N' P'¢
non & né armounico nd equianarmonico, una proiettivitd che
lo muti in $@, lasciandone fisso un punto, & necessariamente
identith. Sieché « coincide colla trasformazione di 1* specie
generata dalia predetta g,.

Consideriamo il caso in cui la trasformazione non iden-
tica «, esistente suila curva’'C, che abbia il modnlo (birap-
porto dei 4 punti di diramazione) generale (ossia non armonico,
né equianarmonico), & priva di -punti uniti. Sieno 4, 4’ due
punti di 0, omologhi in «, e p sia la t. 2" s. ben deferminata
(n. 54), eche muta 4 in A'. Dico che «=p, cioé che il pro-
dotto ap—' & la trasformazione identica. Infatti, se cosi non
fosse, la trasformazione non identica =™, avendo il punto

unito 4, coinciderébbe, per quel che precede, colla t. 1* s, -

3, che ha nn punto doppio in A. Si avrebbe dunque «p™'=j
donde o=3p; epperd (n. 34) « sarcbbe una & 1° s, contra-
riamente al supposto che sia priva di punti uniti. Si con-
clude che:

Sopra unae curvae ellittice di modulo generale (né armonico,
né equianarnonico) non esistono corrispondense birazionali di-
verse da quelle di prima e di seconde specie. :

Una corrispondenza esistente sopra una curva ellittica
armonica od equianarmoniea, diversa dalle corrispondenss
ordinerie di 1* e di 2" gpeeie, dicesi una corrispondensa sin-
golare. ‘

Sia o una tal corrispondenza, sulla curva ellittica C. 11
prodotto di « con una trasformazione di 2' specie p, possie-
derd un certo numero k=0 di punti uniti; e questo numero
resterd invariato mutando con continuitd p nel gruppo oo’
delle t. 2* s. In particolare, quando p diventa I’identita, &
designa il numero del punti uniti di «, Se fosse T=10, ¢id
significherebbe che la o ¢ la g variabile non avrebbero nes-
suna coppia comune di punti omologhi, perché ogni tal coppia
darebbe un punto unito della corrispondenza ag—*, che & pur
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essa del tipo @g. Mu questa conclusione & assurda, perche,
considerata una coppia 4, A’ di punti omologhi in «, '8
sempre una t. 2° s. che ha comune con « la coppia 4, 4.
Dunque k>0, ¢ si pud enunciare:

Sopra une curve ellittice, anche singolare, non esistono
trasformasiont prive di punti uniti, diverse de quelle di 2°
specie.

Passiamo ad esaminare il easo ’una curva armonica od
equianarmonica, al fine i determinare le sue corrispondenze
birazionali singolari. :

Sia ¢ una eurva armontea ed « una sua corrispondenza sin-
golare, dotata necessariamente di almeno un punto unito M.
Rappresentando € sopra una retfa doppia r, mediante 1a g,
avente il punto doppio in M, si ha su r una proiettivita &,
non identica, col punto unito M, corrispondente ad ¥, La o
muta in & il groppo di diramazione M'N'P’Q’, che & armo-
pico. Pertanto ' non & che Vinvoluzione avente come punti
doppi M’ ed il coniugafo armonico N’ di M’ rispetio alla
coppia I, Q. -

Scelto su 7 un sistema di coordinate proiettive w, tale che
i punti M'N'P'¢Q’ sieno determinati dai valori 0, o0, 1, — 1
di @, la earva € trasformasi birazionalmente nella cubica
piana:

(8) ot ==a{x’ — 1),

e la proiettivitd o, sull’ asse =, & data dal?’ equazione &'= —=.

La corrispondenza « sulla eurva €, che pud ormai addi-
vittura identificarsi eolla curva (8), & rappresentata dalle for-
mule : ’
(9) o= -, Y=y

Alla proiettivitd o corrispendono dungue st C due diverse
trasformazioni singolari (#'=-—=, y=1y ¢ W= —u, y'=—1),
che posson esser ottenute 1I’una dalV’altra facendone il pro-
dotto colla t. 1° s. 6 (@' ==, 4 = — ), generata dalla g, col
punto doppio M (di coordinate v =y =0). Le suddette tra-
sformuzioni sono cicliche de}l 4° ordine, come mostran le for-
mule (9). Sullo speciale modello (8) esse sono omografie. Il
loro quadrato & ¢ [omografia involutoria, sullo speciale mo-
dello {8)]. Tisse lasciano fermi due punti doppi M, N di ¢ e
seambiano fra loro gli altri due P, @. Inoltre dalla {9) si

e e i b

craner P
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trae che, indicata con « una di queste trasformazioni, ’altra
eguaglia «® ed o',

In simil gnisa posson oitenersi altre due corrispondenze
singolari, aventi I punti uniti P, ¢ e permutanti tra di loro
M, N. Alla ¢! considerala corrispondon cost gquattro trasfor-
mazioni singolari, ognuna delle quali d& per quadrato o.

Per ogni punto M di .C’ si ottengon dungue due corrispon-
denze singolari, che lascian fermo Mo e f=1ea Se M, M,
son dne punti di, €, le «,, 8, relative ad M , sono evidente-
mente le trasformate rispettive di «, 3 mediante la trasfor-
mazione di 2" specie, che porta M in M,.

Finché M, non & unito per a, B, & chiaro che le «, 3,
son distinte da ¢, §; se M, coincide c¢ol punto unito di «, 3
diverso da M, le «, , f#,, coincidono rispettivamente con «, f§,
perché ognuna delle «, 8 mufa in sé la t. 2* s. che porta M
in M, (n. 54, Oss. 1*). Dunque i due sistemi continui co! in cui

Cle 4. 2" s, portano «, B, non hanmo trasformazioni comuni.

Ciascuno di questi sislemi confinui non pud esser conte-
nuto in un sistema piltt ampio, c<® almeno, di trasformazioni
(singolari); perche, se cosi fosse, dal momento che ogni tra-
sformazione di ¢ muta una g, in una g¢;, vi sarebbero infinite
trasformazioni singolari mutanti in s& una data g;; mentre
non ve ne sono che quattro.

Ora i prodotti di una o colle oo! trasformazioni di 1°
specie dinno fuogo ad un sistema oo! di corrispondenze, tra
cui ¢'é f=u-a’; e mutando la «, questo sistema non pud
cangiare, perché se no le § apparterrebbero ad un sistema
oc? di ftrasformazioni singolari. Dunque il sistema cul appar-
tiene § pud altresi ottenersi facendo i prodofti del {ipo =2,
ove A sia una trasformazione di 1" specie.

Similmente, scindendo B in «®-« si eonclude che lo stesso
sistema & ottenibile dai prodottl del tipo Je. 81 pud infine nella
deduzione scambiaré « con 3. Perveniamo cosl al teorema:

Le trasformaszioni birasionali singolari di une cwrevae ellil-
tice armonieq, si distribuiscono in due sistemi continui oo!,
non aventi aleuna corrispondensa comune. Ognuno di questi
sistemi contiene le inverse delle corvispondense dellallro. Ogni
corrispondenze singolare ¢ ciclica di 4° ovdine; possiede due

punti wniti e wna coppia involutoria.

Inoltre:

Il prodotte di due trasformazioni singolari dello stesso si-
stema & una trasformagione di 1% specie, mentre il prodoito di
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due trasformasiont di diverso sistema & una trasformazione.
di 2% specie.
Prese infatti due 8, e sieno:

ﬁ:o&“, B’za)\”

il loro prodotto §p, riducesi alla t. 1° s A,; prese una « ed
una $, e siano:
hy ﬁi:rxl,,

il prodotto «f, riducesi alla t. 2* s. A, . o

Trattiamo ora brevemente il caso ’una curva ellittica
eqnianarmonica €. 7 _

Risulta gid, da quanto precede, ch.e una trasformazione
singolare « di ¢ ha almeno un punto m.nro M. Rnppresentata.i
al solito, la curva sopra una retta doppia 1, per‘mez?o tle;]'a 4
eol punto doppio M, otteniamo sn K come n.nagme u o,
una proiettivitd o', che muta in s& il gruppo’dl (111'amamo‘nz
equianarmonico M'N "P'Q, ]asciando.ﬁss,f) M .fP’ertanto 'cxl
una proiettivitd eiclica di 3° ordine, di cni N'P'Q" & un cielo.
Qeelto su r un sistema di coordinate @, tale che 1 punt;l
M'N'P'Q' corrispondano rispettivamente a &= oo, 1, & €,
dove ¢ & una radice cubica complessa dell’ unitd, la ¢ trasfor-
masi birazionalmente nella eubica piana:

y-z:ma_l’

colla quale ormai la identificheremo. La proiettivith « &
rappresentata da &'= ex ed « da o =ez, ¥y =Y. o

Se si sceglie nella seconda formula il segno —+, s10 othll‘ene

su ¢ una corrispondenza, &'=¢x, ¥ =1, 01011(}.& del 37 ordine,

coi 3 punti di coineidenza M (punto all’infinito dell’ asse ),

(=0, y=1), (&=0, y=—1); gli ultimi due corrispondendo

T - r e . . ’ . .1 a3 -

. all’ulteriore punto unito (z=0) di o, Se invece si sceg,o]e il

segno —, si ottiene su ¢ la corrispondenza ciclica del 6° or-

dine ' —ex, ¥ =-—1, coll’unico punto unito M e la coppla,
involutoria (0, 4), (0, — ). Ambedue queste corrispondenze,

sullo speciale modello proiettivo considerato, sono omografie.

L'una di tali corrispondenze si ottiene dall’altra moltl-

plicandola per la t. 1% 8. g, o=z, Yy =—1, g.eneraba dalla ¢}
col punto doppio M. Ciascuna di esse muta In .sé s.

1 quadrato delle due corrispondenze‘ 1'.elab1ve 521' pu.uto
unito M, & una medesima trasformazione ciclica del 3° ordine,

s i S S B L
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*'=¢*x, ¥’ =y, che pure muta in s¢ o. Tale corrispondenza
¢ I'inversa i o' —ex, ¥ ==y. Per completare il sistema delle
corrispondenze singolari, che mutano in sé s, occorre agginn-
geve la @'=c¢'s, ¥'=—y, che & Pinversa della o'=ew, y'=—1.

S’ottengono in tal modo quattro corrispondenze singolari
col punto unito M: due cicliche del 3" ordine, inverse I’ una
dell’altra, e due cicliche del 6° ordine, inverse pure I’una dal-
Ialtra. Gli ulteriori punti uniti delle corrispondenze cicliche
del 3° ordine, sono coppie della g. considerata. Sicché per
oghuno dei punti doppi di o si ottengono 4 corrispondenze: in
tutto sediei. :

Ripetendo, a questo punto, colle lievi debite varianti, il
ragionamento svolto nel caso di una curva armoniea, si eon-
clude che:

Le corrispondenze birazionali singolari di une curva equi-
anarmonice si distribuiscono in quattro sistemi condinui oo,
non aventi corrispondenze comuni. Due sono di trasformasioni
vicliche del 8° ordine ¢d ognuno di questi contiene le inverse
delle corrispondenge dell altro sistema; e similmente dicasi degli
altri due sistemi, che sono di trasformagioni cicliche del 6° or-
dine. Ogni trasformasgione del 3° ordine possiede tre punti unili;
ognt trasformezione del 6° ordine un punto unite ed une coppie
involutoria. Il prodotto di due corrispondenze dello stesso sistema
& una corrispondensa di un «ltro sistema, che contiene i qud~
drati delle trasformazioni del primo. Il prodottn di due corri-
spondenge dello stesso ordine, ma di sistemi diversi, ¢ una tra-

sformazione di 2% specie. Il prodotto di due corrispondense di
diverso ordine, pud essere, a seconda dei casi, una trasforma-
cione di 1% specie od une singolare del 6° ordine:

Le corrispoudenze birazionali singolari di una eurva ellittiea in 58
furono incidentalmente determinate, per via trascendente, da Kruex [Math.
Annalen, 15,-279 (1879)]. La loro determinazione traseendente rienten anche
in nna ricerea pit generale Ai Hunwitz [Math. Annalen, 32, 200 (1838);
41, 403 (1893)].

La trattazione puramente geometriea, che muove da concetti @i carat-

- tere proiettivo, un po’ diversi danque da guelli spettanti alla geometria
sull’ ente, che presiedono alla trattazione esposta nelle « Vorlesungen »
dell’Antore (p. 151) e qui riprodotta con gualehe ampinmento, & dovutn
a Seerr [Torino Atti, 24, 784 (1889)]. Veggasi pure n #al proposito
5. Kanrtor [Napoli Atti, 1, (1888); Torino Abti, 29, 9 (1894)].
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LT ! / LUNQUY
$ 2. CORRISPONDENZE ALGEBRICHR D’ INDICI QTJ‘A NQ
FRA DUE CURVE DISTINTE O SOVRAPPOSTE.

- 60. Corrispondenze algebriche fra due eurve. — S!eno C;,OC‘,;
due eurve algebriche irriducibili, e supponiamo c‘he il punt ,L
variabile su C sia fuuzione algebrica ad oc'valom del punto - .
variabile su €. Cid significa che le coordinate d‘el pv‘mbisci) {L
sono legate alle coordinate ‘di & da un cerf:(‘) sxsgen‘:]eri;;
equazioni algebriche, per guisa c’she, dat0.1‘1u gmplpt ;‘;m_hn °
di valori delle coordinate di @, (]1_131 sx.st_en?a, deter b
diversi gruppi di valori delle coord}n'ate‘ (11- % e o o

Nasce cosl un legame tra le posizionl di %, % ‘.su eh ,t 1.
una corrispondensa (d-gabfr-i.c(a.. Escluder(?mo (l; r%go;?;rlclzns ;:rz
corrispondenza sia degenere, n tut:t.o o in par ; (1):1 g no qive
con questo che degli « punti di ¢, omologhi del p :
variabile su €', nessuno resta fisso. eile O

i tratta in fondo di intersecare la curva irric 1101‘ i ‘
con un insieme di forme algebriche de]. suo spazio, 1‘app1l:';
sentate dal sistema &; forme dipendenti da qe}'t‘l 11.)a1anjere
(le coordinate di %), che le re.nd.ono_ suscettibili ( i v:llll(;ﬂ, 1(;
Le posizioni dei punti omologhi fh _un dafzof a‘;, S
intersezioni variabili di ¢ con quell’ 1‘1131eme di Iom?e.‘

Wel medesimo sistema S si posson Invece 0'0118.1(]('3131? con'Je
parametri le coordinate di w: allora.le e_quf:'/,lom di 8 rappre-
sentano forme algebriche dello spazio di OT dioate di x

Le quali forme, per valori generici delle 0?01]( mifv.ilc}':
non potranno simultaneamente contenere t-uti‘u} a (il (;m‘,.ii
se no ad un generico @ corrisponderebbe ogni m e ‘a -
spondenza sarebbe ancor pilt pro’fundameut.e degenere, © 131‘0
potrebbe ad un generico @' corrispondere invece un num
finito « di punti &, come si & supposto. . N

Dunque, le forme di cui stiamo 'pzlu-lando mcon. 1&11} s
taneamente la curva irriducibile ¢° in un n}lm.ei}o. nl; O
punti, tra i quali ve ne sm‘annq.cert.o di valrlz}b:r ;i,‘l;:ao ;O oo
rigspondenza non & degenere. A_nzn, poiché noi.\.o,:, ‘deme ln(;n
tutto portare la nostra attenzione su.lle c?l'”&l)(.n-}yim;i ot
degeneri, faremo astrazione dalle ewfrenfmah 11‘1te‘1rse) o S %
S§i otterrd cosi un, certo numero < di p'unt.r x \"fzauu : ,];
ciaseun dei quali, nel legame testé dt.aﬁmto,‘ 001‘.1.'1::1)0%]( ee]h
stesso #; sono ciod i punti & omologhi del generico %, nells
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corrispondenza inversa, di quella conside ‘ata, la quale faceva
passare da un punto di ¢’ a puunti di C.

Come vedesi, la corrispondenza algebrica fra C, ¢' pud
peusarsi come 1’insieme i (dne operazioni, inverse 'una del-
I'altra., Talora parlando della corrispondenza s’intende alln-
dere all’ insieme delle due operazioni, fal altra invece ad una
sola delle dne. Il contesto del discorso ehiarisee in qual senso
]a. parola & nsata nei casi singoli. Se una delle due operazioni
s'indica con T, I'altra s indicherd con 77—,

I mameri «, o diconsi gl indici della corrispondenza, che
denotasi eol simbolo («, '), qnando occorre tenerne in evi-
denza gl indiei,

Se fra due curve ¢, ¢’ vien generata una corrispondenza .

mediante un numero finito di operazioni geometriche, cia-
seuba delle quali sia traducibile in equazioni algebriche, &
chiaro che la corrispondenza generata visulta algebriea.

Naturalmente le due curve possono, in particolare, esser
sovrapposte. Si parla aliora di una ecorrispondenza fra i punti
di una medesima curva e s’intende che ad ogni punto di
questa & applicabile I'operazione diretta e la inversa,
. Se le due curve O, ¢ son piane ed hauno le equazioni
rispettive:

Ay m) =0, Fle, x)= 0,

si pud sempre, cangiando eventualmente gli assi coovdinati,
oftenere che due qualunque degli « punti di ¢ corvispondenti
al generico punto di ¢, non abbiano eguali né le ascisse né
le ordinate. ‘ :

Allora ciasenna delle %,, #, risulta funzione ad a valori del
punto (z/, z,') di €', e pertanto la corrispondenza vien rappre-
senfata dalle equazioni:

o5 v, %,) = 0, (=, %)y %) == 0,

ove ¢, ¢ son polinomi rispettivamente in @, %, 0, eding, ¢/,
(Noz. introd. ITI). Gli « punti di €, son le intersezioni varia-
bili di € colle coppie di curve =10, =0 (che si riducono
quni a gruppt di rette parallele agli assi x, ed z,); gli o punt‘.ir
di " omologhi del generico punto di C, son le intersezioni
variabili di ¢’ colle coppie di curve =0, d==0 (in tal caso
debbonsi considerare come quantitd date Xy Ty)e
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Conviene sottolineare come segne la conelusione cni siam
ginnbi:

Una corrispondenze algebrica fra due curve algebriche piane
pitd sempre rappresentarsi con duwe eguagioni.

Gl. Il concetto generale di corvispondenza fra due varietd,
Corrispondenze irriducibili ¢ riducibili. — La nozione di cor-
rispondenza algebrica pnd estendersi a due varietd algebriche
¥, V', anche i dimensioni differenti k, &. Si pud ciod ima- -
ginare fra il punto z variabile su ¥ ed il punto 2’ variabile
s V', una relazione, che renda « funzione algebrieca ad un
certo numero z di valori di 2. Nabtiuralmente, se si vuole che,
mentre &' varia sn ¥, il punto @ descriva tutta la ¥ e non
una varietd subédrdinata, occorre (ma non basta) che &k = L.

Pitt in generale possiamo porre fra le coordinate di , 2,
che son gid separatamente legate dal sistemi di equazioni
rappresentanti ¥V, ¥’ (negli spazi in eni ¢ueste varietd si

sappougon immerse), un sistema S di equnazioni, nel guale
, = ) ! 1

compajano simultaneamente le coordinate di « e quei]e di 2.
Un sistema siffatto associa ad un generico punto dell’ nna
variefd, una varietd subordinata dell’altra (in particolare un
grnppo di punti). '

Questo concetto si- pud presentare sotto un punto di vista
pitt elevato e fecondo. Fissiamo Pattenzione sopra Pente oc?t*,
W, costitnito dalle coppie di punti di 7, ¥'. B manifestamente
un ente algebrieo. Invero, se z,, %,,... son le coordinate (non
omogenee) del punto & di ¥, =, 2./, ..., le coordinate (non omo-
genee) del punto o' di P, nello spazio lineare il eni punto
generico ha per coordinate (z,, =,,.., 2/, #,...), Vente W &
rappresentato dal sistema di equazioni che risulta dal consi-
derare insieme 1 sistema (nelle z,, ,,...) rappresentative di ¥
e quello (nelle 2, %,',...) rappresentative di V.

Orbene, un sistema § di equazioni fra le z,, 2,,..; 2/, %5,
che si agginnga. al predetio sistema, rappresentante 1, deter-

~ mina una varietd algebrica I, contenuta in W. I punti di I

sono imagini delle eoppie di punti omologhi nella corrispon-
denza definita da S. La varietdh H & PPente rappresentativo,
entro T, della data eorrispondenza.

Pervtanto wuna corrispondenza algebrica fra due rariefa
Vi: Vi, pud definirsi come una varvietc algebrice subordinata
alla varieta (algebrica) delle coppie di punti di Vi, ¥V, .

Severi - Geometrie algebrice - 13
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Introduciamo csplicitamente Vipotesi della irvidueibilita
delle varieth ¥, V. Allora Uente T risulta pur esso irridu-
cibile. I8 invero, suppongasi, se & possibile, che W si speuzi
in due partl distinte W,, W,. Le coppie %, 2’ dei punti di
Y, 7, rappresentate dai punti di una di queste parti, p. es.
W,, coi loro x riempiono una varietd algebrica contenuta
in ¥ o coincidente con V. Ma in quest’ultimo caso i punti
& di queste coppie non posson riempire V', perché se no
la W, da sola, e non insieme a W,, costituirebbe I’ente 11"
Dunque, o gli = riempiono una varietd di dimensione <k o
gli @' riempiono una varieth di dimensione <Zk': in ogni caso
la varietd T, visulta di dimensione <k k' Similmente W,
risulta di dimensione < k--k'. B quindi anche W=W, +W,
& di dimensione < k + %, contro il supposto che sia ente
appresentativo di tutte le oo** coppie di punti di 7, 7.
Si conclude che:

La varietd delle coppie di punti di due variete algebriche
irriducibili, ¢ un ente algebrico irriducibile.

Una corrispondenza algebrica fra ¥, ¥ si dice irriducibile,
gquando & rappresentata da una varietd algebrica irxiducibile
traceiata su W, Dicesi riducibile nel easo contrario.

OsseErvAaZioNE: 1%, — Se le due varietd date son due eurve

irridueibili ¢, ¢, la varietd delle loro coppie di punti & una -

superficie algebrica F e le corrispondenze fra €, ¢’ hanno
per imagini le ecurve algebriche tracciate su I Come super-
ficie F pud assnmersi un modello proietiivo, prive di punti
multipli, in corrispondenza birazioncle, sense eccesiont, colla
varietd delle coppie di punti di ¢, ¢". Un tal modello costrui-
scesi ad es. cosi: Le €, ¢, degli ordini rispettivi n,
appartengano ad 8, (r =B5), sieno prive di punti multipli e

sitnate in mubtua posizione generica. Una imagine concreta.

della varietd delle coppie i punti di ¢, €7, & data dal si-
stema B delle oo® rette appoggiate a €, €. Il qual sistema
gode della proprietd che vi sono nn’ sue rette appoggiate ad
un generico §,_s: tante quantii punti comuni aile proiexioui
piane di €, ¢" da quello §,_3.

Perche la congiungente di due punti 4, A" di €, ¢, conti
pilt volte fra le rette di T appoggiate ad uno spazio €, ad r—3
dimensioni, ocecorre o che una delle proiezioni piane i ¢, €’
da @, abbia nel punto P, proiezione di 4, 4', un punto doppio
(almeno), oppure che le ¢!, € si tocehino in P. Nel primo caso
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aua corda di una delle due curve si appoggierebbe all’altra;
nel secondo 1’iperpiano projettante da € la tangente @ in A
alla €, dovrebbe contenere anche la tangente ¢ in A alla O,
¢ ¢id qualunque fosse lo spazio @ appoggiato ad AA" I! che
implichercbbe che le @, & risultassero complanari. Cose am-
bedue da escludersi, attesa Ia mutua posizione genevica delle
due eurve. : L

. Sulia varietd ‘grassmanniana (priva di punti moulfipli) i

_cui punti rappresentano, senza eccezioni, le rebbe di Sy (',

a ¥ corrisponde pertanto una superficie F, che possiede i
voluti requisiti (*). .

Nel seguito, quando avremo bisogno di considerare la si-
perficie delle coppie di punti di G, ¢, ci riferivemo sempre ad
un.modelio I, che, come guello costraito, sia privo di punti

ultipli e di curve eccezionali (corrispondenti a singole coppie

di punti di ¢, €°),

Una corrispondenza T fra le curve €, ¢’ ha per imagine
su I una curva, che denoferemo collo stesso simbolo della
dorrispondenza. In particolare le corrispondense degeneri ele-
mentari, ciod quelle che si ottengono associando ad un punto
2 fissato su C, tutti i punti y di ¢’; oppure ad un punto ¥
fissato su .0, tutti i punsi @ di C, sono rappresentate rispet-
tivamente da curve, che denoteremo coi simboli K, ed L, .
Le K, son birazionalmente equivalenti a €% le Ly a C.

Le oot curve K, formano su F un sistema continuo tale

" ¢he per un punto gualungne di I passa una sola eurva I,

perchd vi & su ¢ un sol punto x, che faccia parte di una
data coppia @, ¥ di punti tolti da €, €. Si dice pertanto
che le K, formano un fascie } K, }; fascio che sara general-
mente irresionale, anzi di genere p eguale al generc di G,
gincehd i suoi elementi K, eorrispondono birazionalmente ai
punti di C.

Similmente le L, formauno un fascio } Ly, di genere P,

eguale al genere di ¢,

Due K, non si tagliano e similmente- due L,; mentre
una K, ed una I, si segano in unn pnubo, che rappresenta

{1y Cfr. colla nota () a pag. 12L

{3 Non cos}, se come superlicic F si assnmesse una sezione iperpinoa
generica di ¥, perche tale sezione, per »r >3, risnlterebbe bensi priva di
punti multipli, ma conterrebbe na' refte eccezionall corrispondenti alle '
coppie di punti di ¢, 0 situate sull’iperpiano sceante.
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la coppia =, ¥ costituita dal punto a fisso per la corrispon-
denza degenere K, ¢ del punbo y lisso per la Ly,

Una corrvispondenza (o, &) & rappresentata da una curva 7,
segata in o puntl delle I{, ed in « punti dalle L,. Supposto 7'
irviduacibile, il sistema delie sezioni di 1" eolle X, costituisce
su 1" ung involuzione di ordine «' e i genere p; e similmente
le sezioni delle I, con 1" costituiscono ivi un’involuzione di
ordine « e di genere p'. -

Quando le €, ¢ sieno birazionalmente equivalenti, sicehd -
fra esse interceda almeno una corrispondenza (1, 1), questa '
sard rappresentata da una curva unisecante tanto le K, che

le L,.

B.infine chiaro che le proprietd precedenti si posson con-
siderare come spettanti ad ogni superficie F con due fasci
unisecantisi, i gemneri p, p, perché ogni tal superficie @&
imagine delle varietd delle coppie di pinti di due curve, di
generl p, 9, che rappresentino col loro punti gli elementi
{eurve) del due fasei.

OssBrVAZIONE 2% — Quando le 7, F’ sian sovrapposte (=K,
chiamafa A la varietd comune sostegno, la W delle coppie
di punti di ¥, V' & la varietd delle coppie ordinate dei pnuti
di M; ordinate nel senso che in ognuna di fali coppie occorre
dlstmgnete qual’¢ il punto che si attribuisce a ¥ e quale quello
che s’attribuisce a V.

La varieta @ delle coppie non ordinate dii M & pur essa
algebrica. Se p. es. M appartiene ad §,., come modello pro-
_fettivo i @ si pud assumer la varietd delle corde di M, che
¢ manifestamente algebrica (la condizione perché una retta
di 8, si appoggi in due punti ad M si esprime algebricamente).
Fra @, W ¢'¢ una corrispondenza algebriea (1, 2), perché ogni
coppia non ordinata di 3 si pud ordinare in due modi diversi,

Le coppie di punti di W che corrispondono ai punti i @,
costituiscano una serie tale che un punto di W appartiene
ad una sola di quelle coppie: un’dnvoluzione di 2° ordine I,
su W. La I pud anche considerarsi generata da mma trasfor-
mazione birazionale involutoria = di ¥ in sd. Mediante = la
varvietd a k& — I dimensioni, c¢he rappresenta su W una corri-
spondenza T, di indiei ﬁmtl fra ¥ e V7', si muta nella variets
imagine della conlapomlenm inversa T”‘

Se la corrispondenza 1" fra V, V' & simmetrica — ciod se
T'=1"" — & inutile distinguere le due varietd; si pud par-

LE CORRISPONDENZE FRA CURVE ALGEBRICHE 197

lare i una corrispondenza fra i punti di M. Bd allora come
imagine della co1r15pondenm pud assumersi una varietd trac-
ciata su @; ma pud assnmersi. altresi, se vuolsi, una varieta
di W. Soltanto, in questo easo tale varietd epparterra all’invo-
luzione I, elod sard mutata in sé da .

62. 'Corrispondenze rappresentabili con una sola equazione.
— 1I risultato con cui chiudesi il n. 60 non esclude che vi
siano corrispondenze, fra due curve ¢, ¢', rappresentabili
con una sola equazione.

Nel fatto, indicate con z,, %, le coordinate cartesiane di
un punto a{z,, »,) variabile snlm curva piana € e con ¥, v,
le coordinate cartesiane di un punto wly,, y,} vari iabile sulla
curva piana ', una corrispondenza rappresentabile con una

sola equazione si ottiene senz’altro scrivendo fra Je @, %,
Y,, ¥, un’equazione del tipo:

(N Plm,, Ry Yo Y) =0,

ove 7 sia un polinomio di un certo grado m nelle » e di
un certo grado m' nelie 7.

Cid vale anche se le eurve €, (', anziehé esser pidne, appar-
tengono rispettivamente ad uno spazio 8,. e ad uno spazio Sy
si porrd allora, similmente, fra i punti (%, ..., %), Y Jl,..., J,)
delle due curve una relazione del tipo:

YBy ey Brs Yo, y) =0,

» continuando a denotare un polinomio nelle z e nelle .
Per.semplicitd di discorso, c¢i riferiremo a curve piane.
Le conclusioni saranno tuttavia applicabili anche a curve
iperspaziali.
Sieno dungue:

(2) Sz, 2)=0, Fly,, 4,)=0

lo equazioni delle curve €, €, distinte o coincidenti. Al va-
riare del punto  su C, la (1) rappresenta un sistema oo di
curve D', d’ordine ', del piano di €', Delle interseziont di ¢
colla curva varviabile D', aleune potranno restare fisse. Se O
& mna di queste, la molleplicili d’intersezione di D’ con (',
in 0 (somma delle molteplicitd ’ intersezione coi singoli rami
di ¢, uscenti da 0), resterd costante fino a che gqnaleuna delle
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intersezioni variabili venga (sull’ uno o sull’aliro ramoe) a ca-
dere in 0. Indichiamo con ¢ il gi‘uppo delle intersezioni ﬁq‘:e
contando oguuna, per ogni ramo da essa uscente colle sl;d-’
dette molteplicitd costanti. I gruppo Y dei punti ’y di ¢, che
as;s.;umiamo come omologhi del punto 2 di ¢, & allora c’osti-
tuito dalle intersezioni con ¢’ della curva I’ ,corris yondel ;

ad @, fuori del gruppo ¢@. ' o b "

Viceversa, dato generi s ¢, gli i
corrispondenéa mvis:921;?;2ilgt?eyiji;lfe;i{izi01110%08.111_ ll(j]]ﬁ

SE7 variabili .di ¢
en!la carva D, d’ordine m, rappresentata ancora dalla (L), in
cui perd le y,, y, si considerino come parametri dati. M’no-
v‘endosiﬁl- punfo g su ', la curva D deserive pur essa un
syste_ma co! nel piano di ¢, avente un gruppo R di inberse-
zioni fisse con (. L

01}’) premesso, si considerino tutte le curve d’ordine w’
del piano di €', aventi, in ogni punto {li'Q, ol 0gnuno dei,
rami di " da esso useenti, la medesima moltepliciﬁf‘a d’inter-
sezione che ha eon quel ramo la generica D'. Tali curve fof-
mano un s_istema lineare (%), contenente le D’.

Qui cm.:vieue_sepmare il caso in eni le €, ¢’ son (listilite
da q}lello in cui son sovrapposte. Nel primo caso nessuno de;
p_unt;l del gruppo ¥ corrispondente al generico fe, potra coin-
cidere con @; nel secondo invece Y pdtl':\, cont;e,nere %, con-
tato un certo numero (> 0) (i volte, eguale alla molteplicitd

' ) ‘ - - - A
¢’intersezione di €’ (ciod di C) colla curva D', in quel punto. -

Nulla vieta, in tal easo, di cseludere dal gruppo dei punti
omologhi di =, il punto medesimo; ed & ci(‘? che noi fm]fenn;
:}\,:1,:1“ generico x rispondono allora su C’ punti tutti distim,i

L intero v chiamasi valenza (pesitive) della corrispondenza
%l]orché la D', corvispondente al generico z, non passa )e;x.
si dice che la corrispondenza & a valenza n;(.lla, (v :I(;).1 7

Quando la corrispondensa & a valenza nulla come accade
sempre allorchd Ie due curve son distinte, il g,ruppo Y dei
punél omologhi di z, varia su ¢’ entro una serie lineare,

seg al si i e di int
1 bgfia, dal sistema linearve di curve sopra delinito, contenente
e D |

- (1)1.Infnt.ti, per eﬁp‘rimere che una curva @i dato ordine ha con un
n-“,:lc;s(etto,t.ndla ‘()l‘l-gl‘ne.((j]le pu.r‘). supp.orsi Porigine delle coordinate)
N i ollf} i molieplicith d’mt‘.ersemone, si serive un sistema i equazioni
Iineari nei cocfiicienti dell’equazione di quella curva (vedi a pag. 151),

b
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Quando la corrispondenza & a valenza y >0, varia invece
in una serie lineare il gruppo degli omologhi di », anmentato

(el pinto stesso %, contato y volte.

Concludendo : ‘

Une corrispondensa fra due curve distinte, rappreseniabile
con una sola equagione, & sempre a valensa nulla.

Una corrispondenza fra due curve coincidenti, rappresen-
tabile con una sola equazione, & « valenza v = 0.

Proviamo ora, reciprocamente, che: ‘

Una corrispondenza « valenza y =0, fra due curve C, ¢,
¢ rappresentabile con une sole equasione,

Le due curve ¢, ' sieno piane e couserviamo, nei loro

rignardi, le notazioni precedenti. Sia 7' una corrispondenza -

algebrien, che faccia passare dal generico punto x di ¢ al
gruppo Y di punti di € e, al vaviare di #, il gruppo- Y4y
(v & necessariamente nullo, se le €, ¢’ son distinte) muovasi
entro una serie lineare. '

Cousiderato sul piano di ¢’ (eventnalmente coincidente
con quello di €) un sistema lineare di curve X, che stacehi,
“fuori di un gruppo-di puuti fissi, la serie completa | Y+ vz,
in guiza che la dimensione del sistema segante eguagli quetla
della serie segata, la eurva di I che stacea il gruppo ¥ -7,
essendo determinata in modo algebrico e univoco da =z, ha i
coefficienti della sua equaxzione, che son funzioni razionali
di z. Dopo aver moltiplicato i dne membri di tale equazione
per un conveniente polinomio in =z, %,, essa riduneest alla
forma: '

P(®,, %5 Yoo Ua) =0,

dove p & un polinomio tanto nelle y come nelle z. L’equa-
zione precedente vappresenta la condizione perché dne punti
variabili sieno omologhi nella data corrispondenza. Essa &
dunque I'unica equazione della T\

63. Inversa di una eorrispondenza a valenza positiva o

" nulla. — Se fra le due curve piane €, ¢, aventi le equa-

vioni (2). intercede una corrispondenza 71" a valenza y =0
?

(y=0, se ¢, O son distinte), facente passare dai punti di €

ai punti €, la inversa 7' della 7', fard passare dai punti
di ¢ ai punti di €, ed essendo rappresentata dalla medesima
eqnazione (1) che rappresenta T, sard, pur essa a valenza po-
sitiva o nulla.
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Quando le due curve ¢, ¢ sieno distinte, & senz’ altro
chiaro che 1o I'=' & a valenza zero, come la 7. Non altret-
tanto chiaro & che la ' abbia la stessa valenza =0
delia 2, -allorche le due curve son coincidenti ('} _

Esaminiamo un po’ davvicino la cosa. Un punto @ {a,, a,)
del comune sostegno delle curve coincidenti O, €, pud esser
pensato sia come punto % di €, che come punto y di €. Nel
primo- caso i suoi omologhi si otterranno facendo coesistere
le equazioni:

(3 T8 =0, sl a; ., 9,) = 0;
nel secondo caso, fagendo coesister le equazioni :
h My, 2,) =0, o, %y @y ) =0,

Steche, se la D corrispondente al generico «, assunto come
punto &, non passa pel punto shesso, Te (3) non avranno aleuna
soluzione ¥, = «,, y, =«,, epperd neppure le (4) avrauno al-
cuna solnzione o, =« , :e;zzcigg cioé la curva D, corrispon-
dente al generico «, assunto come punto ¥, non passerd per
questo puunto.

LDuanque, anche quando le €, € coincidono, se v =0, Ia
L~ risulta a valenza nulla. Pertanto, senza separare il caso
delle eurve distinte, da quello delle curve coincidenti, potremo
enunciave:

Linverse di una corrispondensea. « valenza niedle, fra due
curve, & a valensa nulla. -

Ma, se y >0, 'nnica conclusione immediata che potrd
vicavarsi, & che anche la %= avrd una valenza maggior i
zero. Per dimostrare che le due valenze sono egunali, occorre
provare che le due curve:

Plet, , y; By, @, =0, o, Byj gy @) ==0

hanno nel punto =, =, @, =, la ‘stessa molteplicitd di
intersezione colla curva J@,, 2,)=0. Ora quelle due curve,
per @ generico sulla curva ¢ = ¢, son tra loro distinte, a
meno che la corrispondenza non sia simmetriea (il che vi-
chiede la simmetria dell’ equazione (1) rispetto alle coppie di
variabtti ., @,5 ¥, 9.). Se questo fatto pariticolare si verifica,

() Se le dlue curve coincidono, supporrenoe coineidenti anehe le loro
equazioni. o

‘

KF
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la corrispondenza diretta e 1’inversu coincidono, epperd &
senz’ albro evidente che banno la stessa valenza. _

Nel n. 76 proveremo agevolmente che 'inversa di una
corrispondenza a valenza ha la stessa valenza, sulla scorta
dell” analogo teorema ora dimostrato per vy =0 e del con-
cetto di somma di due corrvispondenze. Tuttavia, per chi lo
desideri, diamo qui una dimostrazione diretta di questo fatto.

Il punto &z, 2,) sia generico su C{(= ) e siano «(t), B(f)
le due serie di potenze del parametro ¢, che forniscono lw

rappresentazione del ramo ¢ di € uscente da %; il punto T

corrisponda & ¢ = 0. Al variare di 2 su g, la curva eorrispon-
dente D', che & determinata univocamente da ¢, descrive un
sistema oo', avendo con ¢ in z, molteplicita d’intersezione y.
{(in particolare un contatto y-punto con g). Per z,=2z,, v,=%,
essa assume la posizione D', Similmente D & la curva D, che
corrispoﬁde all’assumere 2 come punto y (y, =2z,, ¥, =37,).
\ )
I dgh | ‘
rispetto a t, quando si pone y, :a(z),kyg: B(2), ¢ si riguar-
(;I—L’—Cfl la derivata k-esima
di 9z, 2,5 ¥, y,) rispetto ¢, allorehd si assume @, == a(l),
%, = 3(8), ¢ sl riguardano y,, ¥, come parametri. Infine I’in-
dice zero, apposto ai simboli introdotti, serva a denotare i
valori assunti da quelle derivate per t =10 e rispettivamente
B, =23, &, =2=,; ¥, =2, ¥,=2%,. Indicata con O} Ia espres-
slone ¢(x, f; «, f), che & identicamente nulla, viene:

EO) =\l )
et )czn_ bt N, " Tdth],?

Indichiamo con

fa dervivata k-esima di 9(z,, ,5°7,, yg)

dano %, », come parametri; e con

e quindi, essendo identicamente nulla la @, per ogni ¢, epperd
anche per { =40: '

=0 k=1,

L]

ey Ay
L (7
Orit ,

jatp (el Zo5 @ B) IL‘E] _ (fffiﬁ?&-ﬁjﬁ_,_%)) ,
ek \U_( i ),,0 v dek, =0

dt®
dunqune :

- dre (T, , I, e, [3))
S )

. dk‘?(‘x: B; T, i’.’)) .
o di” =0
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A queste deve aggiungersi la:

(6} (P(Ey %5 o Be=o= (@(“:.35 Tyy Ty)e=o»

L7anmulamento del primo membro della (6) e dei primi
membri delle (5), per k=1, 2,..., vy — 1, esprime la condizione
necessaria e sufficiente affinché la eurva D" abbia con g, in %,
un incontro y-punto (") Se questa condizione & soddisfatta,
risuita dunque, in virth delle (8}, (6), soddistatta anche quella
che esprime I ingontro y-punto di D con g, in 2.

Si conclude che:

Linversa di una corvispondenza ¢« valense v >0 ha la
stesse valenza.

. OssgrvazioNe 1°. — La dimostrazione precedente ci offre
I’ oceasione per stabilive una proprield generale degl’inviluppi
di .curve piane:

Se la curve genervice di un sisteme oo', flv, y; 1)=0, ha
con nne curve doic, in un punio P su questa wariabile, un

incontro y-punto (in particolare un contatto y-punto), in P si
. _ =1
annullane f, %’;’“" "i,f:-’;.
v t . -
Sia H la curva variabile nel sistema, H una sua posizione
genericamente fissata, P(Z, §) la corrispondents posizione di P,
e p il ramo, x=alt), y=P(2), di origine P, su cui varia P.

L’origine P corrisponda a ¢ =1. Poichd la f{z, §; ¢) & identi-

camente nulla, varranno le relazioui:

_ . ak‘f \ (lkf‘
(7 Eﬂx —|—!W:=0 (75:13 27'")’

{ dl.'
ove -\—'{i-
{dt”
scindendo dalla circostanza che ¢ comparisce esplicitamente
nella £ D’altronde :

denota la derivata F-esima di f{=, 8; t) fatta pre-

- (@51 _yvdife B5 B

Tt BT k=1, 2,..),

!
|

TE=t

') Invevo le v quantith nominate, o meno di fatbori numeriei, sono i

s . a- 3 T—l - . . - p
coefficienti di 9, &, ..., ¢ nello sviluppo in sevie di Tavyrnor-Cavcny
delln funzione o(F,, F; =, 8).
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e 1’anmullarsi di Az, B; ¢) per 1=t, e dei secondi membri delle

precedenti relazioui, fino a k=y — 1, esprime I'incontro - punto

di H eon p, in P. Dalle (7) segue pertanto I'annullarsi delle
%2720 per t=¢ (¢ quindi « =%, =4) fino a h=y —1.

La proprietd s inverte senz'altro. Per aver la completa
estensione delle note proprietd degli inviluppi a ‘eontatto bi-
puntd, conviene nggiungére Ia seguente: ‘

Nelle ipotesi suddetie, per un punto @ del plano, prossimo
@ P, passan 1 curve distinte del sistema, che tendono a coinei-
dere, quando Q savvicine a P.

Se infatti si voglion le curve H passanti pel punto @, ¥.),
bisogna trovar le radici dell’equazione in % fl@,, ¥o; t)=0.
Ora la f(%, §; 1) =0 ha una radice y-pla per t=¢, onde, pel
teorema (i esistenza delie funzioni analitiche implicite (')
— alle quali limitiamo le nostre considerazioni — per @ ab-
bastanza vieino a P, 1'equazione f=,; y,; 1) ==0 avrd v radici
distinte vicine a Z e che si ridurranno a questo valore per 4
coincidente con P. )

OsSERVAZIONE 2%, — Il teorema di pag. 51 ecirea le pro-
prietd @), b), che carabterizzano nna ¢}, non & che un caso
particolare del fatto che la inversa i una corrispondenza a
ralenza zero ha la stessa valenza. Anche per quel teorema
serve la circostanza che, nei punti di un gruppo gemerico .
della g, il fascio ¢ —2d =0 incontra semplicemente la eurva C .
(pag. bb).

OssErvazIoNE 3% — Il fatto che Dinversa «i una corri-
spondenza a valenza y abbia la stessa valenza, si pud devivare,
anzichd da proprietd differenziali, da proprietd strettamente
algebriche. Si tratta di provare che se, per & generico sulla
cavva fly,, ¥,) =0, la curva o, ®,; ¥, ¥,) =0 ha con
1, y.) =0, in 2, molteplicitd d’intersezione vy, ¢ per ¥ ge-
nerico sulln fiz,, #,) =0, la oz, »,; ¥, y,) =0 ha con
fle;, »,) =0, in y, molteplicith @' intersezione 3, risnlth
‘{ T h‘ n -

Suppongansi gli assi coordinati in posizione generica 1i-

- spetto alla curva data €. Eliminiawo x, fra le equazioni:

N, 3,) =0, ¢(x,, %5 ¥, ¥)=0.

(1) Loc. eit. a pay, 86,
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L’equazione risultante dovrd ammettere la radice 8-pla
%, =1,, epperd sard della forma (v, — y2g(z; v, ¥.) =0
Eliminando g, fra questa e la fly,, 4,) =0, nella quale 9,

figura a grado n eguale all’ordine di C, Pequazione risnltante

Rz, y,)=0 conterrd il fatbore (x, — y,)?%. Ora alla stessa

equazione risultante si pud giungere eliminando prima y,
fra le:

LU, 1)=0, 2z, 2,5 9, ¥.) =0,
eppoi z, fra 'equazione cosi ottenuta ed flz,, 2,) = 0. In tal

guisa st trova ehe in R{z,, y,) =0 il fattore v, — y, deve com-
parire all’esponente ny; epperd ne segue ny =ng, ciod y=2a.

64. Corrispondenze dotato di punti multipli variabili. —

Sieno ancora ¢, €’ le due enrve piane, distinte o coincidenti,

di equazioni (2), tra le quali intercede la corrispondenza a
valenza definita dalla (1); e suppongasi che al generico
punto & di ¢ corrisponda sn ¢’ un gruppo Y di punti, non
tutti distinti fra loro. Suppongasi ciod che le intersezioni
variabili di €' colla eurva D’ omologa di x, non sieno inter-
sezioni semplicl delle due enrve, ma che invece la P’ abbia
con €' qualehe incontro pluripunto vaviabile.

Procisamente: mentre & muovesi sopra il ramo ¢ di C,
avente D'origine nel punto generico %, ¢ rappresentato para-
metricamente dalle serie:

%, =), %, = B(t),

ove I, = «(f), T, = B{t), uno, y, dei punti omologhi, muovasi
sul vamo ¢ di €, avente I’origine in un punte § di €' cor-
rispondente ad Z.

Attesa la genericita di &, ad un punto & i ¢ corrisponde

il sol punto y del ramo ¢, cosicchd le coordinate y,, v, di y
risulteranno esse pure funzioni regolari di ¢:

¥y, = ai(t)r Y, = Bs(t):

il punto § corrispondendo a #=17. Risulta allora identica-
mente nulla la 9z, §; =, B,). A partire da questa premessa,
si posson ripetere parola per parola le argomentazioni del
n. pree. e si arviva alla conelusione :

Se al punto generico & di C corrisponde un gruppo di punti
di ', di cui fe parte il punto y, da contarsi v volte, allora

fra gt omologhi di y, nell’ inverse, ¢
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*¢ il punto ¥ de contarsi

esatiamente v volle

Ne consegue come corolario che:

Se in une corrispondenza fra due curve C, (' ad un punio
generico di una prefisseta di esse corrispondon punti distings
dell’ alira, lo stesso accade nelle corrispondensa inverse.

G5. Applicazione alle serie vazionali di gruppi di punti
sopra una curva, — Un’applieazione utilissima ed immediata
del teorema or ora dimostrato e del fatto che 1'inversa (i
una corrispondenza a valenza zevo, & pure a valenza nulla

~(u. 63), pnd farsi a dimostrare la proprietd segnente:-

I gruppi di una qualungue serie vagionale di gruppi di
punti sopra une curve, son equivalenti fra loro,

Sia I una tal serie d¢i gruppi di » punti della curva C;
e supponiamola dapprima semplicemente infinita e senza punti
multipli variabili. I! gruppo generico di T sia cioé formato
da n punti distinti. Rappresentiamo birazionalmente T' coi
puntl d'una retta €. Nasce cosi una corrispondenza alge-
brica (n, v) fra ¢, ¢': ad nu punto = di ¢ corrispondono i v
punti di ¢' imagini dei v gruppi distinti di I' passanti per =,
ove v sia 'indice di T'; ad un punto o di ¢’ corrispondono
gli » punti i C costituenti il gruppo di I' rappresentato
da y. .
Ricordiamo ora che due gruppi qualungue di v punti, sopra
nna retta, appartengono. alla ¢7 di totfi i gruppi di v punti
{1. 32). S8e ne trae che la corrispondenza considerata & a va-
lenza nulla nel passaggio da ¢ a €', computandosi sempli-
cemente ognuno dei v punti omologhi del punto generico
di ¢, e quindi’ a valenza zero anche uel senso inverso da €’
a C, computandosi semplicemente ognuno dei punti del ge-
nerico gruppo di T (n. pree). Questo vuol dire che i gruppi
di T son equivalenti.

Dobbiamo ora estendere il risnltato alle serie oc' ¢on punti
multipli, eppoi alle serie oo™ (r > 1)

Sia T una serie razionale os!, con punti wulkipli; p. es.
con 2 punti doppi e 5 punti tripli variabili. La corrispondenza
birazionale fra i gruppi di T' e i punti di una retta €', associa
ad un pmto y di €’ 1 due punti doppi del gruppo di T', omo- -
logo di %. Onde, pel teorema di LiiroTE (pag. 32), la serie
ool delle coppie di punti doppi & raziomale. Similmente si
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vede che son razionali la serie delle quintuple i punti tripli,

€ la serie del gruppi di punti rimanenti, che sono semplici.

In forza della conelusione pnecedente ciasenna delle tre

serie nominate consta dunque di gruppi equivalenti; epperd

- sono equivalenti i grappi della serie data, ognun dei quali
s1 ottiene fzggmnoendo al doppio di un gruppo della prima,
il triplo di un gruppo della seconda ¢ infine un gruppo della
terza.

Passiamo alle serie razionali oc”(r > 1). I gruppi di una
tal serie I' posson rappresentarsi birazionalmente “eoi punti
di wno spazio lineare S,; e, siccome fissato un punto di S,.,
ogui altro pnnto dello spazio & congiunto a guello da una
vetta, che rappresenta una serie subordinata razionale oo,
cosi flssato un gruppo genevico di T, ogni altro gruppo delia
serie sta con quello in una medesima serie razionale cot. Per
tanto tnbti i grappi di T son eqmvalenh a quel gruppo fisso,
ciod equivalenti fra loro.

OssERVAZIONE. — II 1'&0‘i011(unentoS\?Oito per dimostrare
I'equivalenza dei grnppi di una serie razionale ool priva di
punti multipli variabili, non esclude che questa serie sia
composta cou un’involuzione della curva €. Se I' & composta
con una yl, cioe se i v gruppi-di T passanti per un punto 2
generico di ¢, passano in conseguenza per i p—1 punti
coniungati di quello nella Ths aceadrd soltanto che I’indice
della serie dei gruppi di v punti corrvispondenti sn €' ai
punti di O, non sard egnale al numero n dei punti di un
grappo di T, ma sibbene ad nip (efr. eol n. 68). Ma ¢id non
importa aleuna moditicazione al nostro ragionamento.

66. Trasformazione di gruppi eguivalenti mediante una
corrispondenza ‘tlgebrlca. — Vogliamo indagure come si tra-
sformino gruppi equivalenti di una data curva ¢, per mezzo
di ma corrispondenza algebrica, che muti € in un’aitra
eurva O,

Suppongasi fmfltutto che fra €, ¢' interceda una corri-
spondenza (1, 2/). Allora si sa (pag. 63) che ad una serie li-
neare di ¢ risponde una serie lineare di €, composta me-
diante la involuzione yl,, imagine dei punti di ¢'; e quindi
gruppl equivalenti si mutano in gruppi equivalenti. Vice-
versa, ad ogui serie lineare di ¢, composta mediante la v},
LOI‘II‘S]_)OIHIG una serie lineare su C’
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Consideriamo ora una serie lineare ¢, su €', non com-
posta con la yi,. Mediante la data corrispondenza essa tra-
sformasi in una serie algebrica o,, di gruppi di o punti di C.
Due gruppt qualunque di o,,, eorrispondenti ai gruppi &, G,
di g,, appartengono ad una serie algebricn &, oof, 1 eui grappi
provengono da quelli della ¢! individuata da &,, &,. Poiché
ad ogni gruppo di tale g! corrisponde un solo grappo di 3,
la serie X, pel teorema di Liirora (pag. 32), & razionale;
epperd i suoi gruppi sono equivalenti (n.° pree.). Dunque dune
gruppi qualsiausi di o, son fra loro equivalenti.

Passiamo infine al caso generale di una corrispondenza
(2, &) d’indici qualunque.

Fissiamo I’attenzione sull’ente algebrico o', H, costitnito
dalle coppie di punti omologhi nella corrispondenza fra €, ¢’
{efr. col 1. 61, Oss. 1°). Fra ¢, H si ha nua corrispondenza (1, «),
nella quale sone emologhi un punto di ¢ ed un elemento
(coppia) di H, quando quel punto appartiene a questa coppia.
Similmente. si ha una corrispondenza («, 1} fra H e .

Cid premesso, consideriamo una serie lineare g, su . Ad
essa risponde su H, mediante la corrispondenza (1, &), una

gaw; & questa corrisponde su ¢ una serie algebrica o,

formata da gruppi equivalenti. Poiché la corrispondenza fra
€, ¢’ & 11 prodotto delle corrispondenze (1, «), (¢, 1), cioe si
ottiene applicando, le uue. dopo le altre, le operazioni gene-
ratrici delle due corrispondenze, cosl alla ¢, di € risponderd
su O la serie g, . Si eonclude col teorema:

Una corrispondense d indici gualungue frea duc date curve,
muta gruppi equivelenti delPwie in gruppi equivalenti delP alira.

67. La formula di ZpurHex e il suo significato geometrico-
funzionale, — Consideriamo ancora una corrispondenza alge-
brica (a, ) fra due curve ¢, €', di geverl rispettivi p, p’
Supponiamo eh’essa non possegga infiniti elementi multipli;
che ciod ad un punto genervico di € corrispondano su ¢, o
punti distinti, e quindi (n. 64) ad un pnuto generico di ¢,
e puuti distinti di C.

Sopra ciascuna delle due eurve, oltre ai punti multipli della
corrispondenza — punti generalmente doppi — in ognuno dei
quali coincidono due o pilt — generalmente due — omologhi di
un medesimo punto dell’altra curva, vi sono da considerare
i punti di diramazione (cfr, colla pag. 182), cui corrispondono
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sull’altra enrva punti almeno doppi. Il gruppo di diramazione,
sopra ognuna delle due curve, si'definird come il grnppo dei
puanti di diramazione, ciaseun dei qgnali si conti k — 1 volte,
‘se I dei suoi omologhi coinecidono (cfr. col . 33).
Naturalmente due degli omologhi di un pnnto di € (o di ¢)
dovranno riguardarsi come coincidenti soltanto se coincidono
sul medesimo ramo i curva (pag. 80). o
Trattiamo in primo luogo il easo di una corrispondenza
(1, &) fra €, ¢, Sia su ¢ una gl; & un suo grappo generico;
J il suo gruppo jacobiano (m. 33}; K un grappo canonico
(effettivo o virtnale) di C; D (o rispettivamente . D’) il gruppo

di diramazione (o rispettivamente il gruppo dei punti mnl- -

tipli) su € (o rispettivamente €’). Nel gruppo D’ ogni punto
E-plo verrd contato come %k — | punti doppi, conformemente
alla conveuzione gia fatta pel gruppo di divamazione. B ovvio
che, nel caso in esame, il gruppo (i diramazione esiste solo
s C e il gruppo dei puuti multipli solo sn ¢

Alla g di -C risponde su ¢ una gL, ed un punto maltiplo
della gL, o proviene da un puuto di egual molteplicitd di gl,
oppure & un punto, pure di egual molteplicitd, per la yi, di ¢
i eui gruppi corrispondono ai punti di . Pertanto, denotati
con &', J', K’ i trasformati di @, J, K, e con K* un gruppo
canonico di ¢, risulta (n, 34):

J=K-+26, J -+ D =FK*4 2@,

E inoltre, poichd a gruppi equivalenti di ¢ rispondono
gruppi equivalenti di ¢, viene:
J =K' 4 26,
la quale, confrontata colla seconda delle precedenti equiva-

lenze, porge: _
. ’ K¥*=EK + D'

Si oftiene cosi il teorema:

Se fra due curve €, C' intercede una corrispondenza (1, 2'),
Wi gruppo canonico di "¢ equivalente alle somma del trasfor-
mato di un gruppe canonico di € ¢ del grippe dei punit mul-
tipli delle corrispondense (nel qual gruppo ogni pento k-plo si
conti I —1 volte).

Cerchiamo ora in quale relazione stieno la trasformata
della, serie canonica di €' o la serie canonica di €. Mediante
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]_a’eorl'ispoudenza. (&, 1} fra 0" e O, alla serie canonica di ¢’
corrisponde su € una serie algebrica di ordine 2p' — 2, Ia
quale & costitnita da gruppi equivalenti (n. prec.). Per carat-
terizzare questa serie, possiamo veder come si trasforma un
particolare gruppo canonico di €, per esempio il gruppo
K' + D', di cui sopra, ' . '

Poiché K’ cousta: di 2p —2 grappi dell’ involuzione v,
omologht dei punti di un gruppo eanonico K di ©, nel pas-
saggio da ¢" a (, il grappo K’ si muta nel grnppo K contato
« volte. Quanto al genppo D', esso mutasi nel gruppo D, e,
per la definizione data dei gruppi D, D', i punti singolari
entro questi gruppi debbon contarsi lo stesso numero di volte.

Si pud, concludendo, enunciare : : '

Se fra due curve ', € intercede una corrvispondenza (o, 1),
tl trasformato @i un gruppo canonico di O’ & equivalente allu
sommea di un gruppo canowico di C, contato o' volte, ¢ del
gruppe di divamasione della corrispondenze (nel quale ogni .
punto, cui ne corrispondano I coincidenti, si conti k— 1 wvolte).

Per passare al caso generale (i una corvispondenza (e, &)
fra €, €', conviene usarve, dell’ente oco! H, costituito dalle
coppie i punti omologhi nella corrispondenza. Applicando i
precedenti teoremi alle corrispondenze (1, «') fra €, H od (, 1)
fra H, (", si- perviene immediatamente al teorema generale:’

Se fra due curve €, O’ intercede una corrispondensa (o, o),
la somma del trasformato di un gruppe canonico di C ¢ del
gruppo ded punti muliipli della corrispondensza, esistenti su €',
¢ equivalente alle somma del multiplo secondo = di un gruppo
canonico di C' ¢ del gruppo dei punti di diramazione della
corrispondenze, esistenti su C'.

Naturalmente i punti multipli ed i punti di diramazione
della corrispondenza vanno contati nel modo sopra indicato.

Traduciamo numerativamente la precedente equivalenza.
All’nopo occorre introdurre il numero % del punti doppi
della corrispondenza, esistenti su €', che eguagiia il numero
dei punti di diramazione esistenti su ¢'; ed il namero %' ana-
logo, collo seambio i €, €. Si ottiene allora:

26 (p—1) +7n=2op — 1)+ 7
nssia ’ ‘

N — 7 =2a(p’ — 1) — 22'(p — ]),_
che & la formule di ZRUTHEN,

Savert - (Feometric aloehrion - 14
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Se si denota, in modo generico, con v la molteplicitd i

uno dei punti mulitipli della corrispondenza esistenti su €',

e similmente con v' la molteplicitd di uno dei punti mulsipli

- esistenti-su O, viene:

n=2%(v—1), =3 —1)

i sommatori essendo estesi a tufti i punti multipli.
OsseErRVAZIONE 1°, — Una conseguenza immediata della for-
mula di ZrEUrHEN & la seguente osservazione di H. WEBER ('):
Fra due curve dello stesso genere p > 1, una co'm'z'spondenza
algebrica, che sic razionale (univoca) in un senso, lo & anche el
senso opposto.
Se, Infatti, fra le curve € €, di generi p, p’ si ha una
corrlspondeum (2, 1), 1a mvoluzloue di genere p rt, che cor-

risponde su ¢ ai punti di ¥, possiede:
P )

N =2(p — 1) — ap/ — 1)

punti doppi (o punti multipli equivalenti ad %' punti doppi);
e poich@ per sua natura 4" =0, cosi risulta:

P 1= a(p’ — 1),

¢ quindi, se p>>1 od 2 > 1, deve essers g <p.

OSSERVAZIONE 2% — Ouando sia p =1, la formula che da
il numero dei punti doppi della v esrstente su O) ei mostra
che deve essere p’'=0 oppure p =1, Nel primo caso la y} &
una g} (pag. 51). Nel secoudo caso si ha su € un’involazione
ellittica ed & %' = 0. Viceversa, & chiaro che un’involuzione
priva di punti doppisu C, & elhbtlca., perché da p=1, v =0,
segue p' = 1. \

Iiffettivamente su € esistono involuzioni elllbblche p. es.
quelle (prive di punti doppi, di ordine o =2) generate dalle 3
trasformazioni involutorie di 22 specie, esistenti sn C (pag. 171,
Vedremo aunzi, in seguito, c¢he su C esistono involuzioni ellit-
tiche di tutti gli ordini. ‘

Coneludendo :

Le involuzioni co! sopra wnae curve ellittica o sono serie li-
neart o sono involugioni ellittiche: queste ultime son caratie-
risgate dal non avere punté doppi.

() Journ. f. Mmh."?ﬁ, 345 (1873).
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68. Riflessioni eritiche sulla formula di ZuurHeEN. Esten-
sione del suo campo di validith ('). — Il teorema generale
del 1. precedente e Ia formula i ZrurAey, che ne & I’ espres-
sione numerativa, sono stali dimostrati sotto le seguentl ipo-
tesi implicite: .

«) Che la data corrlspondenm T, Q’indiei «, &, sia irri-
ducibile, ciod che sia irriducibile Pente o' H delie cOpp:e
di puuti omologhi in 7% Infatbi I teovemi che abbiamo appli-
cati alle corrispondenze fra ¢, H e fra H, (', di cui la 7 &
prodotto, richiedono appunto Ja irriducibilitd di H.

b}y Che un elemento doppio di 7' situate su €' (o su €)
dia luogo ad un effettivo elemento doppio della corrispondenza
{1, &) [o rispettivamente (1, «)] fra C (o risp. ¢) ed H. Un
elemento doppio, vogliam dire, nel senso della geometria sul-
Pente, tale ciod che la coincidenza degli’ elementi che vanno
@ cadere in esso, avvenga soprw un ramo di H; e non sia
inveee una coincidenza accidentale di due elementi venuti e
coincidere su due rami distinti, che abbian la stessa origine,
sul particolar modello proiettivo, considerato per H.

Ed invero, il teorema del gruppo jacobiauno, ehe abbiamo
applicato, essendo una proprietd di geometria sull’ente; ri-
chiede appunto che sia soddisfatta la ).

¢y Che i punti multiphi della corrispondenza, su eiascuna
delle due curve, sieno nello stesso numero degli omologhi
punti di diramazione.

Per veder chiaramente quali modificazioni occorre appor-
tare mnella valutazione della molteplieitd dei punti multipli o
di diramazione della corrispondenza, al fine di render valida la
formula di ZrurHey, anche quando non sono soddisfatte -le
suddette ipotesi, & opportuno viferivsi alla superficie F, prive
di punti multipli, che rappresenta sensa eccesioni le coppie
di punti delle ¢, ¢’ (u. 61, Oss. 1%).

L' ipotest @) si traduce in ¢id: che la cmrva 7, lumwme
su F della corvispondenza medesima, & irriducibile.

Vediamo come si traduce ’jpotesi b). Le due involuzioni
che, sull’ente H, rispondono ai punti di €, ¢/, hanuo per
imagini su 7' le involuzioni v1,, y. staccate dai fasci {I(,!,
{ L, i. La corrvispondenza fra €, ¢’ di InoO'o alta corrispon-
denza (z, «') fra le coppie i eurve K., L,, che si tagliano

{" Ved. In Nota delVAutore in Lincet Rend, 1, 562 (1925)
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in un medesimo punto di 7. Affinché alla K, che passa per
un punto P di 7, rvispondano o’ enrve L, , di cui due {almeno)
coincidenti nella L, uscente da P, occorre e basta o che quella
I, tocchi 7' in P, ovvero che il punto P sia (almeno) doppio
per T. Nel primo caso I"elemento doppio L, uscente da P,
ed appartenente all’ente | L, |, birazionalmente equivalente
a (, dd lnogo ad un effettivo elemento doppio dell’involu-
zione vl,; nel secondo caso, se P & origine di pit rami di T
la coincidenza, per tale involnzione, & soltanto, almeno in
parte, apparente.

Dunque Pipotesi b) si traduee in ¢id: che la eurva T non
possiede punti origini di pilt di un ramo.

Se P & un punto multiplo di 7' (origine di uno o pitt rami),
accade, evidentemente, che la K, passante per P & un ele-
mento doppio (almeno) per la corrispondenza («, o) fra gli
enti {K.,}, {L,}. Onde in questo caso P rappresenta una
coppia (%, ¥} di punti di €, C' ognuno dei quali & insieme,
sulle rispettiva curve, punio doppio e di diramazione. La

coppia (%, ) pud altresl definirsi come una coppia di punti

doppi (o di diramasione) omologhi nelle corrispondenza.

Viceversa, quando P rappresenfi una coppia siffatta, le
curve K., L, uscenti da P, hanuo ciascuna due intersezioni
(almeno) eon 7', rinnite in P; e poiché le curve wunisecantisi
Ky, L,, non posson mai toccarsi, ne consegue che P &
(almeno) doppio per T (*).

Raccogliamo intanto questa conclusione:

La curva T, imagine delle corvispondenze fra C, ', pos-
siede punti multipli, allore e solo allore che esistano coppic di
punti di diramazione omologhi (*).

Distingnendo ora il caso in eni il punto multiplo P é
origine di un sol ramo superlineare di 7, da quello in cui &
origine di due rami (almeno), riconosciamo subito che, nel

(Y Per queste argomentazioni & essenziale che P sin semplice per la
superfieie I' (n. 61, Oss. 1", Se F avesse in P un punto doppio, potrebbe
ben darsi clle unn eurva ' &i F possedesse ivi un punto doppio, senza
clie tale proprietd fosse invariante per le trasformazioni bivaziomali di O,

!, eiod di F. Si-pensi ad es, alla superficie F, priva di punti maltipli, in
un 8., o la si proiettl in vn iperpiane, da un punto O di uns eorda di 7.
Si avreanno sult’iperpiano unn superfieie F' ed una eurva 7”7 con un punto
doppio comune, che non lax caratters invariante.

& Cfr. D FraxcHis, Lincel Rend. 125, 306 (1903).

o
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primo caso, la molteplicitd di ciascuno dei punti della coppia
{z, ¥) rappresentata da P, come punti doppi e (i diramazione,
st valuta secondo Ia regola esposta nel n,° prec,

Nel secondo easo invece, P nou porta generalmente aleun
contributo ai numeri indieati con v, %" (n. pree.), in quanto
questi numeri denotino quanti punti doppi effettivi posseg-

gono le involuzioni vi,, v. Cid accade ogni volta che P sia

'OI'Igme di due (o pit) rami linenri. Ma, in tal ecaso, se si

L

vuole che %, v denotino I numeri del punti doppi esistenti
su €', C, occorrerd contare il contributo relativo a P; e con-
tarlo lo stesso numero di volte in v ed in 7',

Tutto gquesto diventa pill chiaro e significativo, se si sup-
pone che la corrispondenza 7 appartenga ad un sistema
continno { T}, la eui corrispondenza generica sia rappresen-
tata su I da una curva irriducibile 7, pm'a. di punti multipli.

Siano = il genere di T, 7, %' i numeri dei contatti i 7
colle K, L,, che toccano 7' (o meglio le somme degli ordink
di quei contatti). Allora (n, pree.): o

7+ 2(p — 1) =21 — 2, %’+20&(1:’-]):25—2.

Quando T tende alla curva 7, di genere w, col punto
doppio P, il genere i 7' si abbassa generalmente di’ un’unitd
(e precisamente di una sola unitd, se P & origine di due rami
lineari). Lo si riconosce subito con una proiezione generica
di 7, T sopra un piano, tenuto conto che il punto doppio P/,
che la enrva 7", proiezione di 7T, possiede in corrispondenza
a P, non proviene da un punto doppio appavente di 7, onde
ess0 non & limite di aleuno dei punti doppi della eurva 7" pro-
iezione di 7 (). 8i ha dunque, in generale

L= T =— 1.
Counsiderando i numeri #, % dei punti doppi delle vL,, vi
esistenti su 7, mercd le precedenti relazioni e le analoghe:

N+ 2¢(p—1)=2r — 2, 7' 4 22(p — 1)=2m—2,

(Y} Pitt precisnmente: Se I ata in 8. o si proiefta soprn un piane,
dallo spazio ©, ad » — § dimensioni, lo spazio proiettante QP non puo
esger limite dl un Sr—s useente dn Q o bisecante di 7, perché se no QF

sarebbe altresi limite di nno spazio bisecante di F, ed il punto I non
sarebbe semplice per la snperficie.
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visultera pertanto:

0 — b B>
o n=n—2, y=7n—2
e guindi:

N — =0 —1 = 2a(p = 1) — 2alp —1).

Se vuolsi che i nuiveri che compaiono nella formula i

ZBUTHBN si conservino immutati, qnando 7 va in 7, occor-
rerd dunque contar due volte, nel rispettive gruppo di dira-
mazione, ciascuno dei punti costituenti la coppia dei punti
i diramazione omologhi.

A tale convenzione ei atterremo anche se T non & suscet-
tibile di vaviave in un sistema continno, ed enuncieremo per-
tanto

Quando nelle corrispondenza T, fra C, ', havvi una coppie
di punti @i divramaszione omologhi, essi contan generalmente due
volte nei vispettivi gruppi di diramaszione (e percid anche net
rispettivi gruppi di punii doppi). _

La couclusione si estende. Suppongasi che il punto P pro-
duea sul genere di 7' I’abbassamento « (*) e sia p la molte-
plicitd (’intersezione in P della I, uscente da P, ¢con nno ge-
nerico dei rami di 7} che hanno "origine in P. Allora il punto

o di C conte 2a +-E(p — 1) volte fra ¢ punti di diramazione

esistenti su €, ove il sommatorio & esteso a tubti i rami di T
uscenti da P. ‘ '

E Esaminiamo brevemente I’ipotesi «) della riducibilitd di T
Supponiamo ad es. che T si'spezzi nelle cortispondenze irri-
(_lucibili T,, T, e sia P un punto comune alle curve T, T,.
Se T appartienc ad un sistema continuo § 7'}, la cui eurva
generiea T sia irvidueibile e priva di punti multipli, si con-
clude come nel caso in cui la curva limite acquistava un
punto multiplo, senza spezzarsi. B ciog, indicato con « I’ ab-
bassamento prodotto da P sul geunere di 7, e con p la mol-
teplicitd d'intersezione in P della I{,, nscente da P, con uno
.generico dei rami di 7}, aventi P’orvigine in P, il punto x di ¢
assorbe 26 +Z(p— 1) punti di divamazione della corrispondenze
variabile T, allorché queste tende a 1. '

(% 81 vuol dire l'abbarsamento prodotte sul genere di wna carva
piana, che acquisti an nwore punto multiple delln composizione di P (nel
senso che verrd precisalo nel capitolo econcernente In composizione delln
singolarita), Si vegga anche il n, 83.
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Con tale regola si valuterd la molteplicitdh del punto di
diramazione 2, anche quando T sia una corrispondenza isolata.

1! caso generale & che le curve T,, 7, passino per P
semplicemente, senza tocearsi, e che le K,, L, uscenti da P
non tocchino, neppur esse, lo T,, T,. Allora e=1¢ = 1,
onde si pud enunciare:

Quando la corrispondenza T, fra O, ¢, & riducibile, ciascuno
det punti delle due curve, costituenti le coppie comuni alle cor-
rispondenze in cui T si scinde, conla generalmente due volte el
rispettivo gruppo di diramasione (o nel gruppo dei punti doppi).

Tsaminiamo infine il caso in cui non & soddisfatta 1'ipo-
test ¢). Riandando al procedimento dimostrativo delia formula
di ZrUTHEN, apparisce chiaro che 7, %, designano i numeri
dei gruppi Y od X, omologhi rispettivamente di un punto x
di ¢ o di un punto y di ¢, dotati ciaseuno di un punto
doppio. Generalmente questi numeri s’ identificano coi numeri
dei punti doppi esistentl su ¢’, ¢, perché un punto che sia
doppio per un Y o per nn X, non lo & per altri gruppi
analoghi; come un gruppo ¥ od X, cle contenga un punto
doppio, non ne contiene generalmente altrl. Ma'se, per con-
verso, un punto di ¢’ & dopplo per p gruppi Y, esso dovri
contarsi p volte, nel formarve v; come, se un gruppo Y con-

“tiene v punti doppi, esso dovrd contarsiy volte fra i gruppi ¥

dotati di nu punto doppio.

Naturaimente un medesimo punto doppio puo presentare
le eventualith corrispondenti ai easi in cul non son sodili-
sfatte le ipotesi «), b), come quelle ora considerate. Allora
la molteplicitd di quel punto, nel gruppo dei punti doppi,

risulterd dalle simultanea applicazione delle vegole esposte.

Con queste avvertenze, il numero del punti doppi, contati
ciaseuno. colln debita molteplicitd, eguaglia il nuwmero dei
punti di divamazione, e s pud procedere come se I"ipotesi ¢)
fosse soddisfatta.

Un caso particolarmente notevole, in eui occorre applicare
Ja regola ora esposta, & quello nel quale nna delle corrispon-
denze T, 7!, od entrambe, sono composte con involusiont.
Precisiamo questo concetto, '

Al punti 2 di ¢ rispondon su ¢’, mediante 7, gruppi Y
Ai « punti, formanti una serie algebrica oo, I, Se
gruppo generico ¥ proviene da un solo z, Iindice di &' (nu-
mero degli ¥ per un generico y di ¢’y & a,=a Ma pud
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darsi che 1un generico ¥ provenga da f > 1 punti z, 1 quali
in fal easo, al variare di ¥, deserivon su € un'involuzione Th -
Ogni Y passaute per un dato punto y di C’, da luogo ad un
gruppo di v} ed il gruppo degli « punti ¥, corrispondenti a
quel punto y, vien cosl costitnito da a, gruppi dell’involuzione.
Percio o, =a:p.

La serie del gruppi X di « punti, corvispondenti su ¢,

mediante 77, ai punti di ¢", & composta con 1hs nel senso
che tutti i gruppi X passanti per un generico & di ¢, passano
In consegnenza pei p— 1 coniugati di 2 nell’involuzione T
Le corrispondenza T dicesi pereid composta coll’involusione v, .

Si posson costruive agevolmente esempi di eorrispondenze
In cui & composta Poperazione direbta o la inversa o entrambe.
Hd ecco come,. '

Sia € una curva contenente una Tus vappresentata bira-
zionalmente dai punti di una eurva F, e ' sia un’altra curva
algebriea. Posta fra i punti di T, ¢' una corrispondenza aige-
brica («,, «), nasce in conseguenza una corrvispondenza (e, o)
— ove a=a,p — fra 0, ¢, e questa corrispondenza & com-
posta su € coll’involuzione Y. Similiente pnd costruirsi
fra €, ¢" nua corrispondenza che sia compostn  soltanto
sulla ¢, a

Se'poi €' & una curva eontenénte un’involuzione T e ¢
ung curva contenente un’involuzione iy € Iy TV son due carve
imagini di queile involuzioni, una corrvispondenzu (e, «',) posta
fra T, I”, d& luogo ad una corrispondenza {2, 2') — ove e =a,p,
@ =o'y — fra C, C', composta, su C, colla Ty @ su O colla T -

Suppongasi dunque che la nostra corrispondenza 7T («, o)
fra €, O, sia composta su ¢ con m’ involuzione 7y Ui ordine
#=1 (sicché T' sard semplice su C, se p— [), e su ¢ con
un’involuzione Th Qordine p'=1; e sieno &, & i numeri dei
panti doppi della corrispondenza, esistenti rispetiivamente
su ¢, €. Allora, in forza della regoln ultimamente esposta,
sard = pd, 7' =¥ ; e cid perchd ogni punto doppio ¥,
esistente sn €', & doppio per p gruppi ¥, i quali coincidono
nell’ unico groppo associato ai punti di ¢ appartenenti al
ErUpPPo &, Tsy.y X di vy, individuato da un punto di dira-
mazione omologo di . Ciascuno dei punti B,y By,.., op risnlta
di diramazione. .

La cosa si vede chiaramente riferendosi all’ente o' H:
nell’involuzione d’ordine o', che corrisponde su H ai puuti di €,

——

._.k.,.__
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risutta infatti doppia ognnna delle coppie (2, ¥),..., (zn, ¥). Con-
cludendo:

. Quando la corrispondenza T fra C, O sia composta, su C,
con wn’ involusione @' ordine p (= 1) e, su €', con un’involuzione
d'ordine |\ (== 1), ove si voglia che &, ¥ denotino i numeri dei
puntt doppi esistenti suw (", C, la formule di ZRUTHEN va Mmo-
dificata scrivendo:

pe — W& =2a(p’ — 1) — 2o/ (p — 1),

I nuwmert dei punti di diramazione esistenti su O, ¢’ sono
invece = p8, 7' = p'¥. »

69. Corrispondenze algebriche sopra una curva. Prodotto
¢ somma di due corrispondenze. — Consideriamo ora in modo
particolare le corrispondenze fra dne curve sovrapposte, ciod
fra i punti di una medesima curva sostegno €, a ciascun dei
quali si applica la corrispondenza 7' o Ia sua inversa T,

Indicheremo in modo generico con «¢ un punto di ¢ e
con Y, X i gruppi degli omologhi di « rispettivamente nella
7' o nella sua inversa 7.

Vicino al ben noto concetto di prodotte ST di dne’ corri-
spoundenze S, 7 il quale non & che un caso speciale del con-
cetto di prodotto di due operazioni qualunque, applieate ad
insiemi di elementi, ed associa pertanto ad un « i punti di €
cul si perviene applicando successivamente prima la S eppoi
la T, porremo il concetto di semma di due corrispondenze.

Per somma S+ 7 delle 8, 7, infendiamo la corrispondenza
ottenuta associando al punto variabile ¢ 1’insieme dei -punti
che gli corrispondono nelle S, 7.

Tanto il prodotto, guanto le somme di due corrispondense
algebriche, sono ancora corrispondenze wlgebriche.

Pel prodotto la cosa & pressochd evidente, giacehd le
operazioni che conducono dal generico punto di ¢ ai sunoi
omologht nelle corrispondenze 8, 7, sono algebriche, e quindi
il loro insieme & pure un’operazione algebrica (Noz. introd. I).
Quanto alla somma, per giungere ail’analoga coneclusione,
basta pensare alla superficie algebrica F rappresentante le
coppie di punti delle eurve, che s'intendono sovrapposte
nella ¢ (n. 61): le corrispondenze 8, 7' son rappresentate da

due curve algebriche & racciate su F, e la corvispondenza S+ 17
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é l'q)plesanmta dalla cury a, pure algebriea, costituita dal-

"insieme delle due precedenti.

La definizioni di somma e di prodotto si estendon subito
a quante si vogliano corrispondenze. In particolare la somma
di % corrispondenze identiche a 7', si rappresenta col simbolo
LT, e si chiama il multiplo secondo k della corrispondenza T.

La somma di due o pilt corrispondenze & ecommutativa;
mentre il prodotto generalmente non lo & Tanto prodotio
che somma godou perd della proprietd associativa.

Sono evidenti le relazioni:

8) . (STt =18, (S T)"' =84 T
Ad esse devesi aggiungere la relazione: -
(9) i (BTt = kT

Questa pud considerarsi come una conseguenza immediata
della seconda delle (8), allorehé 7' appartenga ad un sistema
continuo di corrispoudenze, per guisa da poter riguardare k7’
come limite di k corrispondenze, che vengano a coincidere in
una medesima. La cosa apparisce altresi evidente, quando si
-appresentino le corrispondenze fra i punti di ¢ colle curve
tracciate sulla superficie F, poc’anzi considerata, giacché la
inversa di una data corvispondenza, rappresentata da una
carva A, vien rappresentata dalla curva B, omologa di 4
nella trasformazione involutoria esistente su # (n. 61, Oss. 2);
e quindi, se A si conta & volte, anche B deve contarsi lo
stesso numero. di volte. ' :

Daltronde, il teorema del n. 64 fornisce una dimostra-
zione diretta ed immediata delin (9).

Ossprvagione 1. — Il prodotto di due corrispondenze-

irriducibili & peneralmente . irriducibile; la somma invece &
sempre ridueibile. .

OssErvazioNs 2" — Hvidentemente i concetti di somma
e di prodotto, e le proprietd le]dtive, valgono anche nel caso
di due curve distinte.

70. Definizione generale delle corrispondenze a valenza, nnche
negativa, — Nel n. 62 abbiamo vedufo che le corrispondenze
fra i pinti di una curva €, le quali sieno rappresentabili con
una sola equazione, godono (i questa proprietd caratteristica:
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Detta 7' una siffatta corrispondenza, esiste un intero y =0
(valenza della corrispondenza), tale che, indicato con Y il
gruppo degli omologhi del punto generico @ di C, nella T}
il gruppo Y + ye varia in una serie lineare.

Ora il concetto di valenza pud esbendelsl considerando
anche corrispoundenze a valenza negativa. Se una corrispon-
denza T gode della proprietd che il gruppo, effettivo o wir-

tuale (pag. 109) Y -+ ya, ove y sia un intero positivo, nega-

tivo o nullo, varia in una serie lineare, effettiva o virtuale,
si dird che 7" ha la wvalenga y. Naturalmente, se y <0, una
siffatta eorrispondenza non sard rappreseuntabile con una sola
equazione.

Oonsiderata un’altra posizione «/, del punto a, ¢ indicato
con Y’ il gruppo corrispondente, la definizione viene espressa
dalPequivalenza; :
Y+vya=Y +yd.

Se ¢ cwrva ¢ . non & rasioncle, la corrispondenze I’ non
pud avere une seconda valenza, diversa da ¥.

Se, infutti, 7" possedesse anche la valenza y'== v, verrebbe:

Yi-1a=Y +vd,
che, confrontata colla precedente, porge:

(v — 7)o = (v — Y,
ossia
foa = ke,

con k intero positivo (> 0) ed «, « punti qualunque di C.
La serie lineare g7 (k=1), che contiene tutti i gruppi fa,
non & evidentemente composta; epperd essa pud imaginarsi
segata sopra un modello proiettivo T, di €, appartenente
allo 8,., dagl'iperpiani del suo spazio. Per ogni punto di I
vi & un iperpiano che ha eon T, in quel puuto, moltepli-
cith d’intersezione k==» Se il punto & generico, quell’iper-
piano non pud dungne che coincidere coll’iperpiano oscula-
tore, e dovrd percid risultare k=1 (pag. 90). Ma allora T' &
una curva razionalé normale (pag. 112). .
Effettivamente, se la cnrva & rvazionale, ogni corrispondenza

& a valenza nulla, e, se vuolsi, a valenza arbitraria. Ma la con-

siderazione di una valenza non wulla & in tal case irrilevante.
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71. Operazioni sulle corrispondenze a valenza. — Dimo-
striamo che:

La somma di due. corrispondense T,, T, &i valenze Tis Tas
e la valenza v, -, . o

) poe . - .

Sieno ,Y‘-’ Y, i gruppi degli omologhi di «, ¢ in T,
ed Y, Y, i gruppi degli omologhi degli stessi punti in 7.
Risnlta allora: ‘

Y, +ya= Y/ +1.6, Y, +1.0=7T, 41,0,
¢ (nindi, per addizione;
(Y, + Y,) ti+rde=(Y/ +7,)+ (t, + 1.0y

che dimostra il teorema,

Il prodotio di due corrispondense di valenze Yoy Tay e la
valensa — v, v,. :

Conserviame le precedenti notazioni e indichiamo inoltre

con Y,y Yp,..., ¥y 1 punti del gruppo Y, con y/,..., ¥, quelli.

i Y; e infine con ¥Y,,, Ys; i gruppi omologhi di y,, ¥/
nella T',. Sussistono allorn le: '

Y +ra=Y'+714, Yo t+1y: = Yén‘."" le?/i’a (t=1,..., B),

dalle quali seguono:

i i
X, 41 1.0 = T ¥, 1,7, ZY‘-’,i’*I‘TeY1 EEY‘J’.i‘E‘in"
i=1 i=l

Sottraendo a membro a membro le ultime due equiva-
lenze, viene:

B B
2o vre= Y Yi, — 11,4,
=1 i=1
che dimostra il teorema enunciato.

OSSERVAZIONE., ~— I7unitimo teorema ci poune in grado. di
affermarve che corrispondenze a valenza negativa (e percid
non rappresentabili con una sola equazione), esistono sopra

ogni curva; bastando, per ottenerne, fare il prodotto di due
corrispondenze a valenza positiva.

72. Determinazione del gruppo dei punti uniti in una cor-
rispondenza a valenza zero. — Sia. 7' una corrispondenza a
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valenza zero, sulla curva €, la quale, senza restrizione, rispetto
al carattere invariantivo della quesfione, possiamo supporre
plana e di equazione carfesiana:

. ,f(a;[g m-_u_) =0.
La T & rappresentata (n. 62) da un’equazione del tipo:

(10) P,y T Yuy Y) =0,

e un punto x dato genericamente su O, determina, mediante
la (10), una ecurva D', che non passa per quel punto,’e sega
su ¢, fuorl di un gruppo ¢ & intersezioni fisse, il gruppo
dei B punti omologhi di z. Similmente, dato su ¢ generica-
mente 3, la (10) definisce una curva D, che non passa per ¥,
¢ che stacea su O, fuori di un gruppo R d'intersezioni fisse,
il gruppo degli « punti omologhi di y mella corrispondenza
7!, Cid perché l'inversa (i una corrispondenza a valenza
zero ha la sfessa valenza (n. 63).

Per avere i punti uniti della 7’ occorre porre nella (10)
x =1y, ¥, =1Y,. Si ottiene cosi I'equazione:

.(]'1) Y@, %5 Ty, 2,) =0,

che & di grado m—+ m' nelle z,, %, se la (10) era di grado m
nelle z,, 2, e di grado m' nelle y,, vy, (*) '

Come & & gid osservato (n. 62), le curve D’ appartengono
ad un medesimo sistema lineare, che ha su € il gruppo base @:
per ogni punto fisso O delle D’ si deve considerare ognuno
dei rami di €, di cui quel puuto & origine, e contare O in @,
come origine del ramo, tante volte quant’& la molteplicita
d’intersezione di questo colla generica D’. Similmente si de-
finisce il gruppo base R del sistema lineare di curve d’or-
dine m, che contiene le D,

Consideriamo il sistema lineare I, di cuvve d’ordine m - Y,
definito dal gruppo base @+ R. Vogliamo con ¢id dire che per
ogni punto 0, il quale, come origine di un ramo & di €, conti
rispettivamente y, v volte entro i gruppi @, R, la generica curva

(!} Supposto (i aver preventivamente assoggettato la curva O ad.una
trasformazione omografica generies, si pud ritenere che né aleuno dei
panti dei gruppi @, B, nd aleuno dei punti uniti di 7, cada all’infinite.
La (11) sard allorn effettivamente di grado m -+ m', ¢ non minore,
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di % deve avere in O, con 2, molteplicitd d'intersezione p—-v.
Al sistema % appartiene evidentemente ogni eurva composta
con una D e con una D', ed esso si chiama pereid la somme
dei due sistemi lineari, contenenti vispettivamente le De le D',

Al sistema X apparbrene anche la curva (11), Consideriamo
infattile due serie di potenze d’un parametro, che costituiscono

la rappresentazione di 8, e chiamiamo il parametro con ¢

oppure con 7, secondo che 2 si riguarda come luogo di punti ¥
0 come luogo di punti » (*). Dire che la generieca D’ ha con
€ in O molteplicitd @’ intersezione p, equivale a dire che, so-
_ stituite nella (10), al posto di y,, ¥,, le dus serie di potenae

di ¢, lungo la curva irriducibile €, si annullano i polinomi
in w,, %,, che coskituiscono i coefficienti delle potenze di ¢
inferiori a z*,

L’equazione :

(12) flw,, @), ©) 9,5, B 4 o 4G, (3, B)0 ] -+
| “+ &%, T (e, , w0 =0,

a cui si ridoee la (10),-al variare di ¢, rappresenta la curva I
corrlspondente al punto y moblle 81 &8,

Poiché questa D ha con 3 in O molteplicitd 4’ intersezione v,
se nella (12) al posto delle z,, =, si sostituiscono le serie (11
potenze del parametro t, la prima parte del primo membro,
confenendo a fattore f{z , %), svanisce identicamente, e ne]la
parte vestante dovranno spavire i termini che contenoono
potenze di v inferiori a v. Avremo pert‘mto una serie doppia
del tipo:

(13) T AT L) P (e - de Y - L ) - == 0,

la quale non & altro che il visultato della sostituzione simul-
tanea, nella (10), delte serie di potenze di <, al posto di x,, %,
e delle serie di potenze di t, al posto di ¥,, y, (%)

Se infine nella (13) si pone =<, si perviene alla serie
medesima cui si perverrebbe dalla (11), ponendovi le serie
di potenze di <, al posto di #,, a,.

i) Bi sottintende che Porigine O del ramo corrisponde at=00t=0
ed 1-puntl di & ai punti interni ai eireceli di convergenza (eguali fra loro)
delle serie in ¢, T

%) Il ecampo di convergenza dl tale serie doppia & costituito dalle
coppie di punti interni ai circoli di convergenza delle serie in 4, .
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Con tale sostituzione, si ottiene dunque dalla (11) la seric:
(14)  #(aw’ 4-bv' " 4 L) T er + AP - L) A =0,

¢ questa prova che la (11) ha in O eon & molteplicitd d’inter-
sezione p--v, se a == 0, molteplicith maggiore, se «=0. La
conclusione & che la (L1) appartiene a X.

Vediamo qual’é il significato geombetrico dell’annullarsi
della costante @. Ragioneremo non escludendo che uno od’
ambedue i numeri g, v possmo esser nulli. Quando p=v=20,
il punto O, che si consldera, & distinto dai punti base del si-
stema 2. )

Perché il punto O sia unito, come origine del ramo 3,
occorre e basta che la molteplieiti «(’intersezione con 3, della
curva D corrispondente al punto y mobile su 3, quando y
va in 0, diventi maggiore di v, p. es. egnale a v 4" (v'=1).
B invero, allora e solo allora, dei punti 2 omologhi di guel
punto ¥y, ce ne sono v’ che si muovono su 3, tendendo ad O
iusieme ad y. Onde, conformemente al n. 23, il punto O riesce
in tal easo unito,

Per trovare v basta dividere i due membri della (13) per t*

" ¢ passare al limite per £==0. 8i vede cosi che v'=1 allora o.

solo allora ¢he «=0: v’ viene inoltre egnale al numero dei coef-
ficienti suceessivi «, b,... della prima serie in <, che sono nulli.

Noi converremo di confare, nel gruppo dei punfi uniti
di 7, un punto O di ¢, che sia unito per la corrispondenza,
tante volte qnant’® 1’eccesso su p-+-v della molteplicitd di
intersezione della curva (I1), col ramo di cni quel punto si
considera origine; e ¢id per ogni ramo di cui il punto stesso
sia origine. In altri termini la molteplicitd del punto unito
considerato, in quanto origine del ramo &, & fornita dal mi-
nimo esponente a cui comparisce t nello sviluppo :

(at-br4- )+ te +di+ )+ ... =0,

che si ottiene da (14) dividendone i due membri per <F+", Ii
punto unito conterd semplicemente se ¢« =0 e b+c==0;
conterd doppiamente, se «=0, b-+¢==0 e non & nullo il

o

coefficiente di *; ecc. ece. ().

() Se ne deduce gia p. es. che, 8¢ la corvispondenza T & simmetrien,
¢ quindi b=¢, il punto unito contn due volte (almeno) allora ehe b=0c=0,
ciod quando v'==2, Pertanto condizione necessaria e sufficiente pevché il
punto unito sia semplice, & che v =1,
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Ci riserviamo di interpretare geometricamente, nel n, sue-
cessivo, la molteplicitd di un punto unito, cosi da svineolarla
dalla particolare rappresentazione analitica, e da darle un
contenuto invariantivo vispetto alle trasformazioni birazio-
nali. Qui possiamo gid dire che, contando ogni punto unito
nel modo sopra indieato, il gruppo U dei punti uniti di 7

viene ad essere staccato, fuori del gruppo base Q@+ R, da .

una curva (11) appartenente al sistema lineare somma di
- quelli ehe contengono le D ele D'; epperd, indicando con ¥
il gruppo staccato su O, fuori di @, da wma generica D', e
con X il gruppo staccato su C, fuori di E, da una generica
D, viene: :

(15) , U=X+7%,

che si esprime in parole cosi:

Il gruppo det punti vaiti di une corrispondenze o valenza
Zere, sopra una curva, equivele alla somma dei gruppi costi-
tuiti dagli omologhi di un punto delle curva, nelle corrispon-
-denge divelta ed inversa. o

OsSERVAZIONE 1% — Se u & il numero dei punti uniti di 7'
ed «, 3 ne sono gl'indici, dall’equivalenza (15). segue:

(16) w==a -} f.

O8sERVAZIONE 2. — Quando la curva € riducasi ad una
retta, ogni corrispondenza 7', ad essa appartenente, & a valenza
zero, e, dette z, ¥ le coordinate di due’ punti corrispondenti,
la T vien rappresentata da un’ equazione della forma ¢(z, ) = 0.
Su tale equazione & immediatata la vérifica del precedente teo-
rema. La (16) esprime in questo caso il principio di corri-
spondenza di CHasLES. Il trasporto diretto di questo priuncipio
da una retta ad nna curva razionale qualungue, & altresl im-
wediato, trattandost di proprietd invarianti per trasformazioni
birazionali.

73. Tavarianza della molteplicith di un pinto unito d’una
corrispondenza a valenza zero, di fronte alle trasformazioni
birazionali della curva., — Nel n. pree. abbiamo definito la
molteplicitdh d’un punto O d¢i €, unito per la corrispondenza
T (@indiet «, § e di valenza zero) come I’ eccesso 4, su p+-v,
della molteplicitd d’intersezione in O del ramo 5 colla curva (11),
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Ripetiamo ancora una volta che si tratta soltanto della molte-
plicita di O come origine di 5: non si esclude ciod che O possa
essere unito, anche come origine di gualehe altro ramo.

- La definizione precedente, & legata al particolare modello
proiettivo della curva €. Nou & a priori detto che, se ei riferisce
ad un altro modello piano ", birazionalmente equivalente a €,
e sl considera 1’equazione, avaloga alla (11), della corrispon-
denza T", trasformata di 7', le molteplicitd che ne vengono
definite pei punti nniti di 1, 1 quali corrispondono birazio-
nalmente ai punti uniti di 7', sieno le medesime, per le eoppie
di punti uniti omologhi,

B quanto ei propeniamo di stabilire in questo numero.
Conserviamo tutte le notazioni del n. prec., e indicate con

8(3"1 y By) = 0, “’J(?h y Yy) = 0,

le equazioni rispettive di due curve generiche del sistemi
lineari cui appartengono le D o le D', poniamo:

‘ bz, , Y3 Yy, yz):e(xla 2y, , Yy} (')
Allora:

!']"(‘vu Wy Ty, xe) — e(xg 3 x2)n(ﬂ"1 y mg) = 0;

sard I’equazione di una enrva di Z, avente esaftamente, nel
punto base O di Z, la molteplieitd @ intersezione u+v col
ramo & (e analogamente per tutti gli altri rami di O, che
hanno Te loro origiui nei punti base di Z).

Consideriamo 1’equazione :

(17} (%, %, ; Yisy Vo) -+ Mz, %, ; Yoy Yo) == 1)

ove A & una costante generica. Dato genericamente v su C,
la (17) rappresenta una curva @ ordine w', del sistema lineare
che contiene le D', e tale eurva non passa per x, perchd, se
vi passasse per A generico, vi passerebbe anche per A =0,
Analoga conclusione vale per y generico su . La (17) rap-

presenta dungue una corrispondenza §, di indici «, B o di

valenza zero, la guale muovesi in un sistema continno, al
variare del parametro A, riducendosi a 7’ per A =20,

(*) L’ equazione - &z, , #; #,, g} =0 rappresentn una corrispondenza
degenere, nella guals ad non generico x di O rispondono le § intersezioni
fisse di C colla n= 0, fuori del gruppo @, ¢ ad un generico ¥ le « inter-
sezioni di € colln 8 =0, frori @el gruppo .

Severi - Geometria aigebrica - 16
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- Pongasinella (17) y, ==, y,—=,, cosi da ottenere Pequazione:
(18) :p(:?:“ Ty3 Wy, 2‘.2) -t )‘(p(mn Tyy ¥y, .‘32) - 0:

determinatrice dei punti uniti di 8. Al variare i 2, la (I8)
rappresenta un fascio di eurve, la cui eurva generiea ha con 3,
in 0, molteplicitd d'intersezione esattamente eguale a p-+v,
perché cosl accade per la particolare curva del fascio corri-
spondente a ) == s (e analogameute per gli aliri rami nscenti
dai punti base}, T'anori del punti base di I, le interseziont di ¢
colla (18), per A generico, son esattamente a—-f distinte tra loro
(pag. 55). Onde la §, per A generico, ha o < punti nniti distinti.

Facendo tendere A a zero, pel significato stesso di moltepli-
cith d’intersezione di una curva con un ramo (pag. 85), ¢ punti
mitt di § tenderanno ad O sul ramo 3.

Si coneclude pertanto che:

Ogni corrispondenza & valenza zevo T, dlindici «, B, sopra
une curve C, appartiene ad un sistema continuo di corvispon-
denze degli stessi indict, @« valensa gevo. La generica S, di queste
corrispondenze, ha o —4- § puntt uniti distinti, e, quando S tende
a T, la molteplicita di un punto wnito di T, come origine i
un deternvinato ramo 3, vien definite dal numero dei punti
wniti di 8, che tendono ad O su 8. ]

Questo teorema contiene senz’altro la invarianza della
molteplicitd del punto unito 0, di fronte alle trasformazioni
birazionali della curva, perchd la definizione ch’esso consente
di tale molteplicitd, ha manifesto caratters invariante.

74. Regola di ZuUrHEN per valufare la molteplicith di un
punto unite 4’una corrispondenza & valenza zero. — Atteso il
carabtere invarviante della molteplicitd del punto unito O (si
mantengono ancora le notazioni del n. 72), ¢i potremo, senza
resbrizione essenziale, riferire al easo in eni C non possiede
che rami lineari [basta p. es. assumere un modello con soli
nodi; (pag. 77)]. Potremo anche supporre I’ ovigine deile coor-
dinate in O e gli assi coordinati in direzione generiea, posto
che il cangiamento degli assi non muta la molteplicitd del
punto, il cui earattere intrinseco & ormai acquisito.

Cosi il ramo & sard rappresentato da sviluppi in serie del tipo:

{ oy =ht4-.. (haR0) |y, =N ..
aﬂ:z_——uk’i‘—i—... (=0 | y,=kt ..

secondo che si peusa come luogo di punti 2 o di punti 9.

(19)
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I’equazione (13), liberata dal fattore tFz?, diviene:
D, ) =(a+br+..) 4+ e+ did )+ .= 0,

e rappresenta la corrispondenza indotta da 7' fra i punti di 3.
Naturalmenste, perehé ad un punto di 8, concepito come punto
o come punto ¥, corrisponda qualehe altro punto di 3, da con-
cepirsi rispettivamente come ptnto ¥ o come punto =, occorre

Dire che 0, come origine di 3, & puuto unito i-plo, equi-
vale a dire che I'equazione @(t, 1)=0 ha Ja radice i-pla t=0.
Ora la ®(0, ©) =0 ha uva radice =90 di molteplicitd v', eguale
al numero dei punti & di & omologhi di un ¥ del ramo stesso.
Per y prossimo ad O, ciod per t prossimo a zero, gnesti v’
punti & corrispondono (secondo nn teorema gid citato a pag. 86)
-ad altrettanti valori 7., t,,.., v, di 7, i quali souno distinti,
verificano I’equazione ®(t, ) =0, e tendono a zero insieme a ¢.

In un ecampo costitnito da coppie di punti interni a due

ES cireoli eonvenienti di centri t==0, =0 (sni rispettivi piani

complessi ¢, 1), all’equazione ®(f, 7y =0 potrd sostituirsi, a
meno di un fatbore non nuilo nel campo stesso, 1’ equazione ():

(=)t — %) (F—1,) =0,
e quindi alla ®{, 1) =0, I’ equazione :
E—) — %) (f— ty) =0y

sicche 'ordine ¢ della ®(¢, 1) vispetto a ¢, risulta eguale alla
somma degli ordini, rispetto a ¢, delle differenze t—-=,,

A

:5_ Ora dalle (19) segue che la differenza ¢t — =, (i=1, 2,... v')

ha lo stesso ordine infinitesimale, rispetfo a ¢, delle diffe-
renze ¥y, — ¥, y,—af tra le coordinate omonime del punto y
¢ del punto 2, corrispondenti ai valori ¢, v; dei parametri,
e quindi anche lo stesso ordine di

V (?)'1 - mii))z -+ (yz - 9;;’:))27

che misuwra la distanza (*) dei punti ¥ ed «®. Similmente,
essendo y,, y, dello stesso ordine di ¢, anche Vi’ ¥, che

(") Cir. Biancay, loe. eit, § T4; PiNcHERLE, loc. cit, pag. 213.

(*) La quale sard generalmente un numero complesso, Se voolsi, alle
yuantith complesse, che entrano in ginoco, pesson sostituirsi i lere modali,
in quanto gli ordini d’infinitesime non s'alternno.

e hasta che @ =0, cioé che O sia punto unito come ovigine di 5.
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misura la distanza da O ad ¢, ha ordine di ¢ Pert anto t
risnlta eguale alla somma (]60]1 ordini delle dlstan?e

V(y, — o) +(y, —af)? (i=1,.., ¥},

prendendo la distanza Vy! -+ 42 come infinitesimo principale.

B si conclude colla regole di ZBUTHEN :

Por valutare la molteplicita di un punto unite 0, di wne
corrispondenze « valensa zero, sopra wna enrre, convien rife-
rirst ad un modello proiettivo € privo di rami superlineari.

Allora 0, come origine di un determinato ramo di C, conla,
Jra @ punti uniti, tante volte, quant’? la somma degli ordini
mfinitesimali delle distanze fra wn punto P del ramo ed i
suot omologhi, ivi variabili, presa la distanze OP come infini-
tesiino principeale.

75. Estensione ad una corrispondenza qualungue. Corrispon-
denza complementare di una data, — I risultati dei nn. 73, 74
posson estendersi ad una corrispondenza 7' qualunque, d'in-
dici «, B, fra i punti della eurva C.

All'uopo conviene introdnrre il concetto di corrispondensa
complementare di una data 7. Sulla curva ¢ di genere P, si

fissi nu gruppo &, non speciate, di p punti, ed une, Y,, dei .

~gruppi di § punti cerrispondenti, nella 7, ad un punto prefis-
sato @,, della eurva. Il gruppo non speciale Y, + &, individna
una serie completa gp +p1 € Pertanto per un gruppo Y, corri-
spondente ad un generico punto z di ¢, passa un gruppo di
questa serie, ed uno solo, perchd se no ¥ ammetterebbe come
residui, rispetto a quella serie, gruppi speciali di P punti,
mentre, quando x va in g, il residuo & non speciale.

Pud ben accadere che per qualche altra posizione parti-
colare ;" di %, 1l gruppo omologo Y’ ammetta residui speciali,
ma in tal caso fra questi ne resta perfeltamente definito uno,
come posizione limite del vesidno di Y per = tendente ad =,".

Si pud anzi ottenere addiritbura che tutti i gruppi residui
degli Y, rispetto alla serie 9h-+p, Sieno non speciali. Infatti le
serie non speciali complete, (11 ordine §-1- p, sono o<? (pag. 147),
mentre le serie complete distinte, individuate da gruppi Ai
3 -t~ p punti, costituiti ciascuno da un gruppo ¥ e da um
gruppo speciale di p panti, sono al pm e=P~4, perché i gruppi
speciali di p punti sono e~ ¢ uno generico di essi individna
una ¢ '
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Cosi possiamo ritenere che ad ogni 2 di €, resti associato
un gruppo & non speciale di p punti. Orbene, dico che, se T
uon & a valenza zero, nessuno dei punti di @ & fisso, almeno
se G, fu scelto genericamente rispetto a Y, .

Invero, se, comunque si scelga il gruppo &,, costituito
dal punti «,, a,,..., @, di C, sempre aceade che il gruppo &
abbia taluni puuti ececezionali fissi, siccome, variando con

coutinuitdh &,, questi punti eccemonah.non posson che muo-

versi con continuitd, o d’altra parte G, si pud far variarve,
a partire dalla posizione iniziale e ritoruandovi, in modo che
un punto eccezionale, p. es. ¢, vada a tinive in uno qua-
lanque dei rimanenti a,,..., «,, deve concludersi che tutti i
punti di &, sono eccezionali. Ossia che, variando %, ciod Y,
il gruppo & resta fisso nella posizione G’o. Pertanto i gruppi ¥
sono residui del gruppo & rispetto alla serie | Y, + &,|, ep-
perd son equivalenti fra loro, e T & a valenza zero.

La conclusione & che se 4" non & a valenza zero e ad ogni %
si associa 1’omologo gruppo &, si ottiene fra i punti A ¢
una corvispondenza {(non degenere) S, uno dei cui indiei (il
secondo) & p e aitro & un intero o, che determineremo pitt
tardi. La corrispondenza §, variabile con &, in un sistema
continuo co? di corrvispondenze analoghe, chlmlnsl corrispon-

denza complementare di 7.

Il sistema contiuno in cui essa & variabile, & determinato
dalle due condizioni seguenti:

1) Il secondo indice di una corrispondenza & i tal
sistema, eguaglia il genere p di C.
~ 2) La somma 7§ & o valenza zero.

Questo sistema di corrispondenze complementari & eviden-
temente covariente di 7', rispetto alle trasformazioni birazio-
nali della curva. ‘

Un altro simile sistema complementare si ottiene pren-
dendo eguale a p il primo indice delle corrispondenze da
costruirsi.

La considerazione della corrispondenza 8, permette un’age-
vole estensione dei rvisultati det nm. 73, 74 ad una 7, non a
valenza zero.

St fratta avzitutto di definive, in modo invariantive, la
molteplicita di un punte mnito 0 di 7, come orvigine di
un ramo & della €. Il punto O appartenga -al gruppo Y,,
ciod @, sia il punto infinitamente vicino ad O sul ramo 3.
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Scelto generieamente &,, i punti di questo gruppo saranno
distinti fra loro e da quelli di ¥,, onde. i punti uniti della
corrispondenza 7' -+ 8, esistenti nel gruppo ¥, 4- &, saranne
soltanto quelli della 7, esistenti uel gruppo Y,.

Tbbene, definiremo la molteplicith del punto 0, in qnanto
ovigine di & e come punto unite 7', assuraendola egnale a
quella dello stesso punto, come punto unito di T~ .S.

La 7'+ 8 appartiene ad un sistema continuo di eorrispon-
denze analoghe, e la generviea, R, di queste, ha tutti 1 punti
uniti distinti (cioé in numero eguale alla somma degl’indiei).
Se, quando R tende a T+ 8, vi sono certi ¢ punti uniti di B
che tendono ad O sul ramo 3, il punto O & i-plo come punto
unito ¢i 1

In particolave, si dird che 1 ha i suot punti uniti distinii
Jra lovo, se i numeri 4 cosi definiti, per ciascuno dei rami origini
dei punti uniti di 7, sono tutti eguali ad I. Qualora 1" ap-
partenga ad un sistema continuo di corrispondenze analoghe
T, e la generica di queste abbia punti uniti distinti, ne segune
subito che la molteplieita ¢ di O per 7, & il numero dei punti
uniti della generica 2, che tendono ad O sul ramo 3, allorché 7™
tende a 7'

La definizione date delle molteplicite di un punto unito
di T, he manifesto carattere invariante, ed essa permette dé
trasporiere seng’ altro ad una corrispondenza qualunque, la
.regola di ZwUTHBN.
~ Ne segue inoltre, in base alla definizione medesmm che
il numero dei punti uniti @’ una corrispondense variabile con

- continunité st conserva costante (e meno che non divenge infinito).

OssErvAzionn. — Che la regola di ZBUTHEN si possa tra-
sportare alle corrispondenze di gualsiasi specie, anzi che basti
di averla stabilita sulla vettn, per indurne la validila sopra
una curva di genere qlmlunque e per qualsiasi eorrispondenza
ivi esistente, & intuitivo. It invero, 1a regola dipende soltanto
dalle proprietd infinitesimali della curva e della corrispondenza
nell’intorno del punfo unite, sicchd s’intuisce che possa tra-
sferirsi immutata da una retta ad una curva;

Ma 1'analisi rigorosa di questa asserzione richiede Je consi-
derazioni svolte nei nn. precedenti o considerazioni eqnivalenti.

A qualche lettore potrebbe sembrave pitt espressivo il pro-
cedimeunto seguente, che & in sostanza quello originarvio di
ZRUTHEN.
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Si dimostri prima la regola per le corrispondenze sulla
reita (), eppoi si osservi che, se il punto unito O della corri-
spondenza T, data sulla curva ¢, di equazione cartesiana

fiz,, ,)=0, & origine di un ramo lineare 8, sl pud supporre

che questo ramo sia segato in un sol punto dalle paraliele
all’ asse @,, sicchd nasce mna corrispondenza biunivoea fra i
punti del ramo & ed i punti dell’asse 2,, sitnati nell’ intorno
del punto O dell’asse x,, proiezione di 0.

* Questa corvispondenza trasforma la 7' (che, per 1" ipotesi
che O sia unito, agisce anche sui punti di &), in nua corrispon-
denza T" fra i punti dell’intorno di 0’ sull’asse ,; e, poichd &

"manifesto che le distavze di una coppia di punti di %, e della

omologa coppia su &, sono infinitesime dello sfesso ordine, cosi
la regola pnod senz’altro trasportarsi dalla retta alla curva.

In tale ragionamento vi & perd un ulteriove sottinteso, che
lo ZrUTHEN non pone in lnce. Si suppone ciod implicitamente
che la molteplicitdh che vien cost ad altribuirsi al punto O,
sia proprio quella che & vichiesta per la validith del prin-
cipio di corrispondenza che si vuole stabilire (p. es. di quello
del n. 72, Oss. 1% se la corrispondenza & a valenza zero).
1 postn]'tbo wceennabo in principio dell’ Osservazione, vien
dunque trasferito a tale momento della deduzione, poichd &
chiaro che questa & lecita soltanto se si ammette che la mol-
teplicitd del punto unito, non dipenda che daile propuet& inti-
nitesimali della eurva e della eorrispondenza nell’ intorno di 0.

Tn veritd, per giustificare il postulato, occorre poter eon-
siderare la corrispondenza come limite di un’altra variabile
con confinnitd, i eui punti uniti sieno tanti, fra loro distinti,
quanti quelli indicati dal prineipio di corrispondenza, che si
vuol dimostrare. .

Bad allora si ricade sostanzialmente ne! procedimento da
noi seguito.

76. Esistenza di corrispondenze econ valenza arbitraria (po-
sitiva o negative) sopra una curva. — Sopra uva curva € si
ottiene subito una corrispondenza a valenza y=1, p. es. con-
siderando la corrispondenza (» — 1, n — 1), che associa due
punti appartenenti a nn medesimo gruppo di una gi. Una
tal corrispondenza si dird elementare.

(1) Ved. Berrini, Jperspazi, pag. 483,
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La somma i y (> 0) corrispondenze elementari, & una
corrispondenza a valenza v, e il prodotto di una corrispoun-
denza a valenza y per una corrispondenza elementare, & a
valenza —y (n. 71). Lo stesso pud divsi della complementare
di una corrispondenza a valenza ¥, berchs la somma di quella
e di questa deve essere a valenza zero. La somma di due
corrispondenze, una a valenza v e 'altra & valenza — v, di
una corrispondenza a valenza zero (*). Dunque : '

Sopra una curve esistono corrispondenze a valenza arbi-
traria (positiva, negativa o nullae).

Possiamo ora dare un’altra dimostrazione del teorema, gii
stabilito al u. 68, che ciod:

La inversa di una corrispondenga « velenza v ha la stessa
valenza,

Qui il teorema viene esteso anche alle corrispondenze a
valenza megativa,

Anzitutto & chiaro che la inversa di una corrispondenza 8,
somma di k(> 0) corrispondenze elementari, ha la valenza T,
e che la inversa del prodotto di & per una corvispondenza
elementare ha la valenza — I (efr. le (8) del n. 69,

Cid posto, sia T" una corvispondenza a valenza T (posibiva
0 negativa); X, X' ’sieno i gruppi di punti corrispondenti at

punti &, &' di €, nella corrispondenza 7. Sia infine T, una-

corrispondenza a valenza — v, composta, nel modo accennato,

mediante corrispondenze elementari, ed X,, X" i gruppi degli _

omologhi di «, & nella 77—,
, 1

Poiché la somma 7'+ 7', ha la valenza zero, tal sard pure

della corrispondenza inversa (7 4 THyt=T""4-T ' (n, 63).
Sussiste percid, accanto alla relazione :

Xi"_ i’a’EXsf

T,
Paltra ;
X+X =X+ X/

Sottraendole a membro a membro viene :
Xtvae =X+ ya,
la quale appunto prova che la corrispondenza T—' ha la valenza y.

(M TP esistenze di-corrispondenze n valonza zero consegue del resto
direttamente dal fatto che un’equazione del tipo ofw, x,; ¥, y)==0, la
quale per v =y, vy=y, non venga a contencre a fattore flz,, x,), defi-
nigee sulla curva flw,, w,) =0 una corrispondenza a valenza zero,

|
i
i
I

|
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77. Determinazione del gruppo delle coiuci:l_enie d’ una cor-
rispondenza a valenza qualangue v. Numero delle coincidenze.
— Consideriamo in primo luogo una corrispondenza elemen-
tave 7' generata da una ¢! ed Y sia il gruppo degli #—1
punti omologhi di @ nella 7'; X il groppo degli omologhi di
« nella 7', Poiche T'=1""*, i due gruppi X, ¥ coincidono.

I1 gruppo U delle coincidenze di 7' non & altro che il
gruppo jacobiano J della ¢! ; ed & facile vedere che se, come si
pud sempre supporre (pag. 113), Ia g% non ha che punti doppi,
ognuno dei 2(n—+-p—1) punti di J conta semplicemente come
punto di U, B difatti, per essere la corrispondenza 7' sim-
metrica, un punto di J non pud contare pilt volte nel gruppo
U, se non nel caso che due (almeno) degli omologhi di a,
quando « tende a quel punto di J, vengano a eoincidere con
esso (ved. n. 72 nota a pid di pag. 223); ma allora quel punto
sarebbe pitt eche doppio per la ¢t.

I due gruppi U ed J son dunque identici. Indicato con K
un gruppo canonico di €, posto ¢he X+a¢u=Y 4+« & un
gruppe della data gl, verrd (n. 34):

U=X-+Y 32+ K.

Per mezzo di tale relazione, dimostreremo il seguente teo-
rema generale ; - ‘

Sia T wne corrispondenze (o, B) « valensa v (positive, ne-
gative o nulle) sopra le curva O di geneve p; Y, X sieno i
gruppt degli omologhi di un punto ¢ della curva, nella T e
nelle T='; K un gruppe canonico di C; U 4l gruppo delle
coincidenze di T. Sussiste allove I’ equivalensa ;

(20 U= X+ Y 4- 7K -+ 2va.

La espressione numerativa di questa relazione geometrico-
tunzionale, fornisce il numero % dei punti uniti:

w=o-4-B4+y(2p —2) + 2y = a4 - 2vp.

Si ha cosl il principio di corrispondenza di CAYLEY-BRILL-
HurwITz :

Il wumero dei punti wnité della corrvispondenza T, di cui
sopre, @ espresso da:

(21) =12+ 3+ 27p.
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Dimostriamo in primo luogo la (20) per nna corrispondenza
S, somma di h corrispondenze elementari 7', T',..., I%.

" Indichiamo con Y;, e con X;, i gruppi degli omologhi
del generico punto ¢ di C, nella T\ e nella 77!, (Hsseudo
T,=T~* risulterdh ¥,=X,). Ad a, vella §, risponderd allora il
gruppo ¥,=Y, 4.+ ¥y e nella S il grappo X=X, 4.4 Xp.
Detto V il gruppo delle coincidenze di S ed U, .., U, i gruppi
delle coincidenze di T',,.., 1%, viene:

-V:. Ui T Uh-

I punti uniti di ciascuna delle 7’ posson supporsi distinti
fra loro, secondo 1'osservazione premessa al principio del
numero; e, attesa I’arbitrarietd della scelta delle serie lineari
generanti le 7;, pud anche supporsi che i punti uniti di
ogni T; sieno distinti da quelli di oguni altra. Cosl risulte-
ranno distinti fra loro anche ipunti di ¥; distinti, nel senso
gid preeisato al n. 75, che & poi il medesimo cui conduce
I’ applicazione della regola di’ ZEUTHEN. Valgono inoltre le

equivalenze:
; Uy=X;+ Y, 4+ K+ 2« (i=1,2,.., 1)

le quali, sommate a membro a membro, porgono:
V=X,4+Y,+ hEK 4+ 20,

che dimostra I’equivalenza (20) — e quindi il prineipio (21) —
per la corrispondenza 8.

Sia ora 7" una qualunque corrispondenza a valenza nega-
tiva v, per la quale valgano le notazioni dell’enunciato del
teorema da dimostravsi. Sia k il valore assoluto di v ed § la
corrispondenza, come sopra costruita, mediante la somma i L
corrispondenze elementari.

La corrispondenza 8 -7 ha la valenza zero ed essa fa
corrispondere ad o i punti del gruppo Y 4 Y,, mentre la
inversa fa corrispoudere ad « i punti del gruppo X+ X,.
Se il gruppo U dei punti uniti di 7' st definisce contando la
molteplicitd di ciaseun punto unito di I' secondo la regola
di ZeurERN, poichd tale regola vale gid pel gruppo dei punti
uniti della corrispondenza a valenza zero S - T' (n, 74) e pel
gruppo dei punti uniti di 8, il gruppo dei punti nuiti di §+ 7
risulterd la somma dei grappt U, V. B quindi sard (n. 72):

Ua-V=(X+ X) - (Y- Y,
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dalla quale, sottraendo a membro a membro la precedente
equivalenza, segue:

U= X+ Y+ K+ 2va.

Il teorema & cosi dimostrato per le corrispondenze a va-
lenza negabiva.

Sia infine 7" una corrispondenza a valenza positiva vy, per
la quale valgano le notazioni dell’enunciato, e 7" una corri-
spondenza a valenza negativa — vy (di certo esistente, n. 76).
Per la 71" valgano le stesse notazioni introdotte per la T,
salvo Vaggiunta degli apici.

Poichd la somma T + 7" ha valenza zero, se si definisce
il grappo U dei punti uniti di 7', confando ogni punto unito
colla regola i ZrurHEY, essendo che tal regola vale gid per
T+ 1" e per 17, viene:

U4+ U =X+X)+-(Y+ Y.
Ma (?altronde, per quanto precede:
UV=X+Y —vK— 2a.
Sottraendo daila prima la seconda,-si deduce:
U= X 4 Y - K - 2ya,

la quale dimostra il teorema per le corrispondenza a valenza
positiva.

Come si rileva dalla dimostrazione le equiralenza (20) ed
il principio (21) in tanto sono wvelidi, in guanto ognt punto
wnito delle considerata corrispondensa, si conti colle molte-
plicites date dalle regola di ZBUTHEN.

78. Estensione del concetto di valenza. Dipendenza fra pin
corrispondenze. — Se 7', & una corrispondenza a valenza v,
la quale faccia corrispondere al punto ¢ di € 1 punti del
gruppo Y, abbiamo detto (n. 70) che, al muoversi di «, il
gruppo Y, - y,e varia in una serie lineave (effeftiva o vir-
tuale). :
Diremo altresi che la corrispondenza T, e la corrispondenza
identica 7, che associa ad a s& medesimo, sono dipendenti
secondo 1 numeri interi (1, v,).

Se 7', & un’altra corrispondenza, a valenza v,, che assoel
ad « il gruppo Y,, ogni combinazione lineare dei gruppi
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Y, +v.d, ¥, +v,6, variabili in serie lineari, varia in una
serie lineare, In particolare varia in una serie lineare (si.sot-
tintende sempre effettiva o virtuaie) il gruppo +,Y, —v.Y,.
8i dice percid che le due corrispondenze 7', 7', son dipen-
denti secondo gl’interi (Yar — 1.} :
Questo concetto di dipendenza si pud estendere in gene-
rale cosi: '
Si dice che le corrispondenze T .., T:, date sopra una
curvae C, son dipendenti secondo glinterd (X, X,,..., &) (posi-

1w, negativi o nulli, ma non tuili nully), se, detto Y(i=1,

Zyeeey B Al gruppo degli omologhi, nella Ty, del punto @ variabile
i O, il gruppe X Y, +4-1,7, 2 Y, varie in une serie
lineare (effettiva o virtuale),

In altre parole: indicato con ¥ il gruppo associato dalla
T: ad un altro punto & della curva, sussiste 1’eqnivalenza:

MY A 0 Yy = 0 Y e 0, T

Cid si enuncierd anche dicendo che /la corrispondenze
(effettiva o virtuale) ML 4 oo 4+ 2T & @ valenza zero,

81 dice pure che una delle T, cul sin annesso un coeffi-
ciente A non nullo, dipende dalle rimanenti.

Se invece, comunque si scelgano gl’interi non tutti nullj
Aisey 2z, Dnon accade mai che MY, A= 2 Y, varii in una
serie lineare, si dice che le Py Ty sono tra di loro indi-
pendenti.

E chiaro che, se le corrispondenze T,,..., T son dipendenti
secondo glinteri (A,,..., %), esse lo sono altresi secondo gli
interi (2, ,..., ply), ove u sia un intero arbitrario non nullo.
Vale anche la proprietd reciproea, come si vedry al n. 82,
Oss. 4%

Colle locuzioni introdotte si pud dire che:

Ogni corrispondenza e valimsza dipende dall’ identitd ; e due
corrispondense a valenza son dipendenti tre lovo.

Come estensione del teorema dei nn, 63, 76, dimostriamo
che:

Se le corrispondenze T, ..., T, son dipendenti secondo gli
tnterd (A, .., Xy, le loro inverse son dipendenti secondo gli stessi
numeri,

Quando gl'interi A ,..., A, sieno tutti positivi (o tutti nega-
tivi) il gruppo 4, ¥, -1-...4- 2, Y}, (0 il gruppo — A, ¥, —...— A, Y5
¢ effeftivo, e la corrispondenza AT, 4 o2, T (0 rispettiva-
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menfe — A, 7 —...—2%,T%) & a valenza zero. Onde la sua in-
versa, che, a norma del n. 69,8 A, 7, ... 4- 2, 7%, visulta a
valenza zero (n. 63). E ¢id equivale a quanto si & enuneciato.

Se aleuni degli interi X, p. es. 2, X,,.., A,, son positivi
(o nulli, ma won tutéi nulli) e gli altri negativi (o nulli, ma
non tutti nnlli) e si pone:

Bided = — Apgdy oy Pa = — Xy,

couverrd ammettere che la corrispondenza T q - -1, Tk
non sia a valenza zero, perché, se lo fosse, lo sarebbe altresi
la eorrispondenza X T, -... 4 AT e ci si ridurrebbe subito al
caso precedente. Si pud allora considerare Ia complementare S
della corvispondenza p, 1 T4 Ty (0. 75). D'altra parte,
essendo a valenza zero la corrispondenza (effettiva o virtuale)
M AT e 0T — b Tt — o — 12 T, visulta a valenza
zero la corrispondenza effettiva AT 4+ 2,7+ S, e quindi
anche la sua inversa A, 7,—'4-"...-- 1, T~ 4 S~ Risulta in
conclusione a valenza zero la differenza di questa ultima e
della 87! 4+ P Tt - o 4+ 2 T5 Y, ossia la corrispondenza
(effetbiva o virtnale)

— — — g1
AT A 2T e M T - Dy s T e 2 05

e. d. d.

79. Relazione geometrico-funzionale fra i gruppi dei punti
uniti di piu corrispondenze dipendenti. Il principio generale
di corrispondenza. — Dimostriamo ora il teorema seguente:

Sieno, sulla ewrve C, T\, T,,..., Ty corrispondensze dipen-
denti secondo (A, Ay, Ap) @ nessune di esse possegga infiniti
punti wniti. Sieno inoltre Y, Y,,.., ¥y X,, X, .., Xz ¢
gruppi degli omologhi di un punto « &i € nelle T,, Ty,..., Ty}
T e, T ed U,y Uy Uy i gruppi dei punti wniti
di quelle corrispondenze. Vale allora ¥ equivalenza :

(22) )\lUl -1- )\2 UE + e - R]‘Uh = }‘L(Xl -+ V:Y‘-l) -+
A4 2 X, 4+ X)) - 2 ( X 4~ Y.

Sieno, in primo luogo, tatte le X positive [il caso in cui
son tutte negative riducesi subito a questo, eol cangiamento
di segno dei due membri della relazione (22)]. Basterd provave
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che un multiplo, p. es. 2,7, i una corrispondenza 7, ha
come gruppo dei punti uniti, valutati colia regola di ZpurHny,
il gvappo U, dei punti uniti di 7', eontato A, volte; giacché,
" una volta provato questo, atteso che la somma di due corri-
spondenze distinte ha come gruppo dei punti uniti, valutati con
ZBUTHEN, la somma dei gruppi dei punti uniti delle corrispon-
denze addendi, la {22} si ridurrd senz’ altro al teorema del n, 72.

Ora, se un punto unito O della 7', conta v volte, ¢id signi-
fica che, considerata Ia complementare S, di 7' ed una cor-
rispondenza a valenza zero R, dotata di puuti uniti distinti,
la quale sia suseettibile di variare eon continuitd, fino a ridursi
alla 7' + §,, vi sono v punti uniti di R,, che tendono ad 0
sul medesimo ramo 2 (u. 75).

Prendansi A, corrispondenze generiche del sistema continuo
cut appartiene R, : la loro somma R sard nna corrispondenza
a valenza zero, coi punti uniti distinti.

Facendo tendere simultaneamente quelle A, corrispondenze,
con una legge prefissata, a T, -+ S,, la corrispondenza limite
di B sard 2,7, + 2 8,, e A,v punti uniti distinti di B tende-
ranno ad O sul ramo 8. Ounde O, nel gruppo dei punti uniti
di A, T,, valutati con ZRUTHEW, conterd Av volte; epperd il
grappo dei punti uniti di 2,7, sard 2, UT,.

Se alcune delle % son negative, p. es. come nel n. prec.,
& introdurrd la corrispondenza complementare S di

g Lo e = 1, T

facendola giunocare in modo analogo a quello del n. preec. e
st concluders ancora colla (22),

La interpretazione numerativa della (22) conduce al teo-
rema: :

Se sopra una curva si hanno k corrispondenze, ciascune con
un numero finito di punti uniti, degl’indici ., B,; oty Byjen %y Bro
dipendenti secondo gl'interi (positivi o negativi) X, ,., Ay, sus-
siste 1o relasione :

(2' ) liui - )‘hu’h = )‘1(a'1 -+ Bl) 4= - )"k(ak - 13}:),

OUE Uy y.eny Uy SOM0 ¢ Numerd ded punti uniti di quelle corrispon-
denge, contati colla regole di ZBUTHEN.

OSSERVAZIONE 1*. — Se fra le L date corrispondenze se
ne trovano talune che posseggono infiniti punti uniti, ¢ sieno
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p. es. T,, T,, ognuna di tali corrispondenze & riducibile e si
decompone nella somma di una eorvispondenza (eventualmente
ridueibile) con un numero finito di coineidenze, e nell’ iden-

tith 7, contata un certo numero di volte. Oosl, se T, associa

al generico punto ¢ di C il puuto stesso contato p, volte ed
altri B, — |2, punti, distinti da a, questi son omologht di ¢ in
una corrispondenza T/, tale che:
I
T& = TII -~ pil.

Similmente la inversa T7 ' associerd ad @ il punto stesso
contato p, volte e «, — p, punti distinti da e (n. 64); ounde:
7 = Tt - P I

In modo analogo verrd :

Ty =1, + w1, Ts_;”l = T-zr_l 1, T

Indicati con U/, U, i gruppi dei punti uniti di T, 7%
la corrispondenza (effettiva o virtnale}

)\l.Ti’ —+- 12 212’ - )\31”3 —+ ... )nkT]‘._,
risulterd a valenza A p, -+ A, € quindi avremo:

WO, 4+ 2,0, 42, U A 2 U = A (X Y ) +2,(X - Y)
A (X, A V) A= Apd b= T} 200 - g 4-(A 1y -2 o) I,

ove K & un gruppo canonico di €.
La relazione numerativa eorrispondente sard :

Ayt 22y A e Mty = A (2 - B) A= Doy - fy) 4 -
-- Rk(“k + Bk) + 20‘: By J‘QP’:})P'

OSSERVAZIONE 2'. — Vedremo in seguito c¢he sopra una
curva di genere p a moduli generali le corvispondenze souo
tutte a valenza (positiva, megativa o nulla), cosicché esse
dipendono tutte dall’identitha, e che sopra una curva a mo-
duli qualunque, si pud sempre determinare un numero finito
di corrispondenze ', T%,..., %, tali che, presa un’altra cor-
rispondenza qualsiasi 7' della eurva, la corrispondenza (effet-
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tiva o virtuale) I — AT, — ... — X%, 0ve Ay, ., Ao SOD interi,
positivi, negativi o nulli, dipendenti soitanto da T, sia a
valenza zero. Ne deriva, conservando le solite notazioni, che:

U AU — 2o Up = (X A= T ) = A(X, - T,) oo A Xp - T)

la quale, interpretata numerativamente, di lucgo al princivio
’ ? 4 7
generale di corrispondenza, dovato ad Hurwirz:

w=oa—+ 4 Ae 4 A, - Aotp,

ove i numeri ¢; =u; — a; — B;, dipendono dalle corrispon-
denze fisse T',,.., T% e gl'interi 2 dalla 7.

Le corrispondenze T',.., 7% si dice che costituiscono
una base per le totelitd delle corrvispondense esistenti sulla
curva,

Il conestto i corrispondenza algebrien fra due curve algebriche, da
gran tempo noto, specie in concreti casi particolari, fu considerato dal
punto di vistn generale del n. 61, da Szenre (Introduzione, § 2), insiems
all’osservazione che una corrispondenszn siffatta pud sempre rappresentarsi
con due equazioni (n. 60). La nozione di ridueibilild e irriducibility dolle
corrispondenze & implicitamente acquisita, allerehé si consideran le corri-
spondenze come varieth algebriche subordinate alln variefd delle coppie
di punti delle due eurve. Ma di tal nozione si fa sistematico uso per la
prima voltn {specie attraverse al conecetto di semme di dne corrispon-
denze} in varf lavori dell’Autore {Sulle eorrispondenze fra i punti di una
curva algebriea e sopra certe classi di superficie (eitato in seguito colla
parola « Corrispondenze s}, Torino Mem, bds. 1 (1008); Terino Atti, 48,
660 (1913); oltre al lavori citati a pik della pag. 24 & questo Trattato].
Che una corrispondenza fra due curve distinte o sovrapposte, la quale
sin o valenza zero in un senso, lo sia anche nel senso opposio, & pressoché
evidente (Corrispondenze, n, 6). Vale altresi una proprieth analogn per
corrispondenze fra varietd superiori, anche di dimensioni diverse [SuvERL,
Ann. di Mat. 12;, 62 (1906)]. Che I'inversa di una corrispondenza a valenza
720 fra due curve sovrapposte, abbin In stessa valanza, trovasi dimostrato
in BRILL (citato pit sotto), CrepsCH-LINDRMANN [Legons sur la géomdtrie,
Parie, Ganthier-Villars, 2, 149 (1880)], nel modo indieato nell’ Oss. 3% del
n. 63. Altra dimostrazione (iperspaziale) in Swenk, Introduzione, § 12. La
dimostrazione del n. 76 (valida anche per eorrispondenze n valenzu v < ()
& dell’ Antore (Corrispundenze, n. 7). Abbiamo ereduto opportano di indi-
earne unn ulteriore dimostrazione di caratters Adifterenziale (n, 63), anclie
perché la proprietd infinitesimale su cui ei si poggin permette di praci-
sare (n. 64) proprieth delle corrispondenze con punti multipli varinbili,
che da Cayrey in poi, generalmente si ammettono come evidenti, mentre,
in una trattazione rigovosa, oceorre ben precisarle. Tl teorema del n. 65
[contenute implicitamente nel teorema @i Aser sugli integrali abelinni
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{veil. le « Vorlesungen » dell’ Autore, pag. 271)] & stato considerato in modo

esplicito da LEnriqoes (Palermo Rend. 10, 30 (1895)], che ne ha dato una
dimostrazione geometrica, diversa da quelln del n. 65. Quest’ultima &
tratta dal lavore dell’ Autore degli Ann. i Mas, 1906, citato poco sopra.
Pel teorema del n. 66, affermante 1’ invarianza della relazione di equiva-
lenza fra gruppi di ponti, di fronte a trasformazioni algebriche d'indiei
qualunque, della curva in cni son dati quei gruppi, ved. Sevanri, To-
rino Atti, 88, 185 (1903). La formula di ZrorHeN, sotto il suo aspetto
numerativo, trovagi in Zeprmex [Math. Ann. 8, 150 (1871)). HarLPHEX
[Bull. Soc. Matl., 5, 7 (1876)] ne ha esteso ln poréata 2 corrispendenze con
punti pitt che doppi. I signifiento geometrico-funzionale dells formula, pel
cago di corrispondenze (1, «), fit nssegnato, per via trascendente (coli’omis-
sione del gruppo i diramazione) dan PaINLEVE [Ann. ée. nornt., 115 (1891);
J. de Math. 10, 203 (1894)] ¢, per via geometricen, da CASTRLNUOVO, Lincei
Rend. 7,, 204 (1891); un’altra dimostraziéne trascendente fu dutn da
Hoxeerr [J. de Math., 10, 169 (1894)]. Pel caso generale di una corri-
spondenza («, '), I’ interpretnzione fungionale della formula di Zwurnen
fa assegnata dall’ Autore, col metodo esposto nel n. 67 fIst, Lomb. Rend.,
36,, 495 (1903)).

Ln trattazione della teorin delle corrispondenze fra i punti di una
curva, mediante il sistematice uso del concetto di somma di due corri-
spondenze, qual’é esposta dal n. 69 in poi, & ispiratz alln Memoria sulle
« Corrispondenze » dell’ Autore, Si arriva cosi nel modo pitt semplice e
rapido al principio per le corrispendenze s valenza ed al suo significato
funzionale, assegnato, per via traseendente, da Hurwitz, nella Memoria
pilt softo citatn, ¢ per vin geometriea dall’ Autore (Corrispondenze).

In questo T'rattato la esposizione geometrica della teoria delle corri-
spondenze vien completata, precisando la maniera di computare i punti
unifi in ogni relazione di equivalenza in eui intervengs il loro gruppo.

Il fondamento di tale computo & la regoly di ZruTHEN [Bull. se. math,,
8, 186 (1873)] per determinare la molteplieith dei punti uniti di una eor-
rispendenza algebrica sopra una refta; regela che lo stesso ZrurHew ha
trasportato nlle corvispondenze sopra una enrva [Math. Annalen, 40, 102
e 105 (1892)], riducendosi, mediante ln rappresentazione analitica del ramo
ove avviene la coincidenza, ad una corrigpondenza (analitica) sopra una
retta, deflnitn nell’inforne di un punto di questa. [Ved. altresi, ZeurHnN,
Lehrhuch der abzihlenden Geometrie, pag. 206, Leipzig (Teubner, 1914)].
Perd tale mode di trasportar la regola va soggetto nlle oblezioni indiente
nel n. 75 (Oss.); ed & appunto per evitarle, ehe abbiamo seguito il proce-
dimento dei nn, 72 e seguenti,

H punto di partenza delln teoria delle corrispondenze fra i punti di
una enrva, & il prineipio di corrispondenza sopra una retta, formnlato
esplicitimente da CHasLes nel 1864 [C. R. 58, 1175 (1864)]. In sostanzn il
prineipio stesso si trovava perd gid in Jomguiknris [J. de Math,, 6, 117
¢ 119 (18613] (4. ‘ '

) Per lu stovin di questo prineipio ved. 3eGre, Bibl. math., §,, 83
(1892) e Vnrticolo di ZeurHes-Piert nelle Ene. des se. math. (Ii1, 1, 2,
pag. 286 o
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Due nuni pidt tordi, nella sfessa sedata del 12 marzo 1866, CHasLus
¢ CavLey, presentano pei C, R. (62, 579 o 586) due Note: quella di CHASLES
contiene il trasporto del principio alle curve razionali, e cosi quelln di
Cayiny, ma in modo pilt elevato e generale. Inoltre Cayruy, con « une
induetion qui lui parut suffisnnte » enunecin il principio per le corri-
spondenze a valenza y positiva o nulla, sepra una eurva di genere gua-
lunque. Le prime dimostrazioni del prineipio di Cavrey (y=0) furen
date da Bripr, [Math. Ann., 6, 33 (1873); Math, Ann, 7, 607 (187H), e ciob
uns dimostrazione algebrien, che &i riatbacen alla determinazione del nn-
mero delle copple di punti di una curve algebrica, che soddisfanno a due
date equazioni {Math. Ann., 4, 510 (1871)] ed una dimostrazione di earat-
tere pilt geometrico. Lo denominazione di valenza (Wertigkeit) & stata

introdotta da Brirnr. Molte altre dimostrazioni geometriche del prineipio

di Cavrey-Briirn furon dnte dipoi: segnaleremo guella iperspuziale di
Srerr (Introduzione, § 12) ¢ guelle di ZEurHen [Math. Ann., 40, 99 (1892);
Lelirhuehy pag. 206 e segg.], una delle quali é pogginta sul principio di
CrmasLes e P'albre sopra un concetto geniale di JonQuiBres, quello ciod
di dedurre formale numerative inerenti o eurve di genere p, da formule
inerventi a carve raziomali. 8i fratta di far aequistare alla curva p nunovi

punti doppi e di contare oppertunamente-le seluzioni improprie che i -

presentano in relazione a questi nuovi punti deppi. Cid perd presuppone,
come lo stesso ZuUrHEN avverte, che la corrispondenza che si considern

sin generabile sopra ogni curva (piana) di un sistema continuo, il quale

contengn curve razi
‘proveremo in segnito — si verifica sempre che In corrispondenza sia sopra
una eurva a noduli generali. Cosl lo ZeorHex viene o considerare n.ltrem
corrispondenze & valenzn negativa.

11 prineipio per le corvispondenze n valenza, anche negativa, fu dato
coll’ainto degl’integrali abeliani e delle funsioni theta, in una Memorin
tondamentale di Hurwrrz [Math. Ann., 28, 561 (1887)]. I nel lavoro del-
' Autore sulle « Corrispondenze » trovasi la prima dimostrazione geome-

trica generale del prineipio e della sua interpretnzione fumzionale, in .

guisa da comprendere anche il ease <0, Come abbiamo gid accennate
nell’ Oss. 2" del n. 79, le corrispondenze a valenza son le sole che esistono
sulle curve a moduli generali. Su questa bella proprietd, dovuin ad Hur-
wITz, ¢l riserbinme {1 tornarve in seguite. T aggiungeremo allora alre
notizie bibliografiehe. Ritornevemo altresi sull’altra proprieth accennata,
che sopra una curva esiste un numero finito di corrispondenze indipen-
denti. Anche questa notevole proprieth & stata dimostrata da Horwirz,
sobto forma ¢ con mesxzi trascendenti. I1 contenuto geometrico delln mede-
sima & stato posto in luce dall’Autore nelle Memorin sulle « Corrispondensze ».

La trattazione della teoria delle corrispondense cogli integrali abeliani,
sceondo il punte di vistn di Hurwirs, fari parte di un saccessivo volume,
ove la geomeiria sopra una curva verrd studinta col metodo riemanniano,
Ln rappresentazione frascendente d’una corrispondenza a valensa, conduce
nel modo piti natarale o considernre le corrispondenze a pitt valenze o
plurivelenti, come lia mostrato 1’ Autore [Math, Annalen, 74, 521 (1913;].
Tali corrispondenze sono slate di poi studiate diffusamente da ROSATI
{Torino Atti, 51, 991 (1916)], il guale ha ulferiormente esteso il concelto
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di valensza (rexle o complesen), rinscendo cosi ad attribuire un eerto numero
di vnlenze nd wna corrispondenza (singolare) qualunque e preentando in
conseguenza a formula di Hourwrrz, pel numere delle coincidenze, sotto’
un aspnt.to analogo a quello della formula di Cavrey-Brinn [Torino Atti,
B3, 5 (1917)]. Da c¢idé derivano molteplicitd interessanti proprieti delle
corvispondenze, sviluppate in vari lavori dello stesso Rosatr [Ann, i
Mat., 28,, 35 (1918); Palermo Rend., 44, 307 (1920); Ann, di Mat., 315, 1 (1921})].
Fro le consepuenze della rappresentazione di Hurwirz citeremo infine
un teoremn di Casreryvovo, che stabilisee una limitazione pel genere di
una carva contenente un'infinitd continun di corrispondenze aventi uno
degli indiei egunli a un date numero « [Seritbi matematiei offerti ad
E. D’ Ovidio, p. 164, Torino (1018)]. Questo risnltato estende alle corri-
spondenze d’indiei qualungue il teorema di ScHwanrz-KewiN (n. 55).

§ 3. - APPLICAZIONI DELLA TEORIA DELLE CORRISPONDENZI.

80. La formula di JOXQUIERES ¢ il suo significato funzionale.
— Consideriamo sepra una curva €, di genere p, nua serie
lineare ¢ priva di punti fissi. La condizione affinché un
gruppo di g7 abbia un punto k-plo, in un punto (non dato)
della curva, ha, rispetto ai gruppi della serie, Ia dimensione
k —1; cosicehd, se si impone ad un wmedesimo gruppo di
avere o, punti k,-pl, o, puntt k,-pli,..., 2: punti &p-pli (e i ri-
manenti # — ko, —..— F2x punti sempliciy, ove le It son
tutto diverse fra loro, ¢id equivarri ad imporre ai gruppi
della serie una eoundizione, che avrd in generale la dimensiope

p

Eai(i‘c, — 1), B diciamo in generale, perché potrebbe darsi

=1

che in easi speciali la dimensione della condizione diminnisse.
Pertauto, se &:

P

Z i (k; l“" hHy=m,

i=|

la data g7 avrd in generale un numero finito i gruppi eon
quelle tali molteplicita. Cost p. es., quando sia ¢ =1, %, =1,
E,=r4-1, si ha un namero finito di gruppi ciascuno con un
punto (r+ 1)-plo (n. 37); quando ¢ =1, «, =7, k, =2, si ha
un numero finito di gruppi ciascuno con ¢ punti doppi; ece.

La formuwle di JOXQUIERES risponde precisamente al pro-
blema di assegnare il numero j dei gruppi con quelle tali
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molteplicith. Per serivere questa formula nel modo pit sem-

. plice ed elegante, poniamo :
(OH- Yog=1t, cosicchd sard: Bad=r4-1t (r-1-t << )

e indichiamo con s; 1a somma dei prodotti ad ¢ ad i Qi ¢ nu-
meri, dei quali =, eguali a ki, — 1, o, eguali a Iy —1,.
eg{naii a ko—1. 8 intende perd che, nel formare 1a detta somma,
gli @, numeri egnali a k, — 1, dovranno considerarsi come
distinti, e cosi gli &, numeri eguali a k — 1; ece.

Si ha allora per j I’ espressione:

Iy AN -
2 Ji= lei—r%:-,—jg; [0 =2 —r — Dot — r — - 1) -
(= — =y — 2. — oy —1 + Dps, 4-(n — v —2) ..,
e (M= — - Dp(p sy o4~ (n— 0 — ¢ 4 Lip(p — 1) ..
P28 - p(p — 1) ... (P — 4+ 2)(p — £ -1~ 1)s,).

Per brevitd 1’espressione fra pm‘eﬁt&&si quadre verrd for-
malmente indieata con H(x,,..., %5 Kyyeny Tips my 0, p, 1), € Cid
anche se non & soddisfatta la seconda delle (1),

La formula numerativa secritta §' interpreta inoltre, dal.
punto di vista geometrico-funzionale, nel modo seguente :

) Sia X, il gruppo dei punti che 5011']cl-p1i pei gruppi sud-
debti, ognun di questi punti essendo contato nng volta; & un
gruppo della g7 e K un grappo canonico della cnrva,

Viene: '

(3) X[ = )‘16 -+ l-":I(1

ove:

, EokIs ... ke

(4 1:(%_’1;!%!“‘? mp!H(ai — 1, e, %5 By Ky

s kes n—T1, 1, p—1, ¢t — 1)

I’espressione di p,, in funzione delle “ by, n, 7, op,t, 8
meno semplice e non ci oceorre di scriverla esplicitamente,
posto ch’essa pud ricavarsi, tenuto conto della (4) e del fatto
ql}e il numero 2, dei punti di X, eguaglia «,4. Ne segue:

_ ) 4 — An
(5) b = ’21, — :; (')

v o S(;a P =1 nella (3) manea il termine in K o 81 ha 'semplicemente.
== 4,06

ey Xp-

iw
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Per dimostrare la formula di JONQUITRES e la equivalenza
(3), procederemo per induzione, dal momento che le (2), (3)
son valide per le serie lineari oc' (per le quali & neecessaria-
mente ¢ =1, o, ==1i, k == 2). Supporremo dunque gid acqui-
sito il risultato per le serie lineari di dimensione < r e lo
dedurremo per quelle di dimensione r. o :

Per un punto generico P i € passano o<”~%H gruppi della
data g7, aveuti in P un punto (&, — l)-plo. Hssi, fatta astra-
zione dal punto fisso (k, — 1)-plo, costituiscono una gai il
nella qnale esiste un numero finito 2 i gruppi T, I,,..., T,
contenenti ciascuno «, —1 punti k-pli ("), z, punti k,-pli,..., 22
punti ke-pli. In tali gruppi, tolti questi punti, restano comples-
sivamente (n — r — ¢ - 1) punti, che si assnmeranno come
omologhi di P in una corvispondenza 7, la quale, essendo
costruita con operazioni algebriche, sard algebrica.

Il groppo dei punti uniti di 7' ¢ manifestamente quello
poc’anzi indicato con X ; cosicehé il numero dei punti uniti

-di 7, diviso per «,, fornird il numero j relativo alla nostra g7 .

Cominciamo col provare che 7' ¢ dotata di valenza. Sia ¥V
il gruppo deghi omologhi di P; ¥, (=1, 2,.., ¢) il gruppo
dei punti k-pli (contati ciascino nna volta) di '), T',, ..., Ty;

- . a1 —ly e : ) ] ey
T an gruppo generico della gi7i vy Allora il grappo

Y5, ¥, A et Tep Vg - T, — 1P,

al variare di P, varia nella serie lineare |G|, ciod:

6 Y +EY kY- bk, — WP =16
Sussistono inoltre le equivalenze:

{7) '+, — WP =d,

(8) Y= 4, KK,

la prima delle quali esprime che il gruppo I, insieme al
punto (&, — 1)-plo P, da un gruppo della mnostra ¢7; e Ia
seconda consegue dal teorema ammesso per le servie i dimen-
sione <Zr, essendo X, p,; convenienti espressioni formate
colle «, &k, n, r, p, L.

Sostituendo nella (6) le espressioni (8) delle Y;, ed elimi-
nando I' mediante la (7}, viene:

9) Y-, — (R — ShMoP = (b — Sk 6 — K3k,

(1) 8isuppoue «; > 1. 8¢ % =1, il ragionumento subisce lievi varianti
che ognnuo vede da sé.

-
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B poichd il gr 6tivo o vir '
4 poiche il C‘m.L:pO? eﬂet\blvo o virtuale, del secondo membro,
non dipende da P, si conclunde che 7 ha la valenza

ve=k — Dih — Sk

. A questo punto si potrebbe formalmente verificare iden-
titd algebrica:
b — Eky, :;\1, (")
s
donde: J

L1

- A
7\':| !

~Ma questa verifica formale pud evitarsi, determinando di-
rettamente la valenza della corrispondenza 7'!, che & la
stessa della T' (n. 76),

Dicasi X il grappo dei puwti omologhi di P nella 7™ -

Per carvatterizzare X, convien distinguere il easo k, =2 dal
caso I, > 2. Nel primo, la corrispondenza T & sitinmebrica
onde X, ¥ risultano identiei; nel secondo caso, consideriamc:
;ll?]g'?‘:{,- _f?rmatz'm dai groppi della da_ta g;';', che passano pet, P,
. Tale ¢;7| possiede un numero finito di gruppi contenenti
clascuno un punto (k —1)-plo, =, — I punti % -pli, =, punti
I,-pli,..., @z punti kz-pli. ‘ : )
Orbene, il grappo ¥ & fornito dai punti che son (k, — 1)-pli
pel swddetti gruppi. o
In ogni caso si ha (pag. 233):

(10) X =X3 Y- yK4- 24P

. ” 3 o g - ' . ' |
Ora, designato con A un gruppo della suddetta g¢r—!
viene: ' "

{11) A4 P =G,
¢ inoltre:
(12 X=3A+ /'K,

ove, a cagion del teorema ammesso per le serie di dimen-
slone < r: :

B, — DES g5 L LEe
l I_( 1 1 DE een f05
! O, — )lay i 2ot HO; 2, —1, 250y 225 By — 1, By, Tog,y e

v kg n—20r—1,p—1,t—1).

("} I ealeoli a eid necessari sono e iti T
{ E seguiti dal TorELLI nella N 3!
® pug, 24 I Nota citata
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Ma poichd, come subito si verifica:

O, %, — 1y %ygeny 225 By — 13 T35 Bygersy Loy n—2,r—1,p—1,t-1)=

= Hxt,— 1, Gyyery %05 By Bygerry o3 n—1, 7, p —1,t—1),

risulta:
ll’:lﬁ'-—]:_i;z X .
17 eliminazione di A fra le (L1), (12) porge poi:
(13) X4+ 3P=76Gp K,

la quale prova che la corrispondenza 77—, e quindi la 7

hanno la valenza yv=2,. : :
Ricaviamo finalmente X, ¥ dalle (9), (13) e sostitniamo

nelia (10). Viene: ‘
X, =360+, +p — 2k K,
e per dimostrare la (3) non rimane altro che verificare I’ iden-
tita algebriea ! '
A gy Bl = -

Non ci tratterremo su tale verifiea, che non offre nalla di
councettualmente istruttivo ().
Dalla (3) si dedunce infine Ia (2), ricordando che ;;:ai.
' » .. - [} - ’ i
OSSERVAZIONE 1. — Abbiamo defto in principio di questo
K numero che, in casi particolari, il numero dei gruppi di una
» data ¢7, 1 quali posseggono z, punti &,-pli, «, punti &,-pli.... 2o
punti %e-pli, ove Sa (kb — 1) =7, pud essere infinito. Cido non
accade mai quando p=1, 2,=1, k,=r+1 (pag. 90); ma in
altri casi tale circostanza eceezionale pud effettivamente pre-

sentarsi.

Cosl ad es. una enrva sghemba ¢, d’ordine n e di genere p,
possiede in generale un numero finito j di piani tritengenti,
fornito dalla (2), per r=3, ¢=1, «, =38, k =2, come nu-
mero dei gruppi di una g7, possedenti eiascuno tre punti doppi:

i —3)(n g $)(n —5) - (e — D — 3 -

j=4
4 . g — 1My — 2
- 4 (e — 5)3}(1)—1)+E-L~—,3)(L'—)‘]-

(") I ealeoli a eid. necessari sono eseguiti nelin Nota di TORBLLL
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~ Orbene, & facile costrnive wna curva algebrica sghemba ¢
dotata di infiniti piani tritangenti, Prendasi all’ uopo una su-,
perficie aigebrica sviluppabile F, @ ordine m, e § intersechi
con una generiea superficie del 3° ordine. La envva interse-
zione (f" (ordine n == 3m, possiede - come piani tritangenti
tutti gli oot piani tangenti della sviluppabile T, i punti i
c0n.r.a.bt.0 con C, di eiaseuno di questi piani, ‘essendo le inter-
sezioni della corrispondente generatrice di F colla superficie
dei 3 ordine. ' ’
I anzi agevole verificare che il tipo pilt generale di enrva
algebrica sghemba C, possedente oo! piani (almeno) tritangenti
é appunto dato da non earva algebrica trisecante (:111?19110;
le generatrici di una sviluppabile algebrica. Iufatti, o svi-
luppabile I degli oot piauni tritangenti di C, & evidentemente
algebriea; e, se = & uno dei snoi piani tangenti e ne sono
.M’,\ Z?T, P i punti di coutatto con ¢, il piano B dell'inviluppo
Infinitamente vicino ad % passa per M, N, P, onde questi’
punti giaceiono sulla generatvice (i F intersezione di B
(geléeratrice di contatto del piano a). o
i vede di pilt che una curva so ‘ O ¢

tere oo® piani a'itangenhi perchg fﬁeh:?:l'll)l?r bl PU(: "l’t-nmer-
: s seguirebbe o I'esistenza
di oc? rette trisecanti o Pesistenza i o' vetie tritangenti;
conclusioni ambedae assurde, perché Ia prima contraddice 'ai
teOI'BIT]:L di pag. 64 e la seconda (profettanto la nostra carva’

generieamente sopra un piano) ad un teorema di pag, 91.
i 8 v e 1 10 2 T e
sfad : condizionl espresse al priu-

cipio del n. 80, non & tuftavia detto che il nnmero @i tali -

gruppi distinti sia sempre fornito dalla (2). Pud darsi ciod
che qualehe grappo debba contarsi con opportuna molteplieits
pellfat;to ch' esso, oltre agli z, punti k-pli, agli =, punti i’c.,-pli,...:
agli e punti ka-pli, possegga in conseguenza pu-nti di mz‘lggiori
motteplicitd od altri punti maultipli. Nel n, 37 tale questione
venue esaurientemente trattata nel caso speciale =1, o =],
E,=r-+1. Il caso generale non & stato da aleuno considerato
forse anche perché importa complicazioni non adeguate all’in-,
teresse del risultato. \

In certi casi s’ intuisce a priori la molteplicitha da attribuirsi
a gruppi em\:ezionnli. Cosi p. es. nna retta tritangente di una
curva biana conta tre volte nel gruppo delle bitangenti, perché
‘pud. considerarsi in tre modi diversi come bitangente.
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Osservazions 3% — Nel caso particolare p=1, a, =1,
I, =7 +-1 il ragionamento di questo 1. si semplifica note-
volmente ed offre una nuova semplice dimostrazione della
formula gift trovata nel n. 37 ().

La formula (2) & stata data da Dr Joxnquikres [J. fiie Math. 66, 289
(1866)], come numere delle enrve @i un sistema linears di eunrve piane,
che hanno contatti di dati ordini con una curva fissa €, in punti non
dati di questa. Joxquiiinus oftiene il risultato in due modi diversi:

1) Determina il numero in questione quando ¢ ha il massimo nu-
mero i nodi (ossin & razionale) ¢ cid applicando per induzione il principio
di corrispondenza di CHasres ad una corvispondenza analoga alla nostra 7.
2} Determing il numero stesso quando ! & speszabu in rette, Dalle formule
dedotbe in questi casi speciali, ricava Ir formula generale, contando oppor-
tunamente le soluzioni improprie, in relazione a nueovi punti doppi, che
si faceiano aequistare alla curva datn €, di genere p. Tale metodo goniale
presuppone perd — come pid dicemmo nelle note bibliegrafiche nlla fine
del § 2 di questo Cap. — che la curva € sia suscebtibile di variare in un
sistema eontinno contenente curve razionali o curve speszate in rette. Cosn
che noi vedremo dimostrata pitt tardi (allorehe € & una curva di genere p,
a moduli generali}. A Brivr [Math, Ann. 6, 46 (1873)]; ved. anche ZnuTHBN,
Lehrbuch, pag. 246] & dovuta una dimostrnzione della (2) coll’aiuto del
prineipio ¢ corrispondenza di Cavriev-Brirt, La dimestrazione da noi
esposta & in questo medesimo ordine di idee, ma, tenuto conte del signi-
ficato funzionale del principio di corvispondenuza, permette altrest di earat-
terizzare il groppo dei punti k-pli i=1, 2,..., o) pei gruppi della data [/
come un gruppo covariante della serie stessa, Essa & dovata ad R, Torekrr
[Palermo Rend. 21, 58 (1905)]. Una dimostrazione della formula di Jox-
QUIERES, ispirata a tuttaltro concetto, limitatamente n p =0, trovasi in
Bowpiga [Anu. di Mak. 27,, 23 (1317)].

Un problemn pifi generale, che comprende guello risoluto dalla for-

mala di Joxquikres, consiste nella determinazione del numero dei gruppi
neutri con elementi multipli di nna data gl . i tratta ciod di determinare
il numeri dei gruppi costibuiti da =, punti k,-pli, da «, punti %-pli, .., da
%o puntl ky-pli, ove le I son diverse fra lore, ma una 'piu‘:_mlche éssere
eguale ad 1, che son newtri (i specie ¢ pei gruppi della ¢y - Dicendo ehe
un groppe siffatto & nentro di specie ¢, intendiamo che ai gruppi della .
che debbouo contenerle (con quetle tali molteplicith) esse offra Zxiki — g
condizioni indipendenti (2. .

Posto Zwilty—g —1=F, {=23%, affinché il problema possegegn un nu-
mero finito di soluzioni & in generale necessario e safliciente clie:

(r— BSzki —t= (& + Dir— &), R A

(1 E questa la dimostrazione esposta nelle Yorlesungen » deil?Antore,

© pag, 187

(%) A pag. 148 abbiamo congiderato grappi di s punti nentri di speeie s —I1.
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In particolare per ¢y =¢, &k =r—1 si ricade nel problema di JoxqQuIEREs,

Per le corve razionali la soluzione del problema generale trovasi in una
Nota dell’Autore [Lincei Rend 9;, 379 (1900)]; la formula risolutiva, sempre
‘per p =0, ern statn prima seribta per induazione, nel caso di gruppi neuntri
senze elementi multipti, da F. Mever (Apelaritit und rationale Kurven,
‘Titbingen, 1883, pag. 363) ¢ dn TaNTUrr [Ann. di Mat. 4,, 67 (1900)] e
dimostrata pit tardi dall’ Autore [Lincel Rend. 115, 53 {1902)]. La formula
generale, per p qualungue, non si econnsce. In una Memoria dell’Autors

[Torine Mem. 51y, 97 (1902)] il problema & risoluto in modo completo

fino ad v =735 ed & esposto un metode per ottenerne la risoluzione per
ogni valore di ». Nel caso di grappi nentrvi privi di elementi mnlkipli
{che Briri denomina cusgezeichnete gruppi, e che, nelln interpretazione
proiettiva della g7, corrispondono agli spazi plurisecanti 4i una envva
d’ordine #, genere p, dello spazio S la formula generale & stata dal
Grayusirrr [Torino Mem. 59y, 433 (1909)). Formule che rientrano in questa
erano stafe trovate prima, oltre che dall’Autore, nella citatn Memeoria, da
Brivi-Noeraur [Math. Ann., 7, § 11 (1878}, Brins [Math., Ann, 36, 321
(1890)], Casrrrnvovo [Lincei Rend. 5,, 180 (1889); Palermo Rend, 3, 27 (1888)],
Zrurney [Math. Ann. 40, 118 (1892)], Taxrurer [Ann di Mat. 4, 67 {1900);
Torvino Atti 89, 483 (1904)),

Un problema che ha strette annlogia con quelle dei gruppi nentri, &
state risoluto da Briry [Math. Ann. 86, 321 (1890)]: si tratta del numero
dei gruppi ecomuni ad r corrispondenze fra » punti di una medesima curva,
La questione & collegata alla deferminazione dei gruppi di » punti eomuni
ad r serie lineari co*—1! sopra una cuvva, che & stata fatin dal CompssaTTI
[Ist. Veneto Atti, 69, 871 (1910); 72, 1133 (19138)] & poi da GiHNER (Tabingen
Dissertation, 1913). )

Tutti i problemi yui aecenuati saranno considerati in modo completo
in un successivo volnme, dedicato alla geometrin nwnerativa.

81. Numero dei gruppi di »4-1 punti comuni ad una g, e
ad una sevie v, (razionale o irrazionale) @ indice v>=1. —
la g e la serie irriducibile y1 sieno date sopra una eurva C
di genere p e sieno entrambe prive di punti fissi; Z, ., denoti
il numero Ainéo'gnito. Sia P un punto generico di ¢, e § in-
dichi uno qualungne degli ulteriori v(mn — 1) punti apparte-
nenti ai v gruppi di v!, che passan per P. Infine chiamiamo R
uno qualnngque degli ulteviori n -- » punti appartenenti al
grappo di g7, individuato da » punti @ di 1o stesso gruppo
iyl ‘ )

I punti P, @ si corrispondono in una corrispondenza sim-
metrica 8, d’indiei v(m —1); ¢ i punti P, R si corrispondono
in una corrispondenza 7' di indiei:

. m——l'
Zor it mmtlm — 1) v( , )(n—fr).

ox
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Invero, se P & dato, vi sono v gruppi di m — 1 punti @,
i i A e arl = i
ciascun dei guali di eon P un gruppo della y] . Ognuno di

. m —1
tali grappi di m —1 punti bha comuni 7 punti con ( . )

gﬁ1ppi della ¢, e ciascuno di questi ulbimi gr}lppi cc-nlaieneT
ulteriormente n — ¢ punti, i quali sono punti omologhf
di P. Viceversa, se & dato un punto K, vi sono Z,, ,:Fl‘gruppf
di » punti comuni alla 1% e alla serie g,’;{ costlt:mta, ﬂa}
gruppi di g7 passanti per R; e altrebtanln sono i gruppl
della v contenenti quei gruppi di # punt}. Ogml‘no di .ta.ll
gruppi della y1 contiene ulteriormente m — 7 pun@ che sono

_punti P corrispondenti al dato K.

L fm =1y ; . R
Qsserviamo ora che i v( » )_gmppl della g, definiti

nel modo sopra indicato, dal punto P, contengono, olfl'e al
punti ‘R omologhi di P, anche i punti ¢, da contarsl cia-

SCUNO (mﬂ_z) volte. Cid signifiea che le corrispondense
' S Ar—1 :

y : 3 . 3 .
T-i- (m - Z)S 3 o valenge nulle. Le coincidenze di tale cor-
r—1 o
rispondenza sono date dal punti uniti di 7 e da quelli di §,
- ‘) . () -
m =
i i imi rolte (m. 79). Le coineidenze
contati, questi ultimi, (q___ l) v )

di T cadono in ciasenno dei punti costituenti i gruppi di r-i- 1
. ‘ . L
punti comuni alle ¢, 7.3 onde il loro numero & Z, . (r--1).

i 3 H o] ark H
Le coincidenze di S sono i 4 punti doppi della serie v, Si
ottiene cosl la relazione (n. 79):

(14) | Zytuma(m — 1) "(m '_ l)(ﬂ- — ¥) 4 2v(m — 1)(1:': if) —
— 2+ (0 )
ossia
R e (e AR R v

Poichd Zo y_1==v(n — 1), per r =1 viene:

1
Zyy=uv(m—1) — 5 4.
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' Per » =2, tenuto conto del valore cosi ottenuto di VAT
viene ; T

- m—1 |
L == wv( 9 ) — 5 (m -—— 2 4,

Proseguendo cosi per =3, 4
mutla di SCHUBRRT :

(15) Zow=n v("”' - J) _ (”‘ - 2) 4,

r 2 r—1

s=+y 81 &rriva a indurre Ia for-

::1 c;tlj,ﬁd_';jnéstmzmne segue subito dalla (14), passando ‘da 7
In veritd Ia formula di Sonypmue si riferisce ad un caso
un p(?’ pill generale,.ciod al easo in eni i grappi della vt son
nfeum:x per la g-. 11 gruppo generico di y!, sia per Ia ¢ ngutro
di sp_e.cle.m —k—1 .(1gk+1g_¢'), 0ssia ‘Oﬁc‘l'ill solt-zmgo k-1
c?n(lmom ai grappi di g, obbligati a contenerlo (pag. 249).
Si pud allora domaadare il numero dei gruppi di y! che
clont-eugono grappi di k-1 punti offrenti soltanto % Z:oudi—
ziont al gruppi di g7. A questa domanda risponde la formula
generale di SCHUBERY
_ La d‘eduzione di tale formula dalla (15) & pressochd ime-
(1lilt£.l. Si consider. zvlll’uopo entro g nna ¢g*, che non eontenga
parzialmente tutti i gruppi di Tm- Ci0 & sempre possibile
Eerché i gruppi di g7 passanti per un generico gruppo di T :
ormano una gt ¢ —l: ¢ dentro g "8l ; e fissar
una g%, che 11?),;1 abl,)ia alcuuof::'::;pg; c?)lmllﬁ:z coils ‘ﬁ%me
na g colla predetta
9,7, La ¢* cosi. fissata non pud allora contenere che un
numero finito di gruppi della serie irriductbile vl . Sia p
Guesto numero, e z denoti il nnmero dj quei grnlri)i di +1
oguun dei qnali contiene gruppi di k+1 punti offrenti sgi-’
tanto. k coundizioni ai gruppi di g9, Questi gruppi di k41
punii sono evidentemente contenuti nel numere Z, , [dato
dal.la (15) per r =1 dei gruppi di k-1 punti com;mi alle
serie gr, Y,EL-_ Un ulteriore contributo a tal numero ¢ dato
dal . gruppi di m punti comuni alie gk, v, giacché ognuno

T . . m I .
di -quesln fornisce (k-{— I) gruppi di k+-1 punti comuni alle
serie suddelte. '

Viene percio

, { m
(16) Za s :(k » J)p te,
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e quindi:

7 m 5 ey m-—1y 1 _m—2d.
(17) Y Lk L 2\k—1)7"

e questa & la formule di SCHUBERT,

Il caso k =m — 1 abbisogna di una speciale trattazione,
perché tra i gruppi comuni alle serie g, 1Ly it eni numero
si & indicato con p, son altres! compresi gli z gruppi [' della

serie vl , I eul k4-1 (=m) punti offrono ki=m — 1) condi-

zioni ai gruppi di ¢;. B invero i gruppi di ¢7 contenenti un
gruppo I' formano una g7+, che ha un gruppo comune
colla gm=! considerata.

Nel caso in esame la relazione (16) dovrebbe pertanto
esser sostituita eolla Z,,_; ,=p. Ma possiamo continuare a
tener valida la (16), purché p denoti il numero dei gruppi H
di m punti comuni alle g»~!, v e che presentano m (e non
meno) condizioni ai gruppi di ¢7. Si osserverd che questi
gruppi ‘H variano nella v., al variare della gn—1, mentre i
gruppi T’ son fissi. ' _

Riassumendo, i significato dei simboli, che compajono nella
Joriule (17) di SCHUBERY, & il sequente : -

# denota I’ordine di una g7 su C; ’ .

m Pordine di una y! @ indice v su C;

d il numero dei puuti doppi della v ;

B41 (=<7 e = 1) il numero delle condizioni e¢he un generico
gruppo della y. presenta ai gruppi di g7 obbligati a con-
tenerlo;

tt il numero dei gruppi di m punti eomuni alla ! e ad una
generica g& scelta entro g7 (ovvero, per h==m — 1, il
numero dei gruppi comuni alle serie vL e g%, i quali

n?

presentano m, e non meno, condizioni ai gruppi di g7).

z il numero dei gruppi di L, oguun dei gnali contiene k-1
=) (_m’ 5

punti presentanti soltante % condizioni ai gruppi di ¢7.

La formula (17), dovuta come si & detto a ScHUBERT, trovasi pubbli-
enta per la prima volta in Seare [Lincei Rend. 8;, 149, 1887; Introduzione,
n. 50}, Ivi la formula & ottenuta eol procedimento originario di ScuunerT,
che poggin sul principio-di corrispondenza di Cmasrzs. La dimostrazicne

esposta sopra & dell’Anfore [Padova -Atti 24, 137 (1908)]. La formila stessa, °

sotto la forma particolare (15), e pil specialmente nel caso in eui la T,ln
t




254 ) ' CAPITOLO SESTO

¢ una g}m (nel qual caso & stata dipoi dedottn da Castenyvovo, dalla for-
mula {16) del n. 37, in Torino Atti, 24, 346 (1889)) & di fondamentale im-
bortanza nelln trattazione iperspaziale della geometrin sopra una curva,
di eui ci oceuperemoe nel suceessivo Capitole. Un’altra dimostrazione della
formula che da il numero dei grappi di r+1 punti comuni ad una G ®
ad unn T}", poggiata perd snll'ipotesi che il numero in questione non si
alteri quando te serie date variine in sistemi comtinui di serie ad esse ana-
toghe, trovasi in Exrigons [Lincei Rend. 28, 870 (1919); ExrIQues-CHIsINT,
II1, pp. 75, 481]. CasTeLNUOVO ha esteso la formula, anch’egli sulla base
del principio della conservazione del namero [Palermo Rend. 3, 27 (1889)],
al ense in cni si vogliane i gruppi di »+5 punti comnni ad nna ¢h e adl
uns g5 £ infine R. Torern [Ist. Veneto Atti, 67, 1823 (1908)] Il ulte-
riorinente estesa, cercando i gruppl di v+ punti comuni ad una serie
algebriea ' 6 ad nun serie lineare oo II risultato del TORELLI & obte-
nute col principio di corrispondenza di Caviey-BRrILL.
.

82. Criterio numerativo per riconoscere se una serie y1,
d’indiee v =1, & costituita da gruppi equivalenti. — La for-
mula di ZEurHEN {(pag. 209) fornisce gid un criterio numerativo
per riconoscere quando una T, indice v=1 (ossia un’invo-
luzione), data sopra una curva C, di genere p, & costituita da
gruppl equivalenti (ciod si riduce ad’ una gL ). Detto infatti d
il numero dei punti doppi della data involuzione e = il sno
genere, si ha;

' d=2(m-p— 1) — 2=,
ovvero:
d="2(m +-p — 1) ;

iI segno = valendo allora e solo allora che sia w==0 e quindi
che la y! riduecasi ad una gl (pag. 51).

Un criterio analogo vale per una v &indice v > 1, data
sopra €, e si enuncia cosi:

Il numero dei punti doppi di una serie {irriducibile) oo,
&’ indice v, di grRppl di mopunti, deta sopra wuna curve di
genere p, non supera 2v(m - p — 1), ed il masgimo & raggiunto
allore e solo allora che 4 gruppi delle serie sieno equivalenti,

Per dimostrarlo, assumasi sa ¢ una, 9;)'::{4-3: non speciale
(completa), la quale non contenga parzialmente la data Th.
Cid & sempre possibile: basta all’nopo individuare la gj;f;}ﬂ
mediante un grappo di m — 1 - » punti, formato con m—1
punti di un prefissato gruppo I' della vl e con p altri punti
generiel. Si & allova sieuri che per I' (e quindi anche per un

generico gruppo della v1) noun passa aleun gruppo della 9:5::;1+P-

i ERRICTIE 2955
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: Do ; wl ar-
Pertanto & finito il numero ¢ dei gruppi della {m, cllletap,lp 11111
i a gn-t . Tale o & tlato da
tengono (parzialmente) alla Tonlip Tale numeul) \"(ne C:)q{-
(15), nela quale si ponga n=m—1-4-p, r=m—1. Vie sl:

1
z=vim-4p—1) —Qd,
ciod : ,
{18) d = 2v(m +p — 1) —2z;
e poiché z =0, risnlta
(19) d==2vim4-p—1).

La prima parte del teorema & dimostrata, Resta da pro-

; o —. ja vl o -

vare che quando nella (19) vale il segno =, la yl ¢ costl
tuita da gruppi equivalenti. .

Se nella (19) vale il segno =, sard z=0, e percio una

5 " g +1 N -
“generica g™—! non contiene aleun gruppo della vi. Ne con

m—14-p o Doy li
- eng ruppo  di i
segue che una g:j:__’l_lp che contenga un grupy (o ?
contiene tutti. v : : |
i H N H 1 e o C’
Cid posto, consideriamo un gruppo I' di yI e un gl-u_pIT)n &
i p punti generici «,, @, ,.., @, della carva €. La serie g’."f'f”
individuata da @ +4-T, possiede la proprietd che la servie residua
H g 111 ‘ "1

gn—i,, del punto «;, contiene T, eppero ogni altlio gl‘uptlzo
della vl . In altri termini, i resti dei gruppi (.1‘ella fw UiSPE io
alla g7 . passano per tubti per &;. Poich¢ ¢io vale peri=1I,
e N H 1T 1 1 L
2,..., p, ne deriva che quei resti ridnconsi al gruppo &, e per

tanto i gruppi di v, appartengono _(tot-a]mei] te) alia g, residua
di & rispetto a ¢*

m4p " ) . . .. . 1
7 : o vl @ stit la groppi equivalenti, pe
Viceversa, s¢ vl & costituita da gruppi eq ’

ol

teorema del resto, ogni gn—},  che contenga nn gruppo d{ ,‘i”,
li contiene tutti. Pertanto, costruita, com’e sempre I)OSEflblle,
una ¢"—! che non contenga un prefissato gruppo di v,
_L_| i " ! .r\ L] 0 -~ . :‘
essa 1:2)11 fl;e conterrdt aleuno, e risulterd quindi s=0, cio¢
d=2v{m—~+p—1). o . o
II numero z si chiama difetto di equirvelensa della‘ serie
1L, perchd appunto & nullo quando i gruppi _del]a serie son
m
equivalenti. . ‘ o
OsSERVAZIONE 1% -— Risunlta dal procedimento dm?ostta-
tivo della (18), che d, pitt che il numero dei punti doppi della

serie, denota il numero dei gruppi dolati di punto doppio;

chid
numero che & generalmente eguale al precedente, perche un
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.punto doppio per un gruppo non & in generale doppio per
altri. '
q M 1Y . . 3 N - S .

O.S.SLRVAZIO.NE 2 — Se .la, serie y! & riducibile, ciod se
€554 sl spesza In piu, serie ridueibili di ordine m e indiei
o 4 o — ! : N . B
Yy Viyeey GO V=Y v L numero dei sioi punti doppi
ammette ancora come massimo 2vim +-p — 1), ed il massimo
& raggiunto allora e solo allora che ognuna delle serie com-
ponenti sia costituita da gruppi equivalenti. Designati invero

St vl o : .
con &, s”,... i difetti di equivalenza delle serie componen ti
¢ o - oo :
& con d', d",.. i rispettivi numeri di punti doppi, avremo:
r '
=22 m+p—1) — 28, A" =2"(mpp— 1) — 28", -

donde ;

Ad=d" 4 d" ... = (m + P =202 45" ),

sicehé risnlta :

! "
F=35 45 ..,

. A e LT - - . o
com’¢ del resto evidente a priori, attesa la definizione geo-
mefrica del difetto di equivalenza ¢i una serie.
La relazione:
d=2v(m +4-p — |) — 92z

vffhle dunque anche 1iel easo di una serie riducibile, & d rag-
glunge il massimo quando z=10, ossia gnando $'=0,2"=0,...

OssErvAzIONn 3%, — Corollario immediato del teorema
stabilito in qunesto n. & il seguente : '

Avendosi sopra una curva C una serie algebrice 1, di
tndice v, la quale goda delle propriete che Iinsieme ded.g::'uppi
detla serie passanti per un puito generico x di (0, costituisce
wn gruppo di my punti (tra ¢ quali il punto x, contato v volte),
che, al variare di %, si muova in una serie lineare d’ordine myv,
i gruppi delle T SORO tra lovo equivalenti.

B infatti, chiamando omologhi due punti 2, y (i ¢, che
appartengano ad uno stesso gruppo della !, si ha fra i
punti di € una corrispondenza stmmetrica, di indiei wWm—1),
la quale & manifestamente dotata i valenza. v. I suoi punti
uniti sono i & punti doppi della serie; onde:

@ =2v(m - 1) 4~ 2vp == Bv(m 4 p—1)

epperbanto i gruppi della serie 7. (che pud anche esser ri-
dueibile; in virtdt dell’ Oss. 2% risultano equivalenti,” - '
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OssprvazioNe 4%, — Un’altra conseguenza del teorema

dimostrato € la seguente :

Se sopra wie curra.C st ha una semplice infinite algebrica
di gruppi di n punti, tale che i multipli secondo I di questi
gruppi sieno equivalenti, i gruppi stessi riswltano equivalenti.

Sin I la semplice infinitd di grappi @. Chiamati omologhi
di un punto x di € gli ulteriori punti y appartenenti ai v(=1)
grappi & per %, fra i punti 2, ¥ si ha una corvispondenza
simmetrica T, di indiei v(e — 1). B, per Pipotesi del teorema,
la corrispondenza KT ha la valenza kv, Ne segue che k7' pos-
siede 2hv(n +-p — 1) punti uniti, i quali eadono nei punti
uniti di 7, ognuno coutato &k volte. Dunque 7" ha 2v(n 4 p—1)
punti nuiti, eppertanto i grappi @ son equivalenti.

In hase all’Oss. 2% la serie T pud anche esser riducibile.
Dalla proposizione precedente scende poi il corollario:

Se fra i punti d’una curve O intercede wie corrispondenze
T, tale ehe BT abbie la valense ky, allore T avrd lo valenza v.

La proprietd, per v==0, riduocesi senz’ altro alla precedente.
Suppongasi v > 0. I dicasi Y il gruppo dei B punti y corri-
spondenti a un dato panto « di €, wmediante 7. Allora il
grappo LY -+ kye varia in una serie lineare; epperd altret-
tanto acecade del grmppo ¥ + va. Cid significa che 7' & a
ralenza .

Se infine v & negativa (y = —v', con v'>>0) costruiseasi
una corrispondenza S, tale che S+ 7 sia a valenza zero
{pag. 229): allora la corrispondenza k7' + kS & pure.a valenza
zero, ¢ poiché ET" ha la valenza — ky', kS aved la valenza ky'.
Onde 8 avrd la valenza v/, e quindi 7' avrd Ia valenza .

OsservaztoNs 3% — La formula Jdi ZrUTHEN seritta sotto
la forma d=72(m 4 p — 1) — 2m=, .come abbiamo fatto al
prineipio di questo n, ei prova che i difetio di equivalenza
Ai uw’ involusione di ordine m e di genere = & equale ad mr.

533. Determinazione del primo indice della -eorrispondenza
complementare & una data. — Nel n, 75 abbiamo introdotto
il concetto di corrvispondenza complementare S di una data
corrispondenza 7', di indici %, 3, sopra una ceurva di genere p,
ed abbiamo laseiato in sospeso la determinazione (el primo
Indice 2" di 8, il cui secondo indice & p.

Ora c¢i propouiamo di determinare «', ed anzi di esegnire
tale determinazione nell’ipotesi in cul la data corrispondenza .

Neveri - Guometrie algebrice « 47
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T(e, B), intercede fra due curve distinte C,, €, di generi 2.,
P.: glaeche & ovvio che, anche in questo caso pid generale,
puo introdursi la nozione di corrispondenza complementare §
di 7% Basta all’uopo fissare su ¢, una generica g3 ed asso-
. . . . Botze?

ciare ad ogni punto 2 di ¢, il resto del gruppo Y, omologo
di & in 7} rispetto a quella 95,.-,,.)- Si fa cost corrispondere
ad =z, mediante S, an grappo” @ won specicle di P, punti
di €,; mentre ad un generico punto y di C, risﬁonderf‘t
su €, mediante la corrispondenza S—! un certo numero o di
punéi .

i appena necessario di avvertire che un’altra corrispon-
denza eomplementare, 3, pud definirsi mutando le veei delle
due curve: essa fard corrispondere ad un genericoe punto di ¢,
un grippo non speeciale di p, punti di €, e, ad nn punt(;
di questa curva, B’ punti i ¢,. In tal caso vi sard da deter-
minave il secondo indice f'.

La corrispondenza S ¢ variabile in un sistema continuo ools,
come le gf, . di C,; e similmente £ & variabile in un sistema
continuo oo,

Tubto ¢id premesso, dimostriamo che :

Il primo indice o della corrispondensa complementare di
une, T, di indici «, 8, date fra le curve €, C,, distinte o
sovrapposie, vle 5 z, ove z,,5 denotano rispettivamente Pindice

iy
e il difetto di equivalenza della serie dei gruppi Y di C,, che
corrispondono, mediante T, wi punti di ¢,

Suppongasi anzitnbtto che la corrispondenza 7! non sia
composta (pag. 216), eioé che la corrispondenza fra il punfo z
variabile su €, ed il grappo Y dei 3 punti ¥ ad esso omo-
loghi in 7, sia birazionale. Allora 1’indice z, della serie
deglt Y eguaglia «; e, poiché i gruppi Y corrispoudono bira-
zi.()l:alluente al gruppi non speciali &, di p, punti, omologhi
di & in 8, un determinato gruppo & proverra, esso pure, da
un sol .punto =, onde non sari composta neppure la corri-
spoudenza 8-, e 'indice « di § eguaglierd 1"indice della
serie dei grappi G. '

' .Ol'a ognuno dei & passanti per nn generico punto ydiC,,
Insieme al corrispondente gruppo Y, di un gruppo, passanfe
per ¥, della serie gg:}H’__ residua di y rispetto alla suddetta
gg+m. Ii viceversa, ad ogni gruppo Y contenuto in quella
serie residua, corrisponde un & passante, per . Dunque i &
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passanti per y son tanti quanti gli ¥ comuni alla serie degli Y
e alla counsiderata ggj}ﬂg; e ¢id dimostra il teorema.

Nel caso in cui Ia covrispondenza 7' & composta con
un’involuzione Tﬁ, sicché o ==a p, anche la §—' risulta evi-
dentemente composta colla medesima inveoluzione., I/ indice
della serie dei grappi & sard ancora egnale al difetto d’equi-
valenza z della serie degli ¥, ma Pindice « di § si otberrd
invece molfiplicando per p I'indice della serie del &; cioé
risulterd o = pz, come si voleva provare.

O$SERVAZIONE. — Ji facile verificare che il secondo indice '
della corvispondenza complementare =, sopra definita, egnaglia
e’. Invero, dencotati con W', & i numeri dei punti-doppi della
corvispondenza situati rispettivamente su €,, €,, e supposto
che la corrispondenza («, B) sia composta su €, con un’invo-
tuzione yi{r=1) e su C, con un’involuzione v (1 =1), viene
{n. 68):

2=, =P, « =ns =7,
20Blp, — 1) 4 pd = 2pa,(p, — 1) -

ove a,, B, son gl’indici e z, 5" i difetti d’equivalenza rvispet-
tivi delle serie dei gruppi ¥, X corrispondenti ai punti di ¢,
C, nelle 7, 7.

I altima delle precedenti relazioni si pud anche sevivere:

2Pla 4-p, — 1} — pd = 2pa, (3 4+ p, — 1) — pd,
e poichdé (n. 82):
2o 2= 2, (B4 p, — 1) —d, 2 =28, (a--p, — 1) — 4

ne segne |1’z — pz, ciod i =«
gne | 13-

84. Girado di una corvispondenza. — Oltre ai caratteri consi-
derati finora, si pud, per una corrispondenza 7, fra due curve
C., C,, infrodurme un altro assai importante, il quale diviene
particolarmente signifieativo allorché la corrvispondenza & in-
terpreta come una curva sulla superficie I delle coppie di punti
di C,, C, (pag. 194). Vogliamo alludere al grados della corrispon-
denza, che noi qui cousidereremo limitatamente al campo
della geometria sopra una curva, riservandoci di ritornare
su di esso in altro volume del Trattato, quando ¢i occupe-
remo della geometria. sopra.na superficies-. - w0 s
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A pag. 226 abbiamo osservato che nna corrispondenza 7'

a valenza zero, sopra una curva, appartiene ad un sistema
continuo di corrispondenze analoghe, aventi gli stessi indici.
11 ragionamento e la conclusione valgono anche se la eorri-
spondenza intercede fra due enrve distinte.

Indicheremo con { 7'} il sistema continuo cui appartiene 7.
Se «, 8 son glindiei dj T, e T\ & unaltra corrispondenza di
174, il numero delle coppie comuni a T, T,, ¢iod il numero dei
punti uniti della corrispondenza_a valenza zero 77 Ll sl con-
serva costante, mentre 7\ 77 variano del sistema i T} (pag. 226),
ed & eguale a 248, somma degli indiei @i 7'7'71, Designeremo
questo numero col simhbolo | 77,] e lo chiameremo il grado
della corvispondensza 7' (e di tutte le corrispondenze del me-
desimo sistema continno).

Ricorrendo alle curve 7, 7\, che rappresentano le eonsi-
derate corvispondenze sulla superficie F (priva di punti mul-
tiplt ¢ di eurve eccezionali), il grado di T's’ interpreta come il
numero el punti comuni alla corva 7' e ad un’altra curva
variabile nel sistema eontinuo $a,

In particolare, quando T, temde o 7', al limite si hanno
le coppie comuni alla 7" e ad una corrispondenza infinitamen te
vicina. Pertanto il grado di 7' s'indicherd, altresi col simbolo
[77] od anche [ T7].

Le stesse cose valgono anche se 7' non & a valenza zero,
purche perd si sappia che esiste un sistema continuo VT
in eni la data corrispondenza sia suscettibile di variare (cfr.
colla pag. 230).

Perd, mentre quando 7 & a valenza zero, il suo grado si
esprime senz’altro mediante gl’ indiei (¢ eguale a 2a8), non
altrettanto accade, come vedremo, se 7 mon & a valenza
Zero.

In veritd pud darsi che fra le coppie comuni alla 7' e ad
un’ aléra eorrispondenza 7', vaviabile nel sistema, continuo 1T,
ve ne siano di fisse; cioé che, sulla superficie F, il sistema
continuo 7't abbia qualehe punto base,

Di gueste coppie fisse pud a volontd tenersi o 1o conto.
Sesse s escludon dal computo, si viene a considerar soltanio
le coppie wariabili comuni alie 1, T\, ed il loro numero
chiamasi il grado rffettivo i T. Se invece s’includono, si ha
il grado virtuale di 7, Nel seguito noi ¢i riferiremo di regoln,
salvo avviso in contrario, al grado virtnale.
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Ci converrd anzitutto di estendere la mnozione i grado
di una corrispoundenza, definendo per ogni corrispondenza,
anche isolata (ciod non suscettibiie di variare in un sistema
continuo) il grado virtuele: grado che coincide con quello
gla, definito, quando Ia corrispondenza possa variave con

~continnita.

Sia dunque 7' una covrispondenza qualunque fra le dae
curve €, C,, di generi p,, p,. I sia § una corrispondenza
tale che W= 1T+ 8 risulti a valenza zero: p. es, la eovrispon-
denra complementare di 7) costruita sulla curva €, (n. 83).

Se T & variabile in un sistema continuo { 7'l presa una

H Iv LI T 3] .
corrispondenza 7' di questo, diversa da 7, si ha:
[WT]=[TT]-+|ST],
¢ poiché 1 tre muneri che compajono nella precedente rel:}-
zione, essendo eguali ai numeri dei punti uwviti delle corri-

spondenze WT'Th, 7T, 817, non s’ alterano al variare con-
tinno di fali corvispondenze (pag. 230), cosl potremo scrivere

[T =|WT|—ST] ().

Ebbene, gquesta relazione si assumerd eome detinizione del
grado virtnale [T%] &1 7, quande 77 & isolata. Ma perché tale
. e
definizione sia legittima, occorre provare che il numero {F‘J
3 Y LIPS T
dipande soltanto da 7' e non da &; ciod che, presa un’altra
corrvispondenza 8, tale ehe W, = T+ 8§, sia a valenza zevo,
risulta: )
[WT| - |ST|=iW, T — 8,7
It invero, dalle
W="148 T4 &=1WI,
sommando & membro a membro, segue :

W8, = W, 48,
e (uindi: o
o (WT| 4 [8, T =W, 7]+ ST,

che eqnivale alla relazione da dimostrarsi,

(" In veritd il simbolo [W7, preso alla lettera, rnppra.sunm il numero
dei panti uniti dells corrispondenza WI'—5, la quale, scindendosi nelrla'l.
somma T~ §T—1 ha infinite coincidenze. 8 intenderh dungue che [TV 7]
denoti il numere delle coppie comuni a 7' s ad una corrispendenza generica
del siatema (7771,
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o :
Se¢ due corrispondenze T,

I .

", fra le cur

¢ de 7 ) rve

gradi virtuali n, »' : o1, Con Ranno

\ . - i:
y el & 4 il numero delle coppie comuni alle

due corris i gr 3 i ‘
rewspondenze, il grado virtnale di T 7" 3.

w4 —|-. 2i.
Si ha cioé la relazione simbolica
[("11_{ﬁ fj")'.‘]: [’1,9! _'u [Ylf-_’, _I_Qif[v 1r]’

£ Ie 501 N

La cosa & ovvia,
infatti 7
viene ;

due

A qn?ando 7, 1" non sono isolate. Dette
v 4, due corrispondenze dei loro sistemi continui,

T TP = UL YT A1) = P2 4 (T | 1,77 - [27 T

donde, tenuto conto che :

(LTI=11 (7T =17, (1)) =1, 7| =2T), -
deriva la relazione da dimostrarsi, |

ualor VT i
. .Q \lora nna' delle T, 7" od ambedue sieno isolate, si determi-
eranno le corrispondenze S, 8’ tali che W=7+ §. W'— -8
sieno a valenza zero. Risulterd allora a v ,

"__s y alenza zero :
w =W-’r~W:T”+S", ovesid zero anche Ia

=W posto I"'="T--7" §"=84.8"
e quindi il grado virtus P 1 verrs p " )
o s rtuale di 77 verrd espresso da | W I—[8"1")

.

(W= WL (W2 | = (W) (W) W] W),

& similmente :

187" = [ST_]—J— [871"] + [81) +- (8777
onde; - ,

(7 T=IW T[T+ (W 17— 8777 W —[ST W | - [8°7).
B siccmﬁe infine ;

.IWT} —[STj=[17], [W'T)— (8 T]=[1"),
(WII=[TT)+ 8T, (W T)=([17"}-18'T),

0051 ne segue la relazione da dimostrarsi
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It grado virtuale (ed anche il grado effettivo) di una corri-
spondenza suscettibile di variare con continwita & evidente-
mente =0; cosl come & =0 il numero det punti fissi e di
quelli variabili comuni a dne curve di F, variabili ‘nello
stesso sistema continno. Quando il numevo dei punti variabili,
comuni a due tali enrve, sin zero, per un punto generico
di F non potrd passare che nna curva del sistema, che
sard dubque un fescio rasiondle o irrasionale (pag. 195).

Cosl ad es. hanno grado unllo (effetsivo = virtnale) le
corrispondenze degeneri elementari I, L, (pag. 195).

Quando i« corrispondenza sia isolata, il grado virtuale pid
anche rvisulter aegativo: del che vedremo tosto esempi.

Per trovar Pespressione del grado virtuale di una corri-
spondenza, in funzione degli indiel 2z, 8 e di quegli albri
caratteri che oecorra considerare, conviene premettere due

Jemma. Il primo & questo:

Se sopra une curva C, di genere p, si consideran due serie
ooty L, yL,, viferite bivazionahnente gruppo « gruppo, per
guise che la somma di due gruppi omologht varii in une
serie lineare (A’ ordine m - w'j, esse hanno lo stesso difetto di
equivalenza (*).

Poiché la proprietd & verificata quando i difebti d'equi-
valenza delle serie date sieno nulli, supponiamo p. es. che
Ia vi abbia un difetto &’ equivalenza = 0. Fissato un generico
gruppo 4 di m —1-4p punti, sia @ un grappo di yl conte-
nuto parzialmente nella g;;;:}_m individuata da 4; & il
gruppo omologo i v, 'L! la serie che contiene le somnme
dei gruppi omologhi di vl, vl,; I un gruppo di p—1
punti residuo di & rispetto ad {A}; E' un residuo di ¥
rispetto alla sevie canonica [ 1. Sussistono allora le:

G+F=4, G+G'=L, E+TF'=K
ed eliminando fra esse G el Io:
G+ FE' =K L~ A

m—1

Sicehd ad ogni gruppo di vl contenuto nella data gy—) ,
corrisponde un gruppo di y.,, contennto nella sevie gl indi-

M) Cfr. R. Torernl [Ace, Napoli Rend., 17;, 413 (111)].
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]\'lduata‘ da un gruppo .4’ equivalente 2 K4-L— 4. K péiché
a serie | I — A| & indi al o » & consi ‘
g e iIL—f:L A elm(hpendeute dal gruppo & considerato,
cfl)mulne a v, ead 4], e daltra parte le veci delle due serie
vt ’:Y"" possOn essere scambiate, tanti saranno i gruppi comuni
A Y, € ad [Af, quanti i grappi comnni a T € ad jA
. . .. ! P
g seen;ulo lemma cui alludevamo & il seguente:
. prodotio di due corrispondense T, S, di cui Vuna «
valenza sevo, fra dwe curve g, C,, ¢ a valensza zero
Sia S a valenza zer ieno P
(,'r‘ ‘ alengzu ZEI0 € SIeno ¥y, ¥y, yp gli omologhi
su O, di un punto 2z o&j ¢, rvispetto a T X, X X i
- . I e ) L 2y L
;l;)u.lp}?g deglt omologht «u. C, dei predetti punti di Cyynella &
ole Far sn O, il gr ¢ in -
¢ . \anm')do.y su C,, il gruppo X, omologo in S, varia
;1 o una servie lineare | A{, al muoversi di o sn C,, il gruppo
- .?g ~+:— - 1= X, che & I’ omologo di « nella T8, vavia nella
serie |[3A[. Onde 7'8 & a valenza zero.

Siccome St esl v 5 '
ne S0 4 aliresl a valenza zero (u. 63), risulta .

valenza zero il prodotto T=587, e quindi la sua inversa §7'
Perf.anto il prodotto & a valenza zero, in qualunque ordine;
lo si faccia.

Dimostriamo infine che:

It grado wirtuale @ una corvispondenze T, & indici «, 3,

e il vagavs o
Jra due curve ¢, C,, ¢ espresso da Azl — o) 0 da op — &),

r ! - - - . -
ove o, [ son vispettivemente il primo od il secondo indice delia.

corw'i‘spon(len.m complementare di T costrwita su €/, o su C .

Sia S« p,) 1a corrispondenza complementare di 7 sulla é’
(n. 83); e suppongasi inoltre, per generalitd, che ia corrisponi
denza data sin composta con un’involuzione v) (1= 1 Su ¢
e‘ con una Ye (W =1} su Cy; cosicchd, conser\{ianldoﬁlel nota-l
“zloni del n. 83

P
o = nsz.

—_— ™ ] —_— f
%= ll'"m ij = lju H

La corrispondenza W=7 1- & di indie; ;
oo o [ Ien_&a 3t _..1'4— .Si di indiei (o + o, 34,
dovalenza zero e il grado di 7' & espresso da:
[2°]=WT] — |87,
Ll vumero [I77] & il numero dei punti nniti della eorri-
. J——— . ;
spoudenza. WT=t o meglio della corrispondenza 11,7~ ove

W si enerien eorric ; i
¢ Sl ina generiea corrispondenza el sistema continuo cui

appar{;iene W (cfr. eolla nota a pi¢ della pag, 261).

_ Poiché 1a 17,71, pel secondo lemma, & a valenza zevo

risultera: r
[ W == a(3 4 p,) -+ Bz -+ o).
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Caleoliamo [S1']. Designamo all’uopo con 4, il numero dei

priti doppi della serie dei gruppi Y corrispoudenti me-
diante 7' ai punti di ¢; con d, il numero dei punti doppi

I

della serie del gruppi @ corrispondenti mediante S ai punti
di €,; e inline con 4 il numero dei punti doppi della serie
dei gruppi ¥ +- &. Tenuto presente che, a norma del primo

lemma, le due serie degli ¥ e dei & hanno lo stesso difetto
d’equivalenza 2, e tenute aitresi presenti le considerazioni
del n. 68, viene:
e = pd, - ped, 4 2(87,
== 2o, 4 a)p - 2py — 1)y, d, =20, 4-p, — 1) — 2
d, = 2z(2p, — 1) — 2z,

@

?

e quindi:
(ST = peey, + Rl -+ 2) = opy +- /(§ + ).
Risulta percio:

[T == | o ~+ p,) 4 (5 4 @) — {ap, -+ /(- 2) | = 2o — ).

£

Similmeute si trova:
(1] = 2(af — ),

e guindi se ne trae di nuovo & =, conformemente al n. §3,
Oss,

Giova anche sottolineare il risultato sotto quest’altra forma:

Il grado virtuale di T @ espresso da 2{af — pz) evvero da
af — Wo'), ove z, 77 sono i difetti 4’ equivalensa delle serie
degli omologht dei punti di €, C,, e (== 1), W(=1) gii ordini
delle involusiont con cui la dale corrispondensa & composte,
rispettivamente su ¢, C,,

Poiché nz & i sna natora un nwamero positivo o unllo,
ed & nullo soltanto allora che la servie degli omologhi dei
punbi di €, sia costitnita da gruppi equivalenti, cioé la cor-
rispondenza I’ sia a valenza zero, potremo dire che:

Il grado virtuwale di wna corrispondenza & indici o, 3, fra
due curve, won supere 23, ed il massimo & raggivnto allora
¢ solo allore che la covrispondense sie a velense sero.

OssgrvazioNs. — Per eliminare qualelte disarmonia di
lingnaggio e di calcolo nell’uso dei simboli delle corrispon-
denze, couviene introdurre la nozione di corrispondense vir-
tuali (curve virtnali sulla solita snpervficie delle coppie di
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punti di O, C¢,) analoga a quella i grappi virtuali, intro-
dotta a pag. 109. ’

Se T, 8 son due corrispondenze fra C,, ¢,, di eni la prima
contenga parzialmente Ia seconda, nel senso che fra gl omo-
toghi in 7' di un punto variabile su C,, compajono gli omologhi
in 8 dello stesso punto (e quindi fra gli omologhi in 7t di
un punto di C,, eompajono gli omologhi in §—* dello stesso
punto), si pud considerave la differenza R= T — § delle due
corrispondenze. Bssa gode della proprietd che B+ 8= 7.

Qualora 7I' non contenga 8, la differenza 7' — § si pud
considerare come un simbolo operativo, che, applicato ad nna
corrispondenza qualungue @, contenente S, eonduce alla eor-
rispondenza (¢ — 8)4-7" Si dird che T'— § & una corrispon-
denza virtnale (che diventa effeltiva quando T contiene 8).

In particolare, quando T'=2S,1a 7'— 8 & la corrispondensa
Zero,

Deﬁnit_o come grado virtuale della corrispondenze virtuale
R=1—5, I"espressione [17]1-|5|—2[S7T], quale si avrebbe
(pag. 262) se R fosse effettiva, si prova agevolmente, sul fon-
damento di ¢id che precede in questo n., che pel grado della
somma di due corrispondenze vale la fommld data a pag. 262,
anche se ina o ambedue le corrispondenze son virtuali.

La disuguaglianza n << 2aj fra il grado ¢ gl indici di une
corrispondensa effettiva, vale anche se la corrispondensa & vir-
tuale.

Pgr provarlo, si osservi anzitutto. che una, p. es, 8, delle
due corrispondenze effettive 7', S, mediante eui si definisce
per differenza la corrispoudenza virtnale B = 7 — S, si pud
sempre supporre a valenza zero. Basta all’uopo determinare
una corrispondenza effettiva S’ tale che §+4- S’ sia a valenza
zero (p. es. la corrispondenza complementare di S}, perchd
risulti R=(1I"+ 8§8) — (8 4+ §").

Cio posto, sieno («, 8), (=, §") gl’indici di 7, S ed «, 53,
glindiei di R, cosicchéd risnlta

%, =a— o, Bo=p—¢
Pel gradi di T, § valgono le
[T°] =208, [§°)=24,

e inoltre il numero delle coppie comuni alle T, 8, ciod il
numero dei punti \ s
p niti della corrispondenza 78—, che & a
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a valenza zero (pag. 264), eguaglia 2§’ - «'8. Dunque:

B2 = [1%] + [8*] — A TS| <= 2af + 20§ — 2o -+ #B),
cioé:

| B =< 22,3, .

Se in questa vale i segno =, dovrd essere [17] = 25,
quindi la corrispondenza T visulterd a valenza zero, come
la 8y eppertanto sarét « valensa zero o R=1T—&§.

85. Genere di una corrispondenza. — Data una corrispon-
denza irvidueibile 7', di indiei «, B, fra due emrve ¢, C,, ¢’¢ da
considerare il genere (effettivo) = dell’ente ec* costituito dalle
coppie di punti omologhi in 7 ciod il genere della curva ima-
gine di 7' sulla superficie £ delle coppie di punti di ¢, C,.

Quando tale curva sia priva di punti maltipli (sulla super-
lieie 7, pur essa priva di punti multipli) il genere effettivo =
si chinmerd altresl generd virtnale della T' o della sua curva
imagine. Il significato dei punti multipli della curva ima-
gine, nei riguardi della corrispondenza, & stato gia illustrato
a pag. 212, Nel caso in cui la curva imagine possegga punti
multipli, in relazione ad ognuno, 0, di questi, si aumenterd il
genere effettivo i tante unitd, quante sono queile di cni si
abbassa il genere di una curva piana, che aequisti un nuovo
punto multiplo della composizione di O (uel senso che verra
precisato nel Capitolo concernente la eomposizione delle sin-
golaritd). Cosl p. es. per ogni punto doppio nodale, il genere
effettivo andrd accrescinto di una unitd. 11 genere effettivo,
in tal modo accrescinto, si chiamerd il genere virtuale della
corrispondenza o defla curva, '

La formula di Zevrmey, allorché Ja curva 1" non abbia
punti multipli, ci dice che:

(20) On — D=d - 28(p, — D =d -+ 2a(p, — 1),

ove p,, P, son i generi i 0[', ., e d&, d i numeri dei punti
doppi &i T"su O, C,.

Se invece la curva imagine ha punti multipli, ed & = il
suo genere virtuale, mediante le (20) si verranmo a deflinire
due numeri d, 4’, che si chiamano i numeri virtuali dei punti
doppi della corrispondensa, sibuati rispettivamente su C,, €, ().

() Cfr. DE FRA‘ICH[‘S, Lineei Rend. 12., 306 (1903).
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Quando la corrispondenza varia in un sistema continno {77,
by

h.]“ cul corrispondenza generiea sia irviducibile e priva di punti
Slmnlhangamente doppi e di diramazione, il genere virtuale di
una particolare corrvispondenza T,, di quel sistema, che pos-
Seggt invece punti siffatti, eguaglia il genere effettivo della
generica 7. '
S R TR, I .

1 _ppo‘nojlsl a1 .mnluubtle, priva di punti simultaneamente
doppi e di diramazione e non composta, tanto su C,, che sn ¢,
allors to n it gr ir i “265):
allora, detto u il grado virtnale di T, valgono le (pag. 265):

=2l —2), 93— 208 4+ p, — 1) — 4,
le quali confrontate eolle (20) porgono:
“n 2(?:~])—n::2{5(pl—I)—i-‘lsc(pg—-l).

Q_n(.astft relazione vale anche se T, pur continuando ad

esser trridueibile, acquista punti simultaneamente doppi e
(1.1 diramazione o diventa composta; ed anzi la (21) pud addi-
ribtura assumersi come definizione el genere \’ii'tllale uni
volta che si conosea gia, dal n. pree., il significato di 1:.
' Snpposto ora che la covrispondenza irriilucibile, variando
n: un Sisﬁf.én]& coutinuo {7}, si spezzi nelle corrispondenze
’l”.i"‘3 dei gradi =, n,; indiei %, B3 %, By generi vip-
toali =, =,, dalla (pag. 262): -

n==g, -0, + 24,

ove ¢ & il numero delle coppi i
‘ oppie com a7, 7T i
 contronse horo PP vl oa I, 7., mediante
] colla (21) e colle dne analoghe che POSSONO scri-
versi In relazione a 77, T,, si vieava:

T=R AR, 1

. Tutte gueste mnozioni si apprezzano meglio dal punto di
vista pitt Targo della geometria sopra una superficie, come a
suo tempo vedremo. Non cj dilnnghiamo ulteriorm,ente sul
?oncento di genere virtuale ’ana corrispondenza, perchd n;}n
€ necessario pei nostri seopi immediati.

. 86.. Applicazione della nozione di grado alle corrvispondenze
b.u'az;mmll fra due curve. — Sia 7' nna corrispondenza bira-
zlonale (x=8=1) fy 3y ' P o i

ale { g=1) fra due curve C,, C,, di generi necessa-
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riamente eguali p=yp, ==p, (non escludiamo che 7' possa
esser la corrispondenza identica, quando le due curve c¢oinci-

~dano). Il grado virtuale » di ' & espresso da

=21 —z),

ove z ¢ il difefto di equivalenza della serie dei punti di <,

<~

cioé il numero dei punti di questa serie appartenenti ad

ana g3, Risulta dungue z = p, epperd:

-

= —2{p—1).

Pertanto, se p > 1, il grado d&i 1" & negativo, ¢ guindi T jpon
PUd varicre e wn sistema continuo (pag. 263). Ne segue il teo-
rema di ScHwars B gnesta sostanzialmente la dimostrazione
di Di FraxcHis, cul alludevamo a pag. 177 (')

I3 facile verificare che wne corrispondensa birazionale T
sopra une chrva C di genere p 2> 1, won pud essere o valensa,
s¢ non el caso in cui C sia iperellittica ¢ che si tratti delle
corrispondensa generata delle gb di C (7).

E invero, se 1" possiede la valenza vy, & certo v==0, perchd
altrimenti su € esisterebbe una ¢! e gquindi sarebbe p=0.
Dovra inoltre esseve v positiva (== 1), perché il numero 24-2vp
dei punti uniti & positivo o nullo. Ma allora la corrispondenza
T, non potrd essere non identica, perché in tal caso il no-
mero 2 —2¢*p dei snol punti uniti sarebbe negativo; epperd
risutterd 7" involatoria e di valenza v =1, duto, che 2*=1 ha
la valenza — L. Pertanto 1" & generata da una g} di C.

OsSpRVAZIONE. — Sia I la corrvispondenga identica fra
due enrve sovrapposte. di geuere p, ¢ W sia una corrispon-
denza generalmente irridueibile, variabile con coutinuitd, che
si sperzi nella somma & - I, Alora it numero dei punti uniti
di W vien dato da (pag. 261):

(22) (WI)=[SI]+[II]=[8I]—2(p—1),

¢ 51 opno quindi dire che i distaccersi da W dell’identité ab-
bassae di — 2(p -~ 1) unita i wumero dei punti wniti. Tale
abbassamento ¢ i1 medesimo che vien fornito dalla formula

(1} Qui 1a dimostrazione & svineolata dalle nozioni di geometria sopra
nnn sapérficie, che occorrono invece ul Dr FrANCHIS,

() Cfr. e « Vorlesungen » dell'Autore, pag. 185, Cfr. pure Hunrwirs,
Math, Ann. 28, 585 (IN8T). :
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delle coincidenze di una eorvispondenza a valenzay — 1, come
Jla I. Ma non & evidentemente lecito applicar. senz’ 1Ir.ro tale
formula, percheé I ha infinite coincidenze. Qccorre invece
medlante la nozione di grado virtuale, dare plevenhvameute,
come noi abbiamo fa(ro. nn senso preeciso alla (292),

87. Applicazione della nozione di grado alle involuzioni.
Inesistenza sopra una curva di uwna infinith continua di invo-
Inzioni irrazionali. — Cerchiamo di determinare il grado di
una involuzione v! di genere =, sopra una curva ¢ tli renere
p; eiod il grado delltm corrispondenza simmetrica 7', di indiei
m -~ 1, generata col ehiamare omologhi dne punti che appar-
tengano a un medesimo gruppo di .

‘ La corvispondenza 7' & manifestamente semplice, sicehd
il suo grado sard espresso da:

n=20m — 1)* — s,

ove z ¢ il difetto (’equivalenza delia serie, d'ordine -1,
costituita dai grappi Y, omoloom di nun punto = v'umblle
su O,
,-L indice della serie degli ¥ & m — 1 ed il numero 4 dei
suoi punti doppi & quello stesso della involuzione v, ciod;
n *

d=2p—1)— 3m(=z — 1),

Perd ognuno di tali punti doppi, appartiene, come tale,
ad m —2 groppi Y, onde (n. 82 , Oss. 1) sard

20 =20m — I)(m 4 p — 2) — (m — Dd = 2Am — 1)* 4
-+ 2 H— l — 2 o 2 S
e quindi: ,(p ) == Zm(m Jim— 1y,
H=—2(p — 1) — 2mm — 2)(z — 1).

Ora, poiché per p>1 e === 1, risulta »n <), si deduce
{pag. 263) che:

Sopra una curea algebrica non pui esistere wwinfinité con-
tinua di involuzioni trrasionali.

Veramente le precedenti considerazioni permettono di
. enuneiare il teorema soltanto per p>1; ma esso ¢ vero anche
per p =1, come risnlterd dal u. .swuenre

Un’ulteriore determinazione del teovema & data dalia pro-
posizione:

Tea P L
. . Rl -
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Una curve olgebrica won pud conlenere che wn nuntero
finito di involuziont irrazionali di genere meggiore di 1.

Sia € la counsiderata cnrva di genere p, necessariamente
maggiore di 1 (n. 67, Oss. 1'); vyl w’ involuzioue di genere
x> 1 su di essa esistente. La formula di ZEUTHEN, che fou-
nisce il numevo d dei punti doppi di 1l :

d-4-2min — 1)=%p—1),

mostra che i numeri interi d(=1, m(=2), =(_~I) possono
asstimer soltanto un numero finito di valori. Siccheé, per di-
mostrar 1'asserto, basteri provare che non vi sono infiuite
involuzioni coi medesimi caratteri d, m, ={Z 1) ().

A]l’uopo consideriamo una curva I, imagine della v, e,
denotato con A un grappo canouico di I', con X' il suo tra-
sformato su €, con IV il gruppo dei punti doppi dell” invo-
luzione, con K% un gruppo canonico di €, si ricordi che
(pag. 208):

D+ K=Kt
donde:
(23) 3D’ -+ 31" = 3K*.

Ora la serie [3K%|, sulla curva C, ha Vordine 6(p — 1) >2
(perchd p=2) e quindi (pag. 148) la sua imagine proiettiva &
una curva, priva di punti multipli, che continueremo ancora
a chiamar €, d’ordine 6(p —1) delio spazio S;s. Alia serie
tricanonica di T' corrisponde su ¢ una serie di dimensione
5% — 6, composta colla vl ; pertanto tale serie & segata su ¢
da uun sistema lineare ¥ ’iperpiani, passanti per uno spazio
H a 5(p — =) — 1 dimensioni, ed ogni iperpiano di =, che
esca da un punto P di €, contiene gli m—1! punti coniu-
gati di P nella vl ; ciod lo spazio HP, a 5(p —7) dimensioni,
che da H proietta P, proietta in conseguenza altri m — 1
punti di C. '

(1) Quest asserzione si pud considerare come un immediate cerollario
della proprieth indicata nelle note bibliografiche di pag. 197, che cioe le
corrispondenze algebriche di dati indici, sopra una curva, si distribniscono
in un numero finito di sistemi continuni. Poiché un'inveluzione di grado
dAx luoge ad nna corrispondenza (m—1, m—1), cosl le involuzioni di date
grado m, si distribuiscono in un numers finito di sistemi algebricl. E se
tratiasi di inveluzioni irrazionali, ognune di guesti sisbeni non potri che
ridursi ad una sela involuzione,
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Inoltre, in forza dell’ equivalenza (23), lo spazio H ha un
contatbo tripunto con ¢ in ciaseuno dei punti doppi di vt .
Detto percid A il cono a 5(p—m) 41 dimensioni, che proiet-lga
' da H, il suo ordine risultery espresso da;

6(p - 1) — 3d
n

=f(w — ).

La determinazione delle involuzioni coi caratteri dy, m, =,
salin curva €, vien cosi ricondotta alla determinazione degli
spazi H, a 5(p —w) — 1 dimensioni, che hanno d contatti
tripnuti con € e tali ehe da ciaseuno di essi Ta curva si pro-
ietta m volte.

'Le condizioni eui son sottoposti questi spazi H, sono alge-
brlche,? eppero gli spazi H, ad esse soddisfacenti, si distribui-
SCOno I un numero finito di varietd algebriche. Ma nessuna
di queste pud contenere infiniti spazi H, perchd se no sn ¢
esisterebbero sistemi continui d’involuzioni irrazionali; donque
211 spazi H, ¢ le involuzioni corrispondenti, sono in numero
finito,

_Un’ulbima osservazione generale vogliam fare sulle invo-
luzioni irvazionali, provando che:

Sopra wne curee ¢ di generve p 2 1, la corrispondenza sim-
wetrice I, di indici m — I, generate da ww’ involusione w1 i
genere w >0, esistente su O, & prive di valenza ') "’

Suppongasi che 7' possa avere la valenza v, Se «,, a

«
_ 2aeer thy
denota an groppo de]l’m\‘oluzione, varranno le:

. T el € TE=— { O J C By S Ta,,
donde:
(L — ), = (1 «—y)a,.

In simil guisa, posto 1 -- v =1, viene:
ka, == ka, = ... = La,, .
Per un altro gruppo b2 byyeny by dellinvoluzione viene:
Bb, =1b, =..= [/
e inoltre sussiste I’eqnivalenza:

ty bt oy -y, = b, -, - b, - th,,

{") Cfr. le « Vorlesungen » dell" Autore, pag. 186.
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dalla quale, moltipiicandone i due membri per k, tenuto conto
delle precedenti relazioni, si trae:

Em 4y — Da, = kim + v — 1)b,,

Ora i numeri interi & ed m - ¥ — 1 son entrambi non
nulli: & & non nullo, perché altrimenti sarebbe v=1¢ela vyl
si ridurrebbe ad una ¢!, contrariamente  al ipotesi 05
m -7 — 1 & non nullo, perchd altrimenti sarebbe y =1 —m
¢ quindi il numero dei punti uniti della corrispondenza T
sarebbe 2(m — 1) 4- 2yp == 2(m — 1)(1 — p}, numero negativo
per p > 1, il che & assurdo. o

Ma allora, chiamato R il valore assoluto del prodotto
k(m --v — 1), si conclnde che he, = hb,, ove ., b, son dune
punti qualonque della curva, epperd (pag. 219) la curva &
‘azionale, contraviamente all’ipotesi che sia di genere p > 1.

OssprvAzIONE. — Abbiamo sopra dimostrato ehe una enrva
non pud contenere infinite involuzioni di genere = > 1. 11 caso
=1 d% Juogo ad nn’effettiva eccezione.

Nel n. seguente verrd infabti dimostrato che sopra nna
curva ellittiea vi sono infinite involuzioni ellittiche, e in altro
volume, trattando degl’integrali abeliani riducibili, mnostreremo
che esistono altresi curve di genere p > 1 con infinite invo-
luzioni ellittiche. '

88. Le involuzioni ellittiche sopra una ecurva ellittica. —
Bia ¢ una curva ellittica. Un’involuzione irrazionale T,
esistente su C, ¢ necessariamente ellittica e non ha pumti
doppi (n. 67, Oss, 2%). ‘

Sia. T' la corrispondenza (m — |, m — 1) generata da v..
Dico che 7' & mutata in $& da ogni t. 2° s. Infatti, nell’ipo-
tesi contraria, 7' & portata dalle t. 2% s, in co' corrispondenze,
tutte irridueibili come 7', prive di coincidenze e di grado
virtuale zero (pag. 269). -

T'utte queste corrispondenze, e non soltanto la generiea,
son prive di eoincidenze, perché son ottenute 1’una dall’altra
mediante trasformazioni birazionali. '

Ora una coppia @, ¥ di punti di € appartiene ad almeno
una delle predette ecorrispoudenze {(anzi ad uha sola, perché
esse sono di grado zero). In particolare, se 2 =4, si ha una
corrispondenza della_nostra o<’, dotata di un punto unito
in ==y; eid che contraddice alla precedente conclusione.

Severi - Gromelria algebrica - i3
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B pertanto assurdo ammettere che le t. 2 s. non mutino in
so 7%

Sia I' la curva imagine di y! . Ale co' t. 2° &, di € cor-
risponde su T una oo' di trastormazioni birazionali, le quali
formano manifestamente un gruppo e sono pertanto (nn. 54,
59) le t. 2* 5. di T. Epperd una di queste t. 2* s, di T, che
abbia un punto unito, & I'identitd (pag. 173): il che equivale
a dire che una t. 2* s, di ¢, che muti iu s& un gruppo di v,
muta in s¢ ogni aitro gruppo dell’involuzione. I poi chiavo
che una trasformazione siffatta & cielica di ordine m o di un
ordine divisore di m.

Bfettivamente vi sono t. 2* s. che mutano in sé uno, ¢
quindi tatti i gruppi di y! . Son quelle che fanno corrispon-
dere ad un punto di un gruppo di vl ciaseuno degli m — 1
punti uiteriori. _ :

Per trovare le involnzioni ellittiche (’ordine m esistenti
su €, occorre dunque muovere dalle t. 2° s. cieliche d’ordine m
0, in particolare, di ovdine divisore di m. Osserviamo, in
primo laogo, che una t. 2* & cicliea di ordine m {o, in par-
ticolare, di un ordine divisore di m) muta in s& il gruppo
dei panti m-pli di una fissata g"—1, come si vede estendendo
ovviameunte il ragionamento di pag. 171, concernente le t. 2" ,
involutorie. '

Indicati jnfatti con 4, A,,.., 4,y i punti di un eiclo
della nostra trasformazione =, verri:

A —_ A‘ = Al m— Ag = = Am—[ b -A,
dalle guali segne:
MA =md, =..=md, _;

e cid prova che i punti del ciclo considerato son punti m-pli
di nna medesima g»-1, Sicchd, fissata comunque una g-—! e
detto A uno dei suoi punti m-pli, la = dovrd mutare A in
un altro di tali punti. ’

La conclusione vale naturalmente anche per una £ 2° g,
che sia ciclica @’ ordine p divisore di m, perché dalle relazioni:

pA=pd =.=pd._,,
linlicand CPintero ™ < fraoe
moltiplicando per intero W sl traggono le:

mAd=mA, =...=mdu_,.
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Detto dunque & il grnppo dei punti m-pli di una data
gty le 6. 2° s, cicliche d’ordine m (o d’ordine divisore di m},
si ottengono tutte facendo corrispondere ad nn punto di @
un altro punto dello stesso gruppo.

“Ora i punti di & sono in numero di m?® fra loro distinfi,
perché ognuno di essi non pud che essere m-plo, e quindi i
cavatteri o, 41, «, fu_u, tu_s di pag, 131, relativi a tale punto,

non posson che avere i valori normali

iy=1, i, =2

R peey g == M — 2, A, a=m.

Ne segue che le t. 2¢ 5. cieliche & ordine m o & ordine
divisore di w, sono in wwmere di m* — 1 fescluse VP identita,).

Caleoliamo il numero delte t, 2* s. cicliche di ordine ",
€ non minore, ciod delle 6. 2° s. primitive di ordine .

Se m =0o% ove o sia un numero prime >1.ed a un in-
tero. == 1, vi saranno

ot — ] (gt !):mﬂ(l - I-)
o

a

trasformazioni primitive d’ordine m.
Se m =aff, essendo =, 3 dne interi primi fra di loro, vi
SATANNO

o — ] 2 — 1) — (p* — ]):mg(l — ;,)(l — ﬁi)’

trasformazioni primitive d’ordine m.

Queste due osservazioni, combinate, conducono subito alla
conelusione che, se z, By 15 somo 4 divisori primi di o, il
nuarero delle trasformasioni primitive Qordine m é dato da:

==

Diremo che un’involuzione v! & primitive quando & Iin-
sieme dei cicli di una trasformazione primitiva di ordine m.
Si badi che guesto concetto & distinto da quello di involu-
zione semplice, cio¢ di involuzione non composta mediante
un’ involuzione di ovdine inferiore, perché, se m non & primo,
e & un suo divisore prime >- 1, la involuzione generata dai
cicli di una trasformazione primitiva <, (’ordine m, & sempre
composta mediante la involuzione generata dai cicli della tra-

m

sformazione <, che & primitiva d'ordine p.
H
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' Consideriamo nua y! primitiva, generata dalla trasforma-
zione primitiva 7, d’ordine m. Delle m—1 ¢ 9% 5. T,
che mutano in sé ogni gruppo di vl sono eicliche d’ordine
n, ¢ non minore, soltanto gquelle che corrispondono ad espo-
nenti primi con m. Sicché esse sono tante quante i numeri
minori di m e primi con m, ciod:

p(m) = m(l — ;)(1 — ;)(1 — :,),

ove 2, B, 7.. denotano ancora i divisori primi di m.

Poiché nna trasformazione primitiva ¢ ordine M, genera
una v, primitiva ben individuata, cosi il numero delle invo-
lnzioni primitive di ordine m si otterrd dividendo il numero
delle trasformazioni primitive d’ ordine m, per g(m), Per-
tanto :

Le involugioni primitive ellittiche, &’ ordine M, 30Pre und
curea ellitticn, sono in nuwmero di

m(l -+ ;—t)(l +;)(I +]f)’

ove o, B, v,.. sono i divisori primi di .

Le t. 2" s. cicliche d'ordine egunale ad m o ad un s00
divisore, formanu, coll’ identitd, un gruppo finito A di ordine
m®, abeliano o permutabile (ciod di sostituzioni a due a due
permutabili), entro cui le . 2 5. ehe mutano in s una data
71, ellittica, primitiva o no, formano un sottogruppo A’ @’ or-
dine m. Viceversa, ogni tal sottogruppo genera una v! ellit-
tica. Le y! ellittiche sono dunque tante quanti i s'ot;toag’ruppi
@’ ordine m coutenuti in A; epperd:

Le involuzioni ellittiche, primitive o no, di dato ordine m,
esistenti sopra una cwrva ellittica, sono in numero Jinito.

Ne consegue la proprietd, i eui facemmo uso nel n. prec.,
cirea I'inesistenza di un sistema continuo di involuzioni irra-
zionali (ellittiche) sopra una curva ellittica, giacchd involu-
zioni di an tal sistema avrebbero lo stesso ordine, e si con-
traddirebbe al teorema ora dimostrato.

Ma si vede perd che sopra una curva ellittica vi-sono
infinite involuzioni ellittiche (efr. coll’ Oss. alla fine del n, 87)
per ogni valore dell’intero m essendovene un numero ﬁnitoj

HT—1
T H
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89. Linearity delle involuzioni piii volte infinife, esistenti
gopra una curva. — OUonsiderando sopra una curva €, di ge-
nere p >>0, le serie algebriche d'indice 1, di gruppi di punti,
abbiamo veduto che, oltre alle servie lineari semplicemente
infinite, posson esistere involuziont érrazionali semplicemente
infinite. .

Vogliamo ora proporei la questione analoga per le serie
algebriche v (irriducibili), di dimensione r > 1 e d’indice 1,
sopra la eurva C; serie che, avendo I"indice I, continueremo
a chiamare énvoluzioni, Se la y;, consta di gruppi equivalenti,
gid sappiamo (n. 20) ch’essa & lineare. Ebbene, nel presente n.
proveremo che tale conclusione vale (salve un caso banale)
anche quando si abbaudona 1'ipotesi dell’equivalenza dei
grappi di y7. 1l teorema che stabiliremo & precisamente
questo:

“Una involugione y7 , prive di punti fissi, di dimensione » > 1,
sopra wna curve C, 0 & wna serie lineare ), , oppure © suoi gruppi
si posson ottenere aggruppando ad v ad r, negli o= modi possi-
bili, i gruppi di ww’involugione irrazionale v (cosicehe m=rpj;
ed in perticolarve, per p=1 ¢ quindi m=r, aggruppondo ad v
ad v 4 punti delle curve. '
Sapponiamo anzitutto che la v’ sia semplice, di dimen-

2

sione »=2 e di ordine m >2. I gruppi di v3 per un punto

p
generico = di €, astraendo da questo, formano una y!_, va-
riabile con . B invero, se la vyl | restasse fissa, i gruppi di v%
si otterrebbero associando a ciascun gruppo di vl | ciaseun
punio della curva. Ma allora, presi due punti generici %, =,
di C, il gruppo di ! | passante per z,, insieme ad z,, da-
rebbe un gruppo di v% per =, x,; e similmente il gruppo
di y! _, passante per %, (generalmente distinto da quello che
passa per %,), insieme ad w,, darebbe un «liro gruppo di v¥
per @, %,; onde % risulterebbe d’indice >>2. Di piu, essendo
v2 semplice, la v  variabile non pnd possedere puuti fissi,
che sarebbero tali per la v2 . N& la y! _ puo spezzarsi in due
serie oo' distinte, poiché altrimenti il suo indice sarebbe > 1.

La y! _,, essendo dunque variabile in un sistema oo! di
involuzioni di ovdine m — I >> 1, & necessariamente una g,
(pag. 270). Da cid segue subito che la y2 & una ¢3 . Infatti,
defta v} | la serie residua del punto z rispeito allay? e vl _,
la serie residua di %, le due serie lineari x+-y! |, T4+7yL |

hanno in comune il gruppo di y?, che passa per z, %; e
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quindi i groppi di v2 passanti per @ sono equivalenti. Doude,
pel teorema del n. 20, la conclusione. '

Se r=2, m=r, Ia oo ridicesi alla sevie delle r-ple di

T ) NPT VI : .
punti di C. Se » > 2 m>r e la V. ¢ semplice, si giunge
alla conclusione che la V., © uuna g, passando, col proee-
dimento esposto, da » — 1 ad ».

Se infine la y7 & composta con nna Th, rappresentata dai
punti di una curva T, a 7y, risponde su I' aqua e, (mi=mip)
semplice, e quindi, qnando sia m’ = 7, la v sard lineare e
percid a,alche la v7 (pag. 63). Se invece & m'=— ¥, ciod m=rp,
la yr, st otterrd aggruppando ad » ad r i punti di I', e per-
tanto v, risulterd dall’aggruppare ad » ad » i gruppi di 71'1'

90. Caratterizzazione numerativa delle corrispondenza a
valenza, — Un’ultima applicazione faremo, della nozione di
grado di una corrispondenza, a caratterizzare le corrispon-
denze a valenza, mediante una relazione fra i loro caratteri
numerativi. Sard questo un altro esempio assai espressivo,
oltre a quello del n. 82, della deduzione di una proprietd
funzionale da una relazione weramente nwmerativa,

Premettiamo il seguente lemma -

Se il multiplo secondo % duna corrispondenza T(x, 3) fra
b punti di une curva O, ha la valenza ¥y riswlle necessaria-
mente v multiplo di k ¢ quindi (pag. 257) 7" ha la valenza
=k

Supponiamo, se & possibile, ehe Pintero v, positivo o ne-
gativo, non nullo, non sia multiplo di & e indichiamo con #
il massimo comun divisore dj k, v. Dal fatto che & a valenza s
la corrispondenza &7, segue (u. 82, Oss. 4", che la corrispon-
denza (k:8)7" & u valenza 11 0. Siechd nulla ¢i vieta di supporre
addirittura che i due interi i, v, di eui parla Penunciato el
Jlemma, sieno primi fra loro, e ehe Tt > 1. Esisteranno allora
altri due interi (positivi o negativiy & , v,, tali che:

24) by —Eky=1

Consideriamo la corrispondenza, eventualmente virtuale
{pag. 266):
T =k1T+ 1,
ove I denota la corrispondenza identica. L’ipotesi che 7'
abbia la valenza -, signifiea che, detto Y il gruppo degli

-

2
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[ ; di O, va sia =,
omologhi nella 7' di un punto & di C, vale, qna!m]qne. sia @,

P equivalenza: : .
Y + yo = 6,

ove G & un gruppo, effettivo o virtuale. o
Indichiamo con Y, il gruppo degli omologhi di z in 77,
ciod il gruppo (effettivo o virtuale):

Y, =Y 4y

H

sta relazi 3 inisce
Tenuto conto della (24), da questa relazione, che defi

Y,, si trae:
Y, —a =1k Y + kyv=5G,

y It "
la quale prova che la corrispondenza 1’ ¢ f.aa-le cpe Ll‘blll;t
la valenza — 1. Se 7T, non risultasse effettiva, si potrebbe
sempre, coll’aggiunta di una conveniente corrlspon,denga ia
valenza zero S, fare in modo che fosse effettiva la 7'+ (1)_.

. X '

“Ma allova la corrispondenza effettiva k7, 4+ kS, somma di
una corrispondenza a valenza — 1 e (&i una a valenza zero,
risulterebbe a valenza — 1. ‘ _ oo

Si conclude, in eonseguenza dell’ipotesi fatta, di cui vo
gliamo dimostrar P assurditd, che su ¢ esiste sempieI u;m,
éorrispon(‘lenza effettiva 7' tale ehe il suo E-plo (B> 1) ha
la valenza — 1. . ’

i i 'y B i diCel ¥, ¥,

Cid posto, sieno x;, z; due .puntl qua}unqne ’ ”‘{, b
i gruppi dei 8, punti ¥ corrvispondenti ad =z, 2/ nella T\,

o -
cosicehd sariv: ’ ’

LY, —2,=kY, — =/

Detto p il genere di O, si faceia i=1, 2,..., p e sl S0m-
i YO,
mino a membro a membro le p equivalenze ottennte; verra:

MY, 4+ Y, 4w+ YY) — X=kY/ 4+ Y,/ +..+ Y, ) — X

ove:
t - " r.
X=a, 42,4 02, X' = +2, 4.+,

yy Infatti una corrispondenza virtunle, come ln.. ’1'1., piid rn_gpr(e‘aezt:il‘:‘i
con In differenzn 4 — B di due uorrisponden%e etjiettlvu ,-I,‘ - \.;C‘D? 1"0“}L
nna eorrispondenza B tale che 8§ — B+ B’ risulti a \’!th‘éll;.; ?ilzok;‘riipon_
assumer p. es. per B’ la corrispondenza complementare di B), I
denza (4 — B)+ 8=+ B’ & cifettiva.
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Ifissata una generica serie gg:;"p, per ogni posizione del
gruppo X sn ¢, potremo considerave il vesiduo Z, rispetto
alla predetta serie, (el gruppo di B,» punti Y+ + Y,,
corrispondente ad X, mediante T\, In questo modo dalla T,
prende origine una corrispondenza H tra i gruppi di p punti
di ¢, ad ogni X corrispondendo un solo Z e ad ogni Z un
certo numero (i gruppi X.

Dalla precedente equivalenza, tenuto conto che

Y 4+ Y, 4.4 Yo+ Z =Y/ ¥, .. Y, -2,

81 trae:
Z 4+ X = Lz’ + X,

come legame fra due coppie (X, 2y, (X', Z') qi gruppi di yp
punti omologhi in A.

Poiche & > 1, si pno scegliere una gemerica gi=, nelia
quale vi saranno k% = | gruppi dotati di p punt k-pli
(. 80y, Presi due distinti dj questi gruppi, indichiamo eon
Z, Z' 1 grappi di » punti distinti, che li costituiscono. Se X
{0 X'y & uno dei grappi omologhi i Z (o Z') nella H—', a
causa dell’ultima velazione ottennta, poiché kZ =kZ’', risul-
terd X = X', Ma dal momento che la 95717, e quindi Z, 8010
stati scelti genericamente, il gruppoe X, che dipende da » para-
mebri (tanti quanti gnelli da cnj dipende Z), non pud esseve
speciale. Ne deriva che X coincide con X’ e quindi Z con Z,
coutro il supposto che i due gruppi sieno distinti,

B quindi assurdo che sia 1 = 1, epperd & assurda I"ipotesi
che il massimo comun divisore 8 dei due interi k, v inizial-
mente considerati sia diverso da k; clod deve essere v mul-
tiplo di %.

Stabilito cosi il lemma, cousideriamo sulla curva ' una
corrispondenza, Gqualungue 7, di indiej (¢, B), dotata di un
numero finito w di punti uniti, e fisstamo Pattenzione sulla
corrispondenza R, effettiva o virtnale

R=2pT+ I,
ove I rappresenta ancora la corrispondenza identica e
C=u-—ua—f

Gi’ indici della corrispondenza R sono 2y + ¢, 2pB -1 )
e quindi il suo grado [B*] soddisfa alla disnguaglianza

-
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{pag. 267):
(25) [R*] == 2(2pa - )(298 4- ¢).

. y - :

D’altronde, indicato con 2v il grado virtnale di 7 (clluff &
necessariamente parvi; pag. 264), in vivtt della formula,stabllit..a
a pag. 262, che fornisce il grado della somma di due corri-

spondenze, viene:
R =8pv — 2p — 1) - dpne,
e eid perchd il grado di I vale — 2(p — 1) (pag. 269). Sostitu-
endo nella (25) s'ottiene:
¢ < plaf — ).
: Se in fale relazione vale il segno ==, varrd pure nella (2?),
= e la eorrispondenza R risulterd a valenza zero (pag. 267).

Questo significa che la corrispondenza 2p7 & a valenza ¢
e quindi, in base al lemma, ¢ sard divisibile per 2p e la corri-

e

spondenza avrd la valenza y:‘};.
Possiamo pertanto enunciare: . .
Date sopra una curva di genere p una corvispondenza de-
indict (2, B), e di grado 2v, dotate di un numero finito u di

punti uniti, sussiste sempre la disuguaglionsa:

(' — o — B = dp(aB — v),

. o~ e
il segno = walendo allora e solo allova che la corrispondensa 1
¢ o valenza (1t — o — 8):2).

91. Le corrispondenze birazionali fra i gruppi di p punFi
di una curva di genere p. La varieth di JAGOBI.‘ - hz.l tfzorm
delle corrispondenze birazionali {ordinarvie) fra i punti di una
curva elliftica (n. 54), si pud agevolmente es.telfdere alle corr-
rispondenze birazionali fra 1 grappi di p punti di nna enrva ¢,
di genere p = 1. . o

8i possono anzitutto considerare E‘e 'tfm.s:jm'.nmswm di 1
specie (6. 1" &) fra i grappi di p p.un‘m di ¢, chiamando .omol-
‘\T loghi due gruppt che insieme costxtfulscauo n g.l'u!)po dl..l.llhl
| fissata g2 . La corrispondenza & evidentemente :.m'olur.o:mee:,
birazionale; e, detti .4, B due grappi di p punti di ¢, ed 4,
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i loro omologhi, essa & caratterizzata dalla equivalenza:
A-d'= B4 R.

Il prodotto di due t. 1* 5. & una trasformazione di 2% specie
oOon . H h :
(f. 2% 5.), caratterizzate dall’equivalenza:

d-— A= B— B,

ove, al solito, 4', B’ sieno gli omologhi di A, B neila t. 2" g,

' Le t: 1 8. 80n0 oof, perche, fissato un gruppo A, sono oc?

I grappi di p punti che si posson sommare ad A per indivi-

c]_uare una gl ; e, viceversa, ogni tal g7, Individua un resto

rispetto ad A.

K sono oc? anche le . 2" ., perché posson ottenarsi tutte
moltiplicando una fissata t. 1* . per una variabile,

Una coppia di grappi omologhi 4, 4’ individua una £ 1" s,
ed una £, 2" s,

I1 prodotto di due t. 2" s, & una t. 9* 5. o |l prodotto non
muta cangiando Iovdine dei fattori. Pertanto /e z. 92¢ 8. for-
MenG wn gruppo continne abeliano (o permutabile) « p.pu-
reamerri,

Qneste proprietd si stabiliscono con ovvia estensione dei
ragionamenti esposti nel n. 54, Qni perd ¢’8 da avvertive
che wna t. 1" s. o una t 2* s agiseouo, & vero, sopra un
gruppo gt-anerico di p punti associando ad esso un solo gruppo;
ma che vi sono gruppi particolari, che non hanno 1’omologo
ben determinato. ' )

Invero, se A, A’ & una coppia i gruppi omologhi in una
{]atf.l, 6 1" s. o, ed uno di essi, 4, & speciale, ogni gruppo
equivalente ad 4 corrisponderd ad A’ in w; clod A avrd per
omologhi tutti gli infiniti gruppi della serie speciale | 4. Viece-
versa, se nella o ad an gruppo A’ corrispondono «due 'g‘ruppi
diversi, essi risultano equivalenti e quindi sono speeiali. .

_ Analoga eonclusione vale per una t. 2" s. Duunque Pomologo
di un gruppo, rispetto ad una date i. 1% 5, o 29 8., & indeter-
minate allora e solo allora che il dato gruppe sia speciale.

Nei vignardi dei gruppi nniti (coincidenti ciod coi loro
owmologhi}, si vede subito, dall’equivalenza che la definisce
che wne 2. 2% 3., diversa dall’ identita, non ha gruppi -am’éti,:
mentrfa wna . 1% 8. ha 2% gruppi wniti, tanti ciod quanti i
gruppi di una g%, dotati di p punti dopl}i (n. 80}.
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In veritd, per affermare che si tratta proprio di 2°# gruppi
distinti, occorrerebbe provare che un gruppo di g3, con p punti
doppi, non pud contare pitt volte fra i gruppi dotati dell’ana-
loga proprietd. Non ¢’indngieremo su gquesto punto, limitan-
doci ad osservare come la cosa sia pressoché intnitiva per
una g4, generica.

La deferminazione delle t. 2" s. cicliche d’ordine m, si
ricondnes, con un ragionamento del tutto analogo a quello
del n. 88, alla determinazione delle t. 2° s. che mutano in sé
"insieme dei gruppi di p punti, ognun dei guali, ripetuto m
volte, d& un gruppo i una prefissata gin="». Poiche i gruppi
di tal serie, che son dotati di p punti m-pli, sono in numero
di m® (n. 80), e, quando la serie sia generica, si pud ritenere
che sieno distinti, si conclude che le 2. 2% 5. cicliche di un
ordine eguale ad m o ad un suo divisore sono m*? — 1,

Dal che si deduce che vi sono

y l ] 1
worli =g = gl = )

trasformasioni di 2% specie, primitive &’ ordine m; =, B, 71..
essendo § divisori primi di m.

I cicli di una t. 2" s. primitiva d’ordine m, costituiscono,
entro la varietd del gruppi di p punti, mn’involuzione d’or-
dine m, la quale & mutata in s& da ogni 6. 2° 5. Quella invo-
luzione & ciod rappresentata da una varieta, che possiede essa
pure un groppo continno permutabile o< i trasformazioni
birazionali in s&; ecc. ece.

Una varietd ¥ i cul punti sieno in corrispondenza bira-
zionale coi gruppi di p punti di €, chiamasi la vaerietd di
Jaconr, inerente alla curva ¢, B chiaro che tele varietd @
algebrice, perché la coudizione imposta ai gruppi di p punti
dello spazio cui appartiene C, affinch® quei grappi stiano su G,
si esprime con equazioni algebriche. ’

Un modello conereto della varietd di JACOBI pud ottenersi
p. es. cosi. Si pensi la enrva € in uno spazio S, e si consi-
dervino gli spazi S, individuati (pag. 64) dai gruppi di p
punti di €. Hssi riempiono una varietd a 2p — 1 dimensioni,
ta cul intersezione con uno spazio 8,_, .1 di un modello
proiettivo di ¥, 7

Si potrebbe dimostrare che, se la € & priva di punti mul-
tipli, e la dimensione »r & abbastanza grande, il modello
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proiettivo. cosi eostruito riesce privo di punti multipli. A noi
basta di osservare che, nei rignardi i proprietd di geometria
suil’ente, si pud in ogni easo ragionare come se ¥ non avesse
punti multipli, perchs, presi su ¥ un punto generico (sem-
plice) P’ ed un punto qualungue P, esistono sempre trasfor-
mazioni birazionali di ¥ in sd (mma di 1" ed una di 2 specie),
che portano P in P’ T

Se la corrispondenza fra i punti di ¥V ed i gruppi di p
panti di €, & binnivoea senza eccezioni, agli co?—! gruppi
specialt di p punti i C, eorrispondono su V i punti di una
vavietd M, a p—1 dimensioni, la quale & eccezionale hel
senso che si pud costruire un modello di ¥, privo di punti
multipli, sul quale alla M corrisponda una varietd di dimen-
sione p — 2.

Per ottenere un siffatto modello 7', sul quale alla M di ¥,
corrisponda una M’ g P — 2 dimeusioni, basta agsumer per ¥’
una varietd, priva di panti multipli, i eni punti rappresentino
senza eccezioni le serie lineari P ordine p appartenenti a ¥;
¢hé allora un 8ruppo generico (non speciale) di p punti di C,
avrd per imagine un pinto determinato tanto su ¥, che su ¥,
menftre, se & un gruppo @’ indice di specialitd 1 (corrispondente
cioé ad un punto generico di M), ad esso risponderd su M
uuna cnrva (razionale) e su M’ un punto ben determinato.

OSSERVAZIONE, — Si osserverd che la varietd 7 imagine
della varietd delle 9s di C, & altresi in corrispondenza bira-
zionale, senza eccezioni, ecolla varieti delle ¢n di dato ordine
R=p--7 (r=0), contenute in . Infatti, fissato un grappo
G di » punti di O, ad ogni ¢, risponde una g, vesidua dj In
rispetto 1 @, e viceversa ad ogni g, risponde la g, Somma

i G e dig,.

92. Nuova dimostrazione dell inesistensza di un’ infinitd con-
tinua di involuzioni irrazionali Sopra una curva. — Sia ¥,
la varietd di Jacosr, priva di punti maltipli, ehe rappresenta
senza eccezioni le ¢, della curva ¢ (i genere p, La ¢ coun-
tenga inoltre un’involuzione ), di genere & = 0, e sia T ana
carva imagine di tale involuzione. Supponiamo p > = {0, cid
che & lo stesso, p > 1. A

Cousideriamo su I' le serie lineari d’ordine p tale che
pm > 2p — 2. Hsse son certo non speciali, perehé, essendo per
la formula di ZRUTHEN, 2m(m — 1)5;21)-—2,l risulta > %z — 2,
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Ad una di queste serie di I' risponde su ¢ Yuua serie d’Ol‘(“lTe
n = pm, non speciale. Viceversa, presa su ¢ una g, comp]et?fu.,
che contenga una g, ecomposta con v} e compie'(ia, (:011‘1‘8 s‘;e;;e
composta con vl cioé non contenuta 11\1 ung piv ampia (-e"o
stesso ordine composta con tl, non pud esgl‘.ere, nella consi-
derata g,, che un nnumervo finito v=1 t'li_serle analoghe a ?,,..
Infatti, un’infinitd discontinna di _tal‘l ga 1ON p}lb esservi,
perehe la corrispondenza fra le gp di 1 E le ¢, di O co!ltej
nenti serie composte con v} , & razionale in un senso e qmm}hl
algebrica (in particolare razionale) Pei senso  oppaosto. P(?t
guisa che una ¢,, contenente una g,, uon p'u(? contenere
che una varietd aigebrica di serie analoghe, ciod O’El]! na-
mero finito o ' infinitd continua. Ma neppure un 'mﬁnna.
continna di serie g, pud esistere in g,, .perché,_me(ha'nt.e la
corrispondenza (m, 1) fra Ce I ai grappi i qm—‘:lie.g,l corrispor-
derebbe un’infinita continua i gruppi di p punti di I‘., aventf
i loro m-pli a due & due equivalanti (11.'66). Epperb.quel ,f:r:;p:n
di w punti di T' sarebbero essi stessi eqlllva!ent.l (pag. 257).
cioé contennti tutti in una g., alla quale corrisponderebbe sn
 una serie di ordine n, composta con 11, e_contenente.tutjre
le g, della infinith continua; contro ’ipotesi che una di esse
sia ecompleta, come serie composta.

L conclusione & ehe: ) . .

Se una curva € di genere p contiene w’ involuzione bira-
zionalmente equivalente ad une curvae T di genere Tc“) (?, le
varietd di JAcost V,, inerente a C, contiene i varietd ¥V,
razionalmente equivalente alle varields di J ACOBI 'uie-r.vjnte a I.

La ¥V & birazionalmeute equivalente a]]a'vz'n-rel‘.'u di Jacont
Wy di T o ad un’involuzione & ordine v, ivi esr‘stente'; m;
gruppo di tale involuzione rappresentando v serie g, i en
m-pH coineidono. N '

Una 6 2° s, di W, & definita dalla condizione che una
coppia variabile di punti in essa f)mf;loghl ra-ppresentz.t. d;lie
serie gp di I, la cui differenza varia i una ﬁssata. sem:, C—f
neare d’ordine zero. Poiché nella corrlspo.mlenza. fra 1,11.
gruppi equivalenti mutansi in gruppi .equwa]entl, a que ((’L
t. 2° 5. resta associata, mediante la cornspomlgnzu fra T e s
una t. 2" s. di V,, che trasforma in sé }Tn . Si ottengono cosi
oo™ £ 2" 5. di V,, che mutano in sé V. I siccome al p'rodot:to
di due & 2° s. di W resta associato il prodotto di due t]l' que&-t.le
oo™ b, 2% 5. di ¥y, si oltiene in ¥V, un sotlogruppo abeliano al-
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gebrico o™, Gy, contennuto nel gruppo G, delle t. 2% 5. @i T
La varvieti V. ¢ wna traiettoria ai guesto sottagr-uppo. o
Ap.pl_icand(? Ie‘ trasformazioni del sottogruppo ﬂ],Q,‘tf']\)I'iCO G-
a t,uttf L punti di V,, questi si ripartiscono in ecp—n variet:{
analoghe a ¥, ansi birazionalmente equivalenti a V.. 1 i
vero, &' & un sottograppo invariante di & o T s do

X 7 IDIIE’ttO i" Sé- (1'[
tlll.ﬁe le (-l'El.S.fOl‘ma?iOl i i i clie (S ) ,
: £ 11 dl G ) y COSic \» X i i

o ) i ply II ’ I)le 1 (]lle plll!tl P,

& ‘)R . . .
el t;],‘ld t. 2* s, che porta P in I, muta la traiettoria
SOLtogruppo (r, applicato a P, uella traiettoria dello

stesso sottogruppo, applicato a ', Onde dune qualunque (i

queste t.L:a[etlzorle sono birazionalmente equivalenti, e per ogni

punto di ¥, ne passa una sola.
Da cm‘segue (.311.9 NN Pud esistere wn’ infinitdr continue di

sottogruppi algebrici G del gruppo G,.

g In‘fatlm, se'una tale infinita esistesse, in corrispondenza

L .ogr:‘{n 1Gﬂ di detta infinitd si avrebbe an sistema X i ecr—+

varieta V., ¢ : ; i T

e Fi%;; fa:;a che per ogni punto i ¥, passerebbe nna 7.
2. Fissato allor = i it sis i

o Sj-“]nm- . a fmo, Dy, di gue.stn sistemi, ed una generica

denl,ﬂ' a =S ! €830, per ogni punto di V9 passerd una V.
generieo o, appoggiata alla 7@, Qi) vale ¢

B in v

oo . Lt jualunque sia X,
Juz ende a 2 yoy

X leaX,le 7. di 3 appoggiate a VO, tendono

4 V.n di 3, appoggiate a T, Questo & assurdo perché per
ognt punto «i TO passano cost Vr (i z, cliver&:.e d# V“’}l:‘l

'Peljtz.mto st €' non pud esistere un’ in Jinitd continue (1771;1111'0)-.
tugioni irvazionali di gemere m 2= 0, giacehd due talj jm'o]u?io-ni
dm-ebbe‘ro luogo a sistemi ¥ distinti, in gqnanto nua serie lin‘eare
non puo esser composta con dne diverse fnvoluzioni (pag. 63);

11 criterio espostv nel n. 82 ¢ la ft-lntiv
NUOvo [Lincei Rend. 15,, 337 (1906
n. 82, che adempie, come si vedrd

a dintostrazione son di Castir-
- 1t teorema contenuto nell’ Oss, §¢ det
» ad an ufficio essenziale in talune que-

i 4 g i
{(*) Per apprezaare al suo giung

to valore questa i i '
. X ‘ ) H & nrgomentazi & -
sideri nello spazio ordinario una p rette, o

Hno congriet - congruenza del 1° opdine di rette, ciod
e tf,, Ie;irn Z, tale che per un punto generico dello spazie passi una
ola vefta delln ’ i ‘ :

4 congruenza. La X, appartiene ad un sistema continuo di

c‘nng'r.uen.ze % ad essa omografichs e vi a pertanto una rvigata R di :
I'.ltrlél di llmit‘ generien 3, appogginte ad una data retta (rua di I,. sene
eacon‘;li].:(i 03 :‘en-de o .‘-L"q, la R. f&'l.]de ad una rigatn di rette di Z,, che
1o dal puntl singolari (focaliy i «,, che, com’e noto, son due (distinti
€ coinecidenti). ‘ e

Nel caso del testo, VI

. non contiene inveee ale :
i T ey del ¢ enn punto foeale, & da

i/
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stioni fondamentali di geometrin sopra una superficie, & deil’Autore [Ann,
di Mat. 12,, 55 (1906)]; la primitiva dimostrazione del quale poggia sugli
integrali abelinni. Il criterio di CasreLzuovo ebbe appunte origine « dal
desiderio di ritrovare guel teoremn per unn viz pilt conforme alla sun
natura algebrica =. Felice circostanzn, perchd il ecriterio numerativo ha
dato lubgo, alla sua velta, a molte conseguenze intevessanti, in parte
esposte dal n. 82 in poi. Le proposizioni dell’Osa. 4% (n, 82) trovansi inei-
dentalmente in Note del’Antore [Palermo Rend. 21, 281 {1905); Ist. Veneto
Atti, 65, 634 (1906); Torino Atsi, 48, 661 {1913)}, nell’nltima delle gnali si
dimostra altresi il lemma del n. 90 [vedi pure, a tal proposito, RosaTr,
Lincei Rend. 22,, 337 (1913)]. La nozione di corrispondenza complementare
di una data (n. 73) & stata infrodotta dall’Autore [Torino Atti, 48, 674
(1918}, ehe ha anche determinato il primo indiee di siftatta eorvispondenza,
deducendolo prima «dni risnltati trascendenti di Hunwirz, eppoi [Lincei
Rend. 1;, 562 (19251] per la via geometrien esposta nel n, 83. T coneetfi di
grado e di genere i una corrispondenza si presentano spontanei, quando
ln eorrispondenza venga pensata eome nna curva sulla sweperficic delle
coppie di punti delle due enrve fra eui essa intercede (pag. 194). Da tal
punto di vista lo studio delle corrispondenze & slate inasgurate da De
¥ravcuis [Liveei Rend. 12, 303 (1903)) e dall’ Autore nelln Memoria
« Corrispondenze » gid eitata (pag. 2400, Restando sullo stesso berreno,
IAutors ha assegnato Pespressione 2(xf—2) (pag. 264) pel grado virtuale
di una data corrispondenza [Torino Atti, 48, 674 (1913)] ed ha osservato
che il massimo 22§ cavatberizza le corrispondenze n valenza zero. Lo ori-
ginaria dimostrazione dell’Antore, poggiante su teoremi di grometria sopra
una superficie, fornisce altresl, pel tramite dells formula di ZruTHEN, una
niova via per giungere al criterio di Casternvovo (loco ultimamente
citato, pag. 663). )

La via con cui si perviene, al n, 83, alla formuln 2(xf—a’) & stata
dall’Autore indieata pitt tardi [Lincel Rend. 1, 562 (1925)). Ved. nalbresi
in proposito Rosatr, [. ¢. pag. 388. La caratterizzazione numerntiva delle
corrispondenze a valenza (n. 90) trovasi nella Nota ultimamente citata
dell’Autore, negli Attl di Torino. 11 criterio di CASTELNUOVO & stato esteso
da R. TorerLui [Torino Atti, 42, 86 (1906)] alle seris algebriche pin volte
infinite, nel modo segnente: Una serie algebrica <=, di ordine m e @in-
dice v, sopre wng curva i genere p, possiede al pite vr-+I)m+rp—r1)
pundi (r+1)-pli ed il massimo & raggiunto allora e solo allora che la date
serie consti di gruppi eguivalenti, La differenza fra il predetto massimo
ed il numero dei punti (r -+ 1}-pli, eguaglia r{r + 1)z, ove s denota il difetto
di egquivalenza (denominazione introdotta dallo stesso Torkrri) della
serie co! formata dai gruppi della serie data passanti per »—1 punti ge-
neriei delln eurva. Un’altrn interessante estensione ha fatto il Torernr
del eriterio di CasTRLNUOVO alle serie algebriche eo® [Ist. Veneto Atti, 67,
1330 (1908)]. Indicato con m 1’ ordine della serie, con v il suo indice, con
il numero dei suoi gruppi con due punti doppi, viene:

B==Pvim 4+ p—m+p—3 —dvp+4Z —deim+p—4),

ove z ¢ il difetto di equivalenza della serie oo! costitnita dai gruppi della
serie <o passanti per un punto generico della curva, ¢ Z il numero det
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gruppi della serie =0 contenuti parzialmente in unn generien g,';:f,_z.
E chinro ehe Z si annulla quande s=0; ma Z pud esser nullo, anche
senza clie lo sia 2. Ed il Torennr dimostrea che Z a1 annnlla o quando
tutti i gruppi delln serie son equivalenti (nel qual cnso & altresy £=10)
oppare quando i predetti gruppi si ripartiseono in eo! gerie col, formate
siaseuna da gruppi equivalenti ted allora & 2> 0). In altvo sengo il eri-
terio di CasrsLNUOVO & stato cBteso dal Comassattr [Palermo Rend. 36,
35 (1913)], con riferimento perd ad una ',f}”, d’indice v, semplicemente infi-
nita, sopra una eurva di genere . Per una tal serie il ComessaT! intro-
duce p’ earatberi Z,, Ziyey Zy—. 11 carattere Zr—y & il numero dei gruppi
di rm panti, formati da » gruppi di ~,-3n, che appartengono ad nna gene-
rien g::gjf:]?ﬂ,. L’annnllarsi di uno di questi caratteri trae Iannuliarsi
dei snceessivi. La loro importanza & rivela sopratatio dal lnto traseen-
dente, eome rirulia dal citato lnvoro dul Comussarrt e dall’interpretazione
che di quei enrafteri ha dato CasreLyvovo [Linesi Rend, 80, 358 (1921)}
nel campo delle funzioni abeliane; la guale interpretazione diviene anche
pilt espressiva profittando del concetto di valenze i una corrispondenza
yualungue (ved. n pag. 242). In ultimo si deve citare, fra le piti - notevoli
ricerehe cui ha dato luoge il eriterio dj CASTBLNUOVO, una memoria di
R. ToreLLT [Palermo Rend. 37, 25 (1914)] che studia le serie algebriche di
genere = p contenute in una enrva di genere p,

Il teorema concernente I'inesistenza dun’infinitd eontinue @ involn-
zioni irrazionsli sopra una eurva, contenuto in un risultato trascendente
di Paivnevis (Ann, édc. norn, 83, 135 (1891)], fu posto in modo esplicito
in rilievo, eoll’nso degl’integrali abeliani, da CasTeLNUOVO [Torino Atti
28, 727 (1928)] ¢ da Humsper [Comptes rendus, 116, 1350 (1893); Jonrn.
de Matle. 10, 169 (1894)]. Ambedue questi Auteri ne deducono il teorema
del n. 89, concernente la linearitd delle involuzioni pit volte infinite. La
prima dimostrazione geometriea doll’ inesistenza di ur’infinith continua
di involuzioni irrazionali, & di Dr FraxcHs [Lincei Rend, 12, 310 (1903)1:
ed & sostanzialmente la dimostrazione da noj esposta al n, 87, svincolata
pero, merce la nosbra espressione 2(«f—a") del grado virtuale d’ung cor-
rispondenzn, dalle considernzioni di geometrin sopra una saperficie, cle
oceorrone al D Fuancurs, Ad R, TorenLr & dovita una dimostraziene
geometrien, che si svolge sulla curva, della linearitd delle involuzioni
pilt volte infinite, senzn passar prima pel teorema concernente nn’infinied,
econtinua di involuzioni irrazionali [(Tet. Veneto Atti, 67, 831 (190812, La
dimostrazione del n. 92, che astrae da qualunque base numerativa e mostrn
in modo pilt intimo la ragione della impossibilith dell’esistenza di ung
serie continua di involuzioni irrazionali, appare per la prima volta in
yuesto Trattato, L niteriore complemento al teoremn, precisante che le
involuzioni di genere >1 SOPER umA Curva SO in numero tinito, & esso
medesimo contennto nel risultato di PainLpve coi sopra si & alluso. La
dimostrazione esposta nel n. 87 & dovatn n De Frawcuis,

CAPITOLO SETTIMO

La geometria delle serie lineari
secondo il metodo iperspaziale.

- 93. Nuova dimostrazione dell’uniciti deliz serie lineare
completa deferminata da un gruppo di punti. -~ In questo
Capitolo svilupperemo, nei suoi trabti essenziali, la geometria
delle serie lineari secondo I’indirizzo iperspaziale, dovuto a
SEGRE e a CASTELNUOVO, cni accennammo alle pagg. 103
e 169,

Il punto di partenza & costituito sempre, com’d naturale,
dal concebto di serie lineare completa (efr. colle notizie biblio-
grafiche di pag. 103). Beeo la via seguita da SEGRE per arri-

-vare a tale concetto.

Sulla curva irriducibile ¢! sieno date due serie lineari grs g,
prive di punti fissi, aventi un gruppo (totale) &,, di n punti,
in comuune. Assunti in uno spazio 8, a e¢=7-+r'-4-1 dimen-
sionl, due spazi indipendenti §,., S,:, costrniamo in essi ri-
spettivamente le curve T, I (semplici o multiple), d’ ordine 1,
imagini proiettive delle serie date. Le [, I son riferite DLira-
zionalmente, e la rigata 77, riempita dalle reste che congiun-
gono i punti emologhi di T, I', & birazionalmente equivalente
al, I"eac _

Un iperpiano di 8., passante per lo spazio 8,., sega I7
fungo la curva I e ulteriormente in n generatrici, che con-
giungono i punti ove quell’iperpiano sega T, col punti corri-
spondenti di TV, Similmente si comportano gl’iperpiani pas-
santi per S,.. La rigata F risulta dunque, intanto, d’ordine 2.

Il gruppo &,,, comune alle gny 95 date sa €, ha per ima-
gine su ' un gruppo di n punti ed un altro gruppo di n
punti su I': gruppi segati sulle I, I rispettivamenie da
iperpiant §,.;, Sy degli spazi S,y 8y, cul guellecurve ap-
partengono, e congiunuti da n generatriei di .

Sevorl - Geometrin algebricy - 19
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Condotto un iperpiano generico per i suddetti spazi 8,_,,
8.1 (clod per lo &2 che Ii conglunge), esso non conterrd
né S,, nd S, e seghera F, oltre che nelle n generatriei sn
indicate, lungo una curva I'’, d’ordine n, che sard una di-
rettrice della rigata, inconfrante in un punto una generiea
generatrice. Pertanto I'” risulterd birazionalmente equiva-
lente a C.

Se assumiamo la rigata F come modello dell’ente o'
le gr, g7 (serie (i gruppi di generatrici) vengono staccate su
I rispettivamente dagli S,—; passanti per §,., S;; e quindi
gli stessi S,_; segheranno su ' 1 gruppi delle g7, g7’ corri-
spondenti alle date.

I poichd tali g7, ¢’ i I' son contenute nella serie lineare
d’ordine » segata su I' dagli Sy, di &, si covclude che le
serie date sn ¢ appartengono ad una medesima serie ' or-
dine n, pit ampia di entrambe,

I1 risultato si estende alle serie lineari con punti fissi per
via analoga a quella rviferita, che perd non stiamo per brevitd
ad esporre (‘). Si arriva cosl al teorema dimostrato a pag. 100,
donde deriva, come conseguenza, I unicitd della serie completa
che coutiene totalmente vua data servie lineare (pag. 101).

Un'altea vin geometrica per conseguire lo stesso risultato
& quella indicata da Casrernuovo (7) e da Berarmx: (%),

Sopra una curva irridueibile ¢ consideriamo due serie ¢!,
g}, privi di punti fissi, che non abbiano infinite coppie comuni
(per guisa ciod che i gruppi delle serie date, che passan per un
generico punto (i ¢, non abbiano in comnseguenza altri punéi
comuni), Riferiamo proiettivamente i gruppi delle due serie
a dne fasei di raggi di centri P, @, situati in un piano =.

Dato un punlo M variabile su C, resta determinato in =
il punto R comune ai raggi dei fasei P, @, che corrispondonc
ai gruppi di ¢&, ¢! passanti per M. Variando M su C, il punto
R deserive una curva [, birazionalmeunte equivalente a C.

Fra i fasci P, @ nasce altresi, in conseguenza, una corri-
spondenza algebrica (m, n), giacehe, dato un geuerico raggio
di P, resta (_lebermina,ho il gruppo omologo di ¢! e vi sono
n gruppi di ¢! che hauno eon esso un punto comune; I

(") Cfr. Seare, Introduzione, n. 54
¢y Torino Atti 24, 348 (188%.
(%) Torino Atti 26, 118 (1890).

. -
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ragei di @ imagini di tali groppi di g}, son quelli che si as-
sumono come omologhi del raggio cousiderato di P. Viee-
versa, un raggio generico i @ proviene da m raggi (i 2.

La curva I' si ehiama la ewree della corrispondenzea (mi, 1)
fra i fasel P, @ (')

Si pud sempre supporre, senza restrizione, che in tale cor-
rispondenza la vetta P non sia né i diramazione né mul-
tipla; bastando all’uopo, ove una di @ali pacrticolavith si ve-
rificasse, assoggettare uno del fasei ad una trasformazione
proiettiva in sd, che rimuovesse I'inconveniente.

i facile allova vervificave che Dovdine p di I' eguaglia
m —- n. Diciamo infatti s, s° le molteplicith dei punti P, @
per I'. Un raggio gencrico per P segn I, fuorl di P, negli n
punki {’ intersezione di quello coi raggi omologhi di @; e
similmente dicasi i un raggio generico per §. Onde:

L==n-+s=m-+ 3"

D’altro canto gli » punti ove una retta generica @ per P
sega T fuori di P, quando « tende alla retta .PQ, tendono
tutti o @ su n rette, che son distinte fra loro ¢ da @, perché
questa retta non & nd di diramazione né unita. Dungne la
retta P non sega I' fuori di P, @ e non ¢& ftangente ad al-
euno dei rami di T' uscenti da €, e similmente da P. Iipperd
risulta = s + 8’. Questa velazione, confrontata colle prece-
denti, porge p=m +n, s=mn, s =n

Si osserverd, per quanto non giovi per gli scopi immediaki, -
che le tangenti in @ a T son n vette distinte (omologhe del
raggio P¢, pensato come appartenente a P) e ciascuna ki
esse ha molteplicitd (’intersezione n -1 con Iy in P. Ana-
logamente dicasi del punto m-plo @ ().

Suppongasi ora che le serie date su T abbiano lo stesso
oriline n (m—mn) e che visia un gruppo totale &, , ad esse co-
mune, A questo risponderd un raggio di P ed un raggio di Q,
segantisi in un punto O, imagine simultanea degli n punti
di &, (per guisa che O sard un punto n-plo di I, ovigine

(1) Cfe. le « Vorlesangen » dell” Autore, pag. 100; BERTIST, Iperspazi,
pag. 478. )

@) Nelle « Vorlesungen » dell’Auntore la enrva T viene usata (pag. 103)
pet provare che un pmnto x-ple del gruppo jacobiano di una g,l‘ conta

per z—1 punti doppi (pag. 113 di questo Frattato).
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di n rami lineari, se i pauti di &, sono distingi). Orbene, le
coniche passanti pei punti 0, P, @ seguno T, fuori dej tre
punti n-pli, in 4 —38n=n punti, e la 42 da esse staceata
su I' contiene totalmenie le date Gas perchd fra tali coniche
ve ne sono di quelle. spezzate nella relta fissa 0¢ e’in una
retba per P> oppure nella retéa fissa OP e in una retta per Q,

Resta cosi provalo che le due %y aveuti un gruppo totale
ctomume, son contenute i una g, pin ampia.

Il procedimento si pud variamento estendere a dne servie
di dimensione qualunque, aventi un grappo totale comune,
mediante la costvnzione di un opportuno modello proiettive
della curva data ¢, in uno spazio di conveniente dimen-
sione (‘); ¢ si possono auche escogitare espedienti per con-
cludere nel caso di serie aventi infinite coppie comuni (il
modello che si costruisce risulta una eurva multipla) o nel
caso (i serie con punti fissi. Ma su 6id non i tratteniamo,
intendendo soltanto d'indicare, come si & detto, le linee
essenziali del metodo iperspaziale.

O4. Nuova dimostrazione del teorema di Rimyrans-Roon, —
Come abbiamo accennato a pag. 254, la formula (15) dj pag. 252
& di fondamentale importanza nello sviluppo della geometria
delle serie lineari, secondo il metodo dj SEGRE-CASTELNUOYVO,
Da Sonuserr (efr. colla pag. 253) essa & stala dimostrata col
principio di corrispondenza i Onasnus, ciod in modo ele-
mentare, che non presuppone concetti elevati i geometria
sopra una curva, quali son quelli di eni noi abbiamo fatto
uso nel n. SL. B poiché il caso che interessa per la geometria
delle serie lineari & precisumente quello nel quale trattasi
di trovare il numero Zp o del gruppt di » -1 punti comuni
ad una g7 e ad una gh s date sopra una eurva ¢, di genere
P cosi CasruLNUOvVO riealcold questo numero (*) con metodi
unamerabivi elementari, il cui fondamenio & costituito jn so-
stanza dalle formule del ViroNks: (pag. 141).

Noi non ¢i fermeremo ad esporre questi modi di dedu-
zione del numero 2y ny giacchd essi interesserebbero nel zolo
caso in eui si volesse trattare ew nove, in modo autonomo,
la geometria delle serie lineari col metodo iperspasiale.

(") Cfr, CasrsLxvovo, 1 &, pag. 349; Berrixg, L. e,
*; Ved. la citazivne a pag. 254,
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i 3 i L SRy
Dalla (15) dunque, nel caso di una ¢7 e di nna I 81 Inat?
tenuto couto del numero d =2(m--p — 1) dei punti doppi

di gt
n — m—2
Lo = (m , 'l)(n — 1) — (r ] )'p.

nt
Una prima conseguenza importante si deduce da questa:
formula, Finché il numero dei grappi di + 41 punti coinum
' ini 8 ; sser espresso da 2,
alle gr, ¢ & finito, esso 11_01\1 che pud esser espresso da Z,. ,,
epperd rvisulta Z, , =0, ciod:

&

m— 1

—m (— ) = P
pu

Pertauto, se
L m—1 L — 1)
(1) ¥~ T ’

la. g, ¢ la gt avranno infiniti gruppi comund di =1 punti (‘).
" dn kL
Ne segue che guando
n-—r<p ed m-—2%<y

lu gl & contenule parzialmente nella ¢ ; ansi ogni gruppo di
g., offre «l pitt m — 1 condisioni ai gruppi di ¢ che debbon
[ . \ ) ,
contenerlo (& neutro i specie almeno eguale ad 1). _
Basta all’ nopn dimostrare che un gruppe H di r - M i
punti arbitrari di ¢ ed un gruppo di ¢t , cosblbmslcogo insieme
un gruppo «i ¢v. i difatti, agginngendo alla gL il giruppo
> = - . ! N - . - . . " z 9 ]iL 1
fisso H, si ottiene uua ¢! |, il cni ordine ‘.sod(lisf: "Lé (1
[in eul leggasi »-- 1 al posto di m], epperd tale ¢! & con-
tennta nella g¢7. _ TN
Anche questo teorema trovasi in CasrrnNvovo (%). lid é
ottenuto col ragionamento da nol riferito, salvo lu forma
proiettiva che il ragionamento stesso assume, pel Iabl_o_ che
CasTeLNUovo prende come serie g7 quella delle sezioni iper-
piane di una curva &’ ordine n dello 8,. Analoga cosa deve
dirsi della proposizioue successiva. )
Se sulle curve C, di genere p, son date une ¢ ed una ¢°
(8 = 1), per le quali

W—r <P, M—8— 1

() Casrtuwvovo, L e, pag. 353
(%) L. ¢, pag. 336,
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un gruppo della gi presenie m — s condizioni «l pit «i gruppi
di g, che debban contenerlo (& neutro almeno di specie s).

Fissati su ¢/ s — 1 punti generici P, consideriamo la serie

residua del gruppo dei P rispetto alla data g ¢, . I una O sty
la quale soddista, fnsieme a ¢, al teorema pu,(,edcnte, epperd
un sud gulppo nulerico offre m — 8 — & (3 = 0) eondizioni ai
gruppi di g7, In uu gruppo H di ¢ _;mu_“l sceglinmo m — g punti,
che offrano esattamente m -~ s — & condizioni ai gruppi di g7,
e diciamo G,., il grappo dei punti seelti; &, il gruppo for-
mato dal punto rimanente di H e dai punii 1’ 11 gruppo G,
insieme ad un punte qualungue di &,, d3 un gruppo di nna
9':5:_“1 residua dei restauti s — 1 punti di &, rispetto a g ; ciod
un grappo che presenta m—s-—3 condizioni ai gruppi di ¢7.

Ma poiché gid il gruppo G,,_, offre m —s—3 condmmn
si eonclude che tabti 1 gruppi di ¢ g, passantl per &,,_, con-
tengono in wnsegumlm G,, epperd tutti i punti del gene-
rico gruppo H della primifiva It - ‘ ‘

Il teorema dimostrato costituisce il punto di partenza per
la deduzioue del teorema di RIEMANN-ROCH ¢ dei collaterali:
nella trattazione di CasruLyvovo (1. ¢.) riprodotta con qualche
semplificazione in Srenru (Introduzione, n. 72 e segg.) st fa
uso sistematico del linguaggio 1pe:.5pa/,|¢t]e ma s pud dare
all’esposizione un andamento pitt elementare e pitt rapido
nel modo che segue ('),

Prendiamo come modello proiettivo di ¢ una curva piana
@’ordiue m, con soll nodi, in numero di o (pag. T7), cosicché
il gencre p di O, definito come nel n. 34, risulterd esPresso
dalla formula di Crpssci (pag. 123):

_m—I}m — 2)
frte— ‘—*-———27‘._

— d.

Le agginute d’ordine m —3 a ¢, segano sulla curva, faori
dei nodi, gruppi della serie canonica, eppertanto questa (com-
pleta) & una getye, con & =0 (pag. 123). Inoltre le agginnte
d’ordine I segano su €, fuori dei nodi, una g:,‘l di ordine
m; = ml — 2 e di dimensione

(i—} 3)

@) g, =)l —m - 3)

pt

—Ll=m;—p.

(1} Cfr. Exurquus-CHISING Teorie geometrica, vol. 111, pag. 84,
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Se ne dednce che fra "ordine n e la dimensione r di una
iasi i ssisbe s re la relazione:
qualsiasi g7 completa di C, sussiste semp az

(3) - ' ¥y I=h—

Invero (), nna ¢’ pud imaginarsi staccata su ¢ dalle ag-
giunte d’un ovdine 1 convenientemente alto, bastando aggre-
gare alle enrve del sistema lineare che stacea la data serie, una
agomnm fissa. Dopo ¢id g7 sard Uinsieme dei resti di certi %

. i q0-
punti fissi di € rispetto alla (",{ segata su C da quelie ag
ginnte. Onde avremo: ’

n=m, —k r=r —Fk,

dalle quali, tenuta preseute la (2), segue la ('3). -

Cid premesso, applichiamo il teorema di C«:&STI‘L\UOWO,
nltimamente dimostrato, alla serie canonica g3'78 e ald una
qualsiasi g7 complefa, prese rispettivamente in luogo de]li
serie ¢, ¢°, considerare nell’enunciato del teorema. Appeus
sia n — r < p, visultano verificate le due disuguaglianze

@p—2 - (p—1+35<p, n—1r—1 < p—1438

che stanno a fondamcnt.o del teorema, onde si conclude che
oum serie g7 avente r >an —3p & conbteuuta nella serie cano-
nica (& speciale). Ma (11 pill, se fosse & >0, la s,econda. disn-
guagliannza foudamentale del teorema sarebbe so:}disfutta
anche per uua g7 avente n —r=—yp, € gunindi la sevie cano-
niea conterrebbe ogni serie completa g7, il che & evidente-
mente assurdo (basta p. es. prendere n > 2p — 2). Dunque
dev?essere 5==0, ciod la serie canonica completa & una q,p_,.,
epperd essa & tubta segata dalle aggiunte d’ordine m — 3 (efr.
colle pagg. 124-25), che sou o<P~! e non di pit.
Consideriamo ora una ¢ completa speciale, avente e,lotj
r>>n — p. Polehd essa & contenuta nella -serle c.‘mo:rnm vi
saranno oo vesti @ di un gruppo &, di 'g;;, rispetlo alla
serie canonica, ed essi costituiranno una g7, completa, con

W=92p—2—n, ¥=p—Ll—ntr+?d (5=0),

e cid perehd, a norma del teorema di CASTELNUOVO, ognl
gruppo della ¢” presenta al pitt »— o coudizioni al gruppi
canonici obbligati a contenerlo.

() Cfr. Seere, Inlreduzione, n. 65.

A
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Munt i i

. .iil.[ﬂtallldo le veci delle due serie, che son muotuamente
esldue rispetto alla serie canonica, avremo similmente:

=2p —2 —y = i 8
2w ST, Y=g o- ]l — o o B'=0),
e sgnnn_anflo a membro a membro le espressioni di #, ¢ verrd
a riduzioni fatte : ’ "
54-8'= 0,
50 s : X
dondeI:_O, o'=0. Si conelude cosi ('} col teorema @i Rig-
TANN- RO oin s ; .
D-.l[‘Al\N 0]013'\, gid dimostrato altrimenti gz pag. 157. L’ indice
Al specialitd 4 " risulta eg '
pecialita i della g7 risulta eguale ad + - 1.

90...‘3n001-a sul teorema del resto sotto forma proiettiva
(pbag. 133). — Giunti in tal guisa al teorema culminante
della teoria delle serie lineari, la parte restante si svih;))a
come nel Cap. V. Giova tratteners uh momento solta.ntols'luf
teorema proiettivo del resto (). |

Tutto riducesi a provare (n. 44) che le curve ageinnte di
un .dato ordine 7, alla curva piana ¢ (dotata di :?bnodi)/ di
ordine m, segano su @ (fuori dei nodi) una serie Iine,'u'e
completa (cfr, colla pag. 151) (

Se infalii l-=m — 344 (2> 0), Vordine m, della gal se--
?Il!

rata it T ordi i
g alle aggimite d ordine 1, viene espresso da:
M=l - 2d =2y — 2 4 onl,

e la dimensione da:
M=y —p, 608 7, p— 2 4 an.

Ol‘fl, poicheé guesta serie contiene parzialmente Ja serie
(f:tiou1ca (e non \:i ¢ dunqne contenuta), non pud essere
;> "'"f — V; epperd & r,=—m, — P ¢ la serie risulta completa
{perché se no la serie completa avrebbe dimensione = —3)5

.Se .l*_: m — 3 gia abbiamo veduto, nel n. prec. uilze 11
seng !1.11em-e segata su ' ¢ la serie canonica comple’ta. l

Se Jllﬁllle l=m-—8 ~ua(a> 0}, Ta serie risulta completa
per la cagione addotta a pag. 151.

L.’iden di applieare Ia formula (15} di pag. 252 per la deduazi di
prospnetz'l- della sel‘je lineari collegate al teoremn di RIE.\[.-\hl'l\'-R(;(ij:JO;;tt':
331[:(“::‘(“[5{?&“ thfmg. _{I?end. (1?88)]. Lo sviluppo completo « sist;matieo

In ia e di lA.‘;".I:ELNUO\O (L e). Perfezionamenti wlteriori furon
portati, nei lavori eitati, du Seaxs o da Berrix,

1) SEaRE, _Tn.trodrwiane, ¢ 19,
o] Sucure, Introduzione, § 18.

CAPITOLO OTTAVO

La geometria delle serie lineari
secondo il metodo algebrico.

9 L. - TRASFORMAZIONI CORLMONIANE DPIANI,

96. Trasformazioni razionali di un piano in un altro e
foro elementi fondamentali. — Indicate con (v, =,, z) le
coordinate omogenee di un punto = di un piano X ¢ con
(=, x,’, ) le coordinate omogenee i un punto 2 i un
piano X', poniamo fra i due piani la trasformazione razio-
nale rappresentata dalle formule:

(1) Pwi’ Zfi(ml: By m.‘;) (?‘ = -Is 2: 3):

ove le f son forme fernarie dello stesso ordine n.

Sappiamo gid (Introd., IV) che, mentre x deserive X, il
punto @' descrive tutto il piano X', allora e solo allora che
il sistema lineare X :

}\'l.fl -t )‘-}_,fg -+ J‘S.ffﬁ = O’

sia oc? (una rete), ciod che le f sieno linearmente indipen-
denti; e inoltre che la rete sia irriducibile, ovvero (pag. 45)
che due sue curve geuneriche si taglino, fuori dei punti base,
in un numero finito v =1 di punti (variabili colle due eurve) (*).

Se 1a rete fosse invece composta colle eurve di un fascio,
il punto 2’ deseriverebbe su X' una curva razionale, 1 cui
punti corrisponderebbero razionalmente alle curve del fascio.

{1) 8i astrae senz’altro dal case in c¢ui le curve di = hanno una com-
ponente fissa, perchd, essendo le f; determinate a meno i un fattore di
proporzionalitd, una tal parte fissa non ha influenza aleuna ¢ se ne puo

quindi prescindere.




29
93 . CAPITOLO OTTAVO

Lasciamo in disparte questo easo, che non interessa, perché
nou conduce ad una corrispondenza fra le totalitd dei punti
dei dae piant.
La corrispondenza fra i punti di X, X’ ha gli iudiei (v 1)
» . . " » ' !
c(‘)sacc?h.é, se v > 1, ai punti di X’ corrispondon su X i grappi
di un 111.\'oluzlone di ordine v, generata dalla rete 3. Si pud
d‘nche d[r.e, se v > 1, che la (1) pone una trasformazione mul-
tipla fra i due piani, ogni punto del piano v-plo X' rappre-
seuntando v punti di X,
La (1) muta le carve di I nelle retie del piano X', e la
corrispondens i ’ ‘
spondenza subordinata tra quelle curve o qgueste reite
. . X - - . . !
constderate come elementi di due enti lineari ==, & un’ omo-
grafia, perché una curva ed una retta omologhe corrispon-
dono ai medesimi valori dei parametri 2. '
. S{c,(,h(, geomelricamente une trasformazione ragionale fre
prant puo defindrsi ponendo wi’omografic fra le vette di un

i ? vg e e A - - AT . ’
piano X' ¢ le curve di una rete irriducibile, di grado v =1;

del piano X. Un punto generico x di X determina eniro la
‘:l'eie un fascio, al quale corvisponde in X' un fascio di rette
i ent centro & si asswme come omologo di x, - ,

I punti fondamentali della trasformazione (pag. 7) situati
sul piano X, sono i punti base della rete X: Apﬁrofondizuno
le proprietd di questi punti.

Sin O nno di essi ¢ imaginiamo una eurva analitica qua-
Eu.nqne 7 del piano X, uscente da 0. Un punto 2 di 7, di-
stinto dai punbi fondamentali, & punto base di un fasci’o H
hfan determinato di X, cui corrisponde in X’ un fascio H'
i vette, avente il centro nel punto =’ omologo di . Mentre x
n_mo\-'esi sy, tendendo ad 0, il fascio H tende ad una posi-
zione limite ben definita; e ciod al fascio delle curve ¢i %
che toc?n.no in 0 la enrva v. Pertanto anche w’ tende a({
una Dosizione limite determinata. Fa eccezione soltanto il
Ca%0 m-cul tutte le enrve Jdi £ toeehino in O la curva Y.
Allora il punto z’, omologo del punto variabile &, non ha
una posizione limite definita.

Nel caso generale si dird che la posizione limite di 2' & il
punto omologo del punto infinitamente vicino ad 0, nella direzions
della tma'grmw « v; nel caso eccezionale questo punto infinita-
mente vicino ad O si considererd ancora come fondamentale.
‘ .II- lnogo dei puuti 2’ corrispondenti a pinti infinitamente
vieini ad O in direzioni generiche, & in generale una carva

’
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(che pud in particolave vidursi ad nu punto); una eurva ra-
sionale, perehd 1 suoi punti son razionalmente determinati
dalle rette dal fascio 0. I Ia curve fondamentale Q7 corvi-
spondente al punto fondamentale O.

Ma se tutte le curve di ¥ toeeauno in O la curva v, si
possou considerare quelle che hanno 1n contatfo pitt intimo
con v in 0, in guisa da determinare, mediante Ia uiteriore
condizione di contatto, un fascio entro la rete . A questo
fascio risponderd un punto determinato ' di X', che si
dovrd assumere come I’omologo i un punto infinitamente
vicino ad O lungo v; perd i un punto inlinitamente vicino,
in un intorno i ordine sufficientemente elevato.

Tutto cid viene meglio chiarito ove si faceia intervenire
la rappresenlazione analitiea del rame v, di origine 0, e si
determini la molteplicitd I intersezione di y in 0, colla enrva
generiea della rete I (nun. 24-25). Questa molteplicitd & neces-
sariamente un numero intero {inito (ché attrimenti tuthe le eovve
di 3 avrebbero in comune il rvamo v, e quindi la curva generica
i & non sarebbe irriducibile). La condizione perehé essa aumenti
di un’unitd (almeno) si traduce in un’equazione lineare fraipa-
vametri x; onde si ha un fascio di curve di I, ¢he hanno con vy
in O molteplicitd ’intersezione superiore alla generica.

TPei nostri scopi immediati, non oceorve perd che appro-
fondiamo fino a questo punto I'argomento; ché anzi dob-
biamo supporre di non averne neppure i mezzi, perché vo-
gliamo, tra 1’altro, ridimostrare la possibilitd di sciogliere le
singolariti di una eurva ed arrivare quindi nuovamente per
questa via alla nozione di ramo.

Ci basteranno invece le segnenti considerazioni.

Poniamo in O il punto di coordinate (z, =0, x,=0, z,=1),
e supponiamo si tratti di un punto base s-plo della rete 5.
Poichd come curve f, =0, f,==0, /, =10 si posson prendere
tre curve generiche della rete, sard:

fi(.xn3:27-'53):"537!_38?)("”1: :1.‘.3) + '{Uan_s_-l 05’1_1('&:,, :'62) ) (i:]pga 3)
ove le B denotanc forme binavie degli ordini indieali dai loro
indiet, ’

Le coordinate del punto @ variabile sopra una vetta per 0,
son espresse da:
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. - o .
in enig,, & son costanti, dipendenti dalla rebta scelta, e 2
¢ un parametro variabile col punto,

Sostituendo queste espressioni nelle (1) viene:

£ == AIBEE | ) XHOD (E L E) .. (i=1, 2, 3);
ovvero, sopprimendo il fattor comune X\°:

—_p A = el 4 ]
Wby = ﬁf‘”(g“ gs) -+ 10511 (Eu gz) 4. {t= ]: 2: 3)1
dove T & sempre un fattore di proporzionalita.

‘ Se facciamo tendere a zero %, il punto ' tende al punto
di coordinate

2 e T8 =4 : i
{2) = ﬂi-”(gl * gz)' (t = 1, 21 3)

@Quando la retta data ruota abtorno ad 0, ciod quando
varia 1.1 rapporio §: £, le (2) rappresentano Pbarametrica-
mente il Iuogo del punto o, corrispondente al puanto », va-
riabile nell’ intorno di I° ordine di 0. Il luogo {2) & pertanto
ma curva razionale (pag. 34). Tale curva riducesi a un punto
f: . (E 2 E ; i
’Ll]om.hé lle BE, , B,y OB(E | B, 03, , &) hanuo rapporti co-
stantl, cioé quando esse differiscono soltanto per un fattore
costante. Poiehé perd la equazione

eff’(fb'; ’ 9‘.2) =0

rappresenta le tangenti alla curva Ji=0 in 0, cosi il ecaso
eccezionale segnalato potrd presentarsi soltanto quundo Je
tre curve f, =0, f, =0, Jy =0, epperd tutte le curve della
rete, hauno in 0 le medesime tangenti fisse. Dunque;

Mediante la trasformazione razionale (1) ai punti del piano
(%, 0y, 7)), situati nell intorno di 1° ordine di un punto fon-
damentale, corrispondono sul piano (x/, %/, x.), 1 punti @ una
curve razionale. Fa eccezione soltanto il caso in cui le curve
Fi==0 hanno nel puito fondamentale le stesse tangenti. In tol
cas0 ad un punto infinitamente vicino al punto fondamentale,
e una divesione generica, corrisponde un punio fisso del piano
.(xl,’ ’Q;Ef! ‘(83’)'

Se le curve della rete hanno in 0 talune tangenti fisse e
le altre variabili, a priori un punto infinitamente vicino ad 0
nejlla, direzione di una tangente fissa, ha 1’omologo iudeter-’
minato, Ma poiché in tal caso le 00, 2,) (i=1, 2, 3} hanno
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reerti fattori lineari eomuni, dopo soppressi questi fattori nelle

{2) si ha un omologo perfettamente determinato per ogni punto
infinitamente vicino ad 0, in una direzione qualunque.

L ordine della curve fondamentale @, corrispondente ad un
punto fondamentale 0, eguaglia il nuwmero delle tangents varia-
bili in O di une curva generice delle rete I.

Infatti ai punti comuni ad € e ad una retta generica f’
del piano X', corrispondono punti della curva 7 di %, omo-
loga della retta f”, situati nell” intorno di 0; e poiché quelle
intersezioni son tutte variabili, questi punti son pur essi mo-
bili. Vieeversa, ad ognuno di tali punti, corrisponde una di
quelle intersezioni; onde queste ultime son tante quante le
tangenti varviabili di Fin O.

Il easo in cni non vi siano tangenti vaviabili in @ richiede,
come si & detto, un esame pil approfondito; ché allora cnrve
fondamentali nasecono da punti infinitamente vicini ad 0 in
intorni di ordine superiore.

97. Trasformazioni eremoniane piane. -~ Supposto che la
rete L, di cui al n. pree., sia omaloidica (pag. 8), ciod di
grado v==1 (pag. 47), la corrispondenza fra i punti dei due
piant X, X', salvo le eccezioni corrispondenti ai punti fon-
damentali, ¢ biunivoea, e si chiama una trasformasione bira-
zionale o cremoniana (pag. 6).

Le formule (1) in questo caso posson invertirsi razional-
mente e si pud serivere:

(3) Gy == fpi(ﬂ;xls 9"2’7 ﬁ":z’) (t = ]’ 2: 3)?

ove le » son forme di uno stesso ordine »' e o & un fattore
di proporzionaliti.

Come alle rette del piano X' corrispondono su X le curve
WSS -2 f, = 0 della rete I, cosi alle rette di X corri-
spondono su X' le curve della rete 37, di equnazione.

2%, %, - e, =0,

It alla proiettivith che intercede fra le enrve i ¥ e le rette
di X', & collegata la proiettivitd che intercede fra le curve
di Z7 e le rette di X.

La trasformazione si genera ponendo vna proiettivitd fra
le enrve di una qualunque rete omaloidica ¥ di un piano X
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e le refte di un piano X’; sicché, dati i piani X, X’ e Ia
l’fi(}e omaloidiea & su uno, X, di essi, sono =% le t’rnsforma-
zloni cremoniane che mutano le rvette dell’altro piano, X’
nelle enrve di I (tante quante le omografie fra due ]_)i!l:li}. ’
. It facile verificare che le curve che in ciascuno dei e
pm:-w corrispondono alle rette dell’ altro, sono del medesimo
ordine, cioé che n' =— n.
Siavo infatti 7, s due rette generiche dei piani X, X7 e
» J'le enrve delle reti X, I che corrispoudon rispettiva-
menlte ad 7, s, mediante Ia data trasformazione eremoniana.
Ag].l nopunti comuni ad », f, punti che sou tutti mobili, al
variare di 7, s, corrispondono gli »’ punti variabili com’uui
alle 9, s donque n' = n.
. guesfb’ 01"(1ine comune delle curve delle due reti omaloidiche
=y 2y sl cI_nm_na ordine delle trasformazione. Lie omograflie son
;f::i:‘;);:::;;/;on(xllu:l::ﬁ:ﬁ?(;nliz;ne(ap;l(ir1"8(-)1-11in_e; pgi‘ \'-engono' ie. tra-
- g. 8); poi le trasformazioni cu-
biche; ece,

Una trasformazi it i i
o (,GG:;;:,Z?’}(‘:H::,T?:::m;q,:;Ezmmm’ le guale sic biunivoca

Questa proprietd, come del vesto le precedenti, valgono
(cogli opportuni adattamenti di lingnaggio} anche per tra-
sformazioni cremoniaue fra doe spazi 8, : X, X'. Dimostria-
moht.appnnm per una trasformazione fra due spazi ad » di-
mensioni, sul fondamento del teorema di Bfzour (pag. 53).

AgViperpiani di X corrispondono in X’ forme di Tm si-
stema lineare omaloidico oo™, X', 1 cui punti base (se esistono),
essendo la corrispoudenza bmm\oca senza  eccezioni, non
posson esser fondamentali. Ciasenno di essi deve avel" ciod
wn .sol‘o omologo, Ora i punti base di I’ costituiscono una
"zu-teial._:ngeln'icn V', ad » — 2 dimensioni, completa interse-
zione di r forme generiche di I'. Alla V' corrisponde in X
una varvieta ¥, di dimensione » — 2.

Pertanto una retta generica i X non incontra ¥, ¢ quindi
ad essa corrisponds in X’ una eurva rvazionale di un certo
ordine i, la quale non passa pei punti hase i 5 ¢ incontra
percio la generica forma di 27, che sia ¢’ ordine », in mu punti
tu?hi variabili. Ma d’altronde questi non sono che gli omologhi
(lf;‘l punti comuni alla retta considerata di X e ad un ipzr-
piano generico dello stesso spazio, dunque mn=1; cpperd
m=mn=1 e la nostra trasformazione & un’omografia.

’
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Insomma in wne trasformasione cremoniand non 0Mografice
i puntt fondamentali (¢ le variete fondamentali di dintensione
g — 1) non posson mancwre.

OssErvaziont. — Si deduee dul teorema precedente una
nunova dimostrazione della proprietdy stabilita a pag. 68, che
una corrispondenza birazionale fra due curve algebriche frri-
dueibilt D, D/, apptui,(,nent[ a spazi ad » dimensioni X, X,
la quale mubi le sezioni iperpiane dell’una nelle sezioni iper-
piane dell’ alira, & uw’ omografia.

Infatti fra nl’lpup:(un di X, X’ nascee una cornspondenm
¢remoniana, che & biunivoea senza eccesioni, epperd & una

omograiia.

98. Trasformazioni gquadratiche piane. — Studiamo con
maggiore diffusione le trasformaziont eremoniane pill sem-
plici, dopo le omografie; e cioe le trasformazioni quadratiche.

Indichiamo ancora con 3, &' le reti omaloidiche di co-
niche c¢he, mediante la d'tba trasformarzione qmulmtw.t T
(brevemente scriveremo t. ([.), ¢OtTI ispondono mspetbnamente
alle rette dei piani X', X.

Due coniche ﬂeneu(,he di ¥ debbon segarsi in un sol
punto variabile; (]l]lll(ll vi saranno tre punti hase, distinti o
no. Se si hauno tre punti base distinti, 7' chiamast una fra-
sformazione quadratica generale. Di 19001‘1. useremo t. (. ge-
“nervali, epperd non ripeteremo sempre P attributo. Indicheremo
invece, in modo esplieito, quando i occorra di considerarve
trasformazioni quadratiche speciali, per le quali la rete I
costitnita da coniche tangeuti fra loro in un punto dato e
passanti per un altro punto generico, ovvero, pitt in parti-
colare, da couniche osculanbisi in un punto (1afo

Indieati con A” 4,, A, 1 punti base distinti {e mon alli-
peatil) della rete X, asmmmmoh come fondamentali per le
coordinate, per guisa che le coordinate omogenee %, @,, ¥,
di 4, 4,, 4, sieno rispettivamente (1,0, 0), (0,1, 0), (0,0, 1).
Allora le coniche circoseritte al tufmno]o A,4,4, hanno una

equazione della forma

&, + 4%, 1= r %%, =10

cosicehd le tre forme f,, f,, f, che comparivan nelie (1),
riduconsi, in questo ¢aso, a @,%;, ¥,%,, ¥%,. 5i hanno per-
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tanto le formule
4 . ? — > . ] ]
(4) PR =20, o% =%, Ry == Tty

della trasformazione. Le quali posson essere anche scritte:

R 1.1
el e =
¢ @,

1
g

w

' La trasformazione inversa (I'', se con 7' indicasi la cor-
rispondenza da X ad X') & data dalle:

oy

&) 0%, =w,'ny, ow, =ayv,, ov, = ® 'z,
ovvero:
2w, = e L
v, v, w,

Le (3) mostrano che alle rette i X corrispondono in X’
le coniche della rete X' di equazione:

1 4 v -
By -1 oy - e, =0,

cioé le coniche circoseritie al triangolo 4, 'A,A/ dei punti
A/(1,0,0), 4,10, 1,0), 40,0, 1), |

Percid guando son distinti i punti base delle vete X, lo
$0n0 altrest quelli di T’ (¢ viceversa).

Nel punto fondamentale 4, le conicke di ¥ hanno una
tangente variabile. Pertanto ad A, corrisponde una reita

Jondamentale (pag. 301). E fucile vedere che quesic & la refia

q ¢ E - . -
4,4 Infatli le eoordinate di uu punto variabile Sopra una
retta per A, son date, al variave di z, dalle formule:

(6) v, =1 x=

m

)

= =
Say @y ==g&,.

1I punto corrispondente di X' ha le coordinate

’

W =eLL,, w,

<l

[

= —A"-_-_
Sy T =&,

&

Per ¢ =0 si ottiene dunque i L.y E itne
sula rette dods (o ique il punto (0, £, &), che & situato
La corrispondenza fra i punti dell’ intorno (di 1° ordine)
di Ay ed @ punti della vetle fondamentale AS4), & proiettiva,
perche una divezione per A, & individuata dal rapporto €18,
ed il punto corrispondente dal rapporto x,tw, ==& 1 E,. o
) ;
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Ad una retta generica per 4, risponde una conica spes-
zata nella retéa foudamentale 4,4, corrispondente ad 4, ed
in una vetta residua, passante per 4,. La corrispondenza tra
le rette per 4, , 4, & manifestameunte proiettiva,

Ai punti infinitamente vicini ad A, nelle divezioni delle
rette A A,, A, A, (E,=0, oppure &, = 0}, corrispondono i punti
A, A di 474

. Pei punti fondamentali 4,, 4, valgono conclusioni ana-
loghe. Basta runotar ciclicamente gl'indici. Scambiando poi
le lettere senza apici nelle lettere con apici, si hanno le pro-
prietd dei punti fondamentali del piano X'.

Consideriamo ora nel piano X una curva algebriea ¢, di
ordine n, la quale passi pei punti foudamentali A , 4,, 4.,
colle molteplicitd rispettive s,(==0), 8,(=0), s,(=0).

Alle intersezioni variabili (i ¢ con una conica generica
della rete X, che sono in numero di 2w — s, — s, — 5, corri-
spondon le intersezioni della curva €', omologa di ¢ nella T,
con una vetta generica del piano X'. Dungue la curve C' @
di ording 2n — 3, — 5, — 8,.

Inoltre ' passa pei punii fondamentali A/, A, A colle
molteplicite rispettive W — 8, 8, R —s§, —8,, n—8 —38,. K
invero, detta o, la molteplicitd di € in 4/, una retta gene-
rica per A taglia ¢’ in 2n—s, —s, —s, — g, punti variabili,
al quali eorrispondono le intersezioni variabili di € con una
retta generica per 4,. Dunque:

2n—5 —85,—95,—0,=n—5§,

ciod o, =n— s, — 5.

Alla stessa coneclusione si arriva osservando che ad ognuna
delle n— s, —s, intersezioni di C colla retta A,A4,, fuori
delle s,, s, infersezioni, ehe cadono rispettivamente nei punti
A,, A,, corrisponde un punto di ¢’ infinitamente vicino ad 4/,
ciodé una tangente a O’ in A,". Anzi la corvispondenza fra quelle
n— 8, — 8, intersezioni ¢ queste tangenli & proiettiva, cosicchéd
sulle une e sulle altre si verifican le stesse coincidenze.

In particolare, se la retta A,A4, tocean € in 4,, avendo ivi
colla curva molteplicitd d’intersezione s,-+h (R=1), la curva
("’ toccherd in 4, la refta A A e questa tangevnte conterd h
volte nel gruppo delle n — s, — s, tangenti a ¢’ in 4,

Facciamo ancora qualche altra utile osservazione.

Sevori - Geonelric algebrice - 20
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Ad ogni punio P, esterno alle rette Jondamentali, che siq
s-plo per la curva C, corvisponde un punto P’y esterno alle
retie fondamentali, ed s-pio per la curves O

Invero, alle n — s intersezioni variabili di € con una refta
mobile intorno a P corrispondono le intersezioni variabili di o’
con una conica passante per P’ e mobile nella rete %'. Ora
le intersezioni assorbite dai punti base son in numero di
91 —2s, — 23, —2s,, quelle variabili son in nnmero di n—8;
dunque sono

220 — s, — 5, — ) — (3n — 28, — 25, — 2) —(n—35) =3,

le intersezioni assorbite da P’y che risulta percid s-plo.

A due rette distinte per P corrispondono due coniche
distinte di X', le qnali passano per P’ (senza tocearsi), Dunque
L;afnte sono .le retto tangenti a ' in P, quante Je coniche di
2', e quindi le ratte, tangenti a ¢" in P’. Pertanto, chiamato
punto s-plo ordinario di una curva un punto s-plo colle 5 tan-
genti distinte, potremo dire che:

Se P & un punto s-plo ordinario della curva O, fuori delle

retle fondamentali, il punto omologo P’ 2 pure un punto s-plo
ordinario di O,

99. Dilatazione dell’intorno di un punto multiplo di wuna
curva. — Data sopra un piano = ina enrva C, di ordine n,
avente un punto s-plo 0, di natura qualungue, tiriamo per O
due rette (generiche), le quali seghino ¢ in » —s punti di-
stinti fra loro e da 0, e su (i esse assumiamo (genericamente)
I punti P, @, in modo che la retta P@ seght ¢ in n punti
distinti fra loro e da P, ¢.

Poniamo indi una proiettivitd fra le coniche per 0, P, Qe le
refite di un altro piano =’. Nascerd cosi fra i due piani una t. g.
7, della quale 0, P, @ saranno i punti fondamentali su =, Su =’
si avranno altri tre punti fondamentali distinti o, P, Q.

Dal n. prec. si frae che Ja curva ¢, trasformata di ¢! me-
diante T, ha I’ordine 2n — s e che possiede un punto n-plo
ordinario in 0’ e dne punti (n — spli ordinari in P, @',
Le tangenti in tutti questi punti son distinte dalle rette fon-
damentali. Quanto agli altri eventuali puati multipli di C, che,
pel modo come fuvono scelti 0, P, @, son tutti fuori delle
rette fondamentali, essi mutansi in punti di egnal molteplicita
per €’ e colle stesse eventuali coincidenze fra le tangenti,

’
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La natura dei punti multipli esterni alle rette fondamen-
tali non viene per nulla alterata, nel seﬂso che la corrispon-
denza subordinata da 7' fra due intorni superficiali di due
punti omologhi, esterni alle rette fondamentali, & biunivoca
senza eccezioni. Due punti omologht di ¢, €', esterni alle
rette fondamentali, si dird che hanno e stesse composizione
o che sono punti singolari simili, appunto perchd i loro in-
torni si corrispondon binnivoeamente, senza eccezioni. Nel
§ successivo verrd precisato che cosa s'intende per composi-
zione di una singolaritd; qui si & inteso di introdurre una
loenzione comoda, e semplicemente come locuzione essa verrd
usata, finchd non se ne conosea il significato sostanziale. Basterd
soltanto avvertire per ora che due punti singolari simili hanno
la stessa molteplicith e lo stesso numero di tangenti distinte.

Nel passaggio da ¢ a €' ogni punto multiplo di € si muta
in un punto multiplo simile, salvo il punto multiplo 0, il cui
intorno di 1° ordine (insieme delle direzioni per 0) st dilata,
dando luogo a tutta una retta: la P’Q’. Al punto multiplo 0,
vengon sostituiti altri punti di ¢’ (eventualmente multipli),
che corrispondono a punti infinitamente vicini ad 0, nelle
varie direzioni. Tanti sono questi punti di €', quante le tan-
genti distinte di ¢ in 0. Si introducono poi in ¢’ i punti
multipli ¢, P’, @', che son punti multipli essenzialmente
nuovi, ereati dalle trasformasione; ma punti multipli ordinari.

La trasformazione agisce come un microscopio, che ingran-
disca I’intorno di 0, sostituendo addirvittura ad esso un intera
retta. La chiameremo, per questa ragione, la dilatazione dell’in-
torno del punto multiplo 0. J &' intende che, quando parleremo
di questa dilatuzione, supporremo sempre che la scelta dei punti
fondamentali P, ¢ sia fatta nel modo generale sopra indicato.

L prima considerazione delle teasformnzioni quadratiche risale a
NewTron {1687), il quale colla deserizione organiea delle coniche, studiata
pitt diffusamente nel XTIX secolo da Mac LavuriN (1720) e BRAIKENRIDGE
(1733), indico il modo di trasformare una refta in una conica [ved. i « Com-
plementi di Geometria proietbiva» dell’Autors (Bologna, Zanichelli, 1906),
pag. 238 ¢ segg.l]. Ma in veritd non era il concetto generale di trasforma-
vione fro i punti di due piani, che intervenisse allora; sibbene solianto
una eostruzione che permettesse di trasformare una rettsn in una coniea.
La trasformazione guadratica veniva fuori come una conseguenza secon-
daria. Al Poxcuerry (1822) & dovuta la considerazione della prima trasfor-
mazione quadreaticn, secondo il eoncetto generale di corrispondenza (ln
trasformazions i PONCELET 8i genera associando ad ogni punto di un

Y
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piano i1 suo coniungato rispetto a due coniche). La inversione o trastor-
mazione per raggi vettori reciproci o prineipio delle imagini elettriche
di W. TaomsoN (1845), & un caso particolare metrico delle trasformazioni
quadratiche involutorie (due punti fondamentali sono i punti eielici}, del
quale trovanei traceie in ArorLoNio, in Vikrw (1600), in PrrMmaT (1679),
La inversione fu studintn pin ampiamente da DaNDELN {1822), PruckEr
(1828), Berravrrs {1836), nonehé da W. Tuowmsox. Magwus [J. fur Math.
8, 51 (1831); Sammlung von Anfgaben, eec., 1, 229 {Berlin, 1838)] counsiderd
le t. q. definite da dne eguazioni bilineari fra le coordinate del punti di
due piani (coppie di punti reciproei rispetto a due dnte correlazioni).
Nelln Memoria del 1831 il Maexus credette di poter affermare che le
sole trasformazioni birazionali fre due piani son omografiche o quadra-
tiche ; ma nella prefazione della citata « Smamitung » egli pose in vilievo
Pesistenza di una trasformazione di quart’ ordine, derivante dal prodotto
di due trasformazioni guadentiche, Altre genurazioni notevoli di t. q. son
dovate a STEINER (1832) ¢ a SeYDRWITZ (1846} La generazione di STwerscn
consiste nell’assumere come omologhi dne punti di due pinni (istinti)
intersezioni con una retta appoggiata a dne rette sghembe fisge {ved, i
citnti « Complementi » dell’Autore, pag. 289) ¢ quelln di SeypEwITZ nel
porre fra due fasei di vaggi di un piano e due fasei dell’altro, due date
proieftivitd, ¢ nel ehiamnre omologhi due punti proiestati da coppie di
raggi omologhi. Quando in ambedue le proiettivitdh al raggio comune ai
due fagei dell’un piano corrlsponde il raggio comune ai due fasei del
Ualtro, 8i ha un’omografin, che cosl apparisce come caso limite di una
t. q. All’esempio dato da Maiavus di una trasformazione birazionale i
ordine superiore al secondo, si aggiungeva nel 1859 un esempio pitt ele-
vato ed utile dato dn Jowquikrus [Comptes rendus, 49, 542 (1859); Nouv.
Ann. 8,, 97 (1864)] colle trasformazioni isologiche, che furon poi dette
trasformazioni di JowqUikrms. La rete omaleidiea corrispondente alle
vebte di un piano & in esse costituita dn curve di ordine = con un punto
base (2 —1)-plo e 2n—2 punti base semplici. Ln corrispondenza vien
ottenuta generalizzando la proiezione sghemba {di StEINER, assoeiando
ciod due punti i due piani distinti quando son intersezioni con wna reftn
appoggiata ad nna eurva {razionale) sghemba di ordine » e ad una retta
(. —1)-secante la enrva. 8i tratta dunqne sempre di eostrnzioni aventi
nua carattere particolare e non aneora dominate da una concezione larga,
La quale & posta innanzi ver la prima volta dal CreMoONA i Bologna Mem,
2y, 621 (1863); 55, 8 (1864); Giorn. di Mat, 1, 305 {1863); 8, 269, 363 (1865)].
Egii considera il problema generale di costraive butte le trasformazioni
birazionali fra plani o scrive le due relazioni namerative che ecaratteriz-
zano tall frasformazioni, indieando vari tipi particolari, che dan esse =i
desumono, Affronta inolire i problema degli elementi fondamentali, e
stubilisee notavoli relazioni fra i loro ordini, come diremo pilt specifica-
famente in altro velume di questo Trattato. Percid ginstamente le trasfor-
mazioni birazionsli fra piani o spazf si chiamano eremoniane, Pill tardi
(al 1870 in poi) si considerarono trasformazioni birazionali fra spazi o
iperspazi per opers di CavLey, Crmxnoxa, Nowruer. Ma di cid, come delln
possibilitd di seindere ogni trasformazione erentoniana in un prodotto di
trasformazioni quadratiche, diremo in un altro volume.
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§ 2. - SCOMPOSIZIONE DELLE SINGOLARITA DI UNA CURVA.

100. Seomposizione delle singolarith mediante una succes-
sione di trasformazioni guadratiche. Singolarith iuﬁnitm.neut:e
vieine. — Sia, in un piano =, la enrva algebrica O, ‘irrllducl-
bile o riducibile, ma priva di parti multiple; ed n sia IIISIIO
ordine. Fissiamo 1'attenzione sopra un punfo s-plo 0 di C.
Con una dilatazione (n. 99) trasformiamo € in una curva €’
di un altro piance =’ e sia o' la retta fondame.nt.ale di =" nella
quale dilatasi ’intorno di 0. Alle tangenti dxst‘;mte 0Ly Ohyeeny Of
di € in O, che sono in numere di =< s, corrispondono pro-
iettivamente 1 punti distinti ¢/, 0,,..., 0, della l'e.ttzP o’.‘ Sia
7; la molteplicith di o; nel gruppoe delle s tangenti di ¢ in 0,
ciod la molteplicita del fatfore lineare corrispondente a quell.fftu
tangente nell’ equazione complessiva di grado s delle tangenti
in 0, cosicché Z.Z‘lz,zs Allora il punto O/ contera t,; volte

= .
nel gruppo delle s intersezioni di o’ colla curva €, fllOll‘l
dei punti fondamentali; epperd, denotata con s; l.a moltepll-
cita del punto O, per ', sardi certo s; =<1, e quindi anche:

Ne segue che, se 1> 1, ossie se ¢ ha in O almeno due tan-
genti distinte, la trasformazione scioglie ¢l punto s-plo O in
s . s

punti di minor molteplicild della curve C'. '
Le altre singolarith di €, si ricordi, veugon mutale in
singolaritd simili di €' ¢ non si introdueon che tre nuovi

punti multipli ordinari (n. 99), ’ .
Applicando una nunova dilatazione alla curva €7, a pa-l‘tl??
dal punto s-plo 0/, questo punto si mulera in uno o piu
4 H -

punti 0, 03,.. della curva corrvispondente €, c\}‘o]le molte
teplicitd rispettive s,, $,,.., sotto la condizione Zs;="s;; e
cosl proseguendo. ‘
I punti 0, 0/,..., 0 si dice che provengono de punti
I3 = . ~ . - A , .- y. - (l O
di molteplicita 8,, 8,,..., 8; per C, infinitamente 'vwzfazl'a 3
. . h r " . . y -

nell’ intorno di 1° ordine; i punti O], Oﬂ,-...- da punti ’r.a mo
teplicitd s, $,,... per C, infinitamente vicini ad O nell’éntorno

i 2 )
di 2° ordine; e cosi via.
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Queste locuzioni son ginstificate da cid, che effettivamente
la eurva O pud concepirsi come limite di uua curva varviabile
avente il punto s-plo 0, e nella quale certi / punti, O, O.,,...,
0;, multipli secondo s, s,,..., $;, si avvicinano ill(]@ﬁ‘l-]if}a—,
mente ad 0; nello stesso tempo che certi altyi punti 0, , 0., ...
di molteplicitd %49 Sy 81 avvieinano ad 0;; ece. e

.Indica.ti invero con P, @ i due utteriori punti fondamen-
tali sul piano =, e con ¢, P, @' i punti fondamentali su =’
(sieche o' = P'Q"), assoggettiamo ¢’ ad una piceola rotazione
attorno ad 0’ e sia. ¢ la_eurva di = corrispondente alla nuova
posizione €' di €' La ¢ & di ordine 2(2n —s5) —n=23n —2s
e possiede in O un punto (2n — s)-plo ordinario, perchd ¢ in-
contra la retta o’ in 2n — s punti distinti. Inolire -¢* possiede
due punti (n — g)-pli ordinari, provenienti da quelli ehs prima
cal(lf?vano in P, Q" ed I punti di molteplieitd s, s,,..., s, che
originariamente oceupavan le posizioni 0/ 0/,..., 0/. Trat-
tand(?si di punti osterni & rette fondamentati, tanto a quei
puntl (n — s)-pli di ¢, ecome a questi punti multipli, corri-
spondon singolaritd, simili di €. Quando ¢ riprende Ia vecchia
posizione €, la enrva € si spezza nelle retie OP, 0@, da con-
Farsi ognuna n-—s volte, e nella curva €, che torna ad avere
il punto s-plo O, eui si son avvieinati indefinitamente gli 1

_ punti di molteplicith s, ,s,,..., s, che € possedeva, distinti da 0.

Lo stesso pud ripetersi per ciascuno dei punti multipli 0/
di ¢7; e cost di seguito. l

I punti multipli infinitamente vieini ad O risultano indi-

pendenti dalle dilatazioni che successivamente eseguisconsi
per definirli, Infatti le trasformazioni quadratiche fra due
dati piani formano un sistema continuo (auzi una varietd
algebriea irriducibile oco'), i cui parametrl son quelli da eui
dipendono i punti base d’una rete omaloidica di coniehe su
uno dei due piani e quelli da eui dipendon le omografie in
58 dell’aléro piano. Si pud quindi passare con continuitd da
una delle eo'* t. q. che dilatano Vintorno di 1° ordine di O
ad un’altra qualsiasi; ed in tale variazione continua le mol—’
teplicita dei punti 0, 0,,..., 0/, che son numeri interi, debbon
restare costanti. Similmente si conclude nei rignavdi delle sin-
golaritd negl'intorni di ordine superiore al 1°

. 101. Formula di Nomragr. — In veritd, non resta escluso
il dubbio che le singolaritd infinisamente vicine rimangano
Is
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legate alle t. q.; che ciod operando le dilatazioni degl’intorni
successivi con frasformazioni cremoniane qualungue, possan
trovarsi eomposizioni diverse per la singolaritd 0. Questo
dubbio perd si rimuove riflettendo che (come vedremo in altro
volame) una trasformazione cremoniana pud sempre scindersi
in un prodotto di t. q. D’altro eanto la formula, che ora espor-
remo, pel calcolo della molteplieiti d’intersezione di due curve
in un loro punto eomune, conferisce alle singolaritd infinita-
mente vicine un carattere geometrico intrinseco, indipendente
dalle trasformazioni che servono a definivle (')

Sieno €, D due curve piane, prive di parti comnni, aventi
in O rispettivamente un punto s-plo ed un punto z-plo.

Dalla teoria elementare delle molteplicitd d’intersezione
di due curve piane (pag. 11) si sa che la molteplicitd ’in-
tersezione delle ¢, D in O & st o maggiore; st nel caso che
Je eurve non abbiano aleuna fangente commune; maggiore nel
caso contrario. Indiehiamo con jla molteplicitd d’intersezione
incognita, cosl che:

.'i:St+j1 (jLEOL

e assoggetbiamo le enrve €, D ad una dilatazione, col punto
fondamentale O. Siano €', D’ le curve trasformate; 0/, 0,,..
i punti della retta fondamentale P’Q’, corrispondente di O, i
guali son gli omologhi delle tangenti distinte comuni alle €, D
in O3 e infine sieno j,’, 7, ... le molteplicitd d’ intersezione delle
C', D' nei punti 0/, 0, ....

Sostituiamo a ¢ una curva €, dello stesso ordine, ad essa
vicinissima, ehe abbia in @ un punto s-plo, ma senza alcuna
tangente ecomune con D; sieché la molteplicitd d’intersezione
delle €, D, in 0, sard esattamente st. Inoltre le ¢, D avranno
in comune j, punti, distinti fra loro e da 0, i quali, col ten-
dere di C a €, tenderanno ad 0.

Pel significato stesso che la teoria elementare attribuisce
al concetto di molteplicitd &’intersezione, la curva C’, tra-
sformata di C, essendo vieinissima a O, avrd j, intersezioni
con D', vieine ad @), ma distinte fra loro e da 0/; altre 3,
intersezioni, vicine ad 0,; ece. In coneclusione le €', D’

() Per lo seopo che vogliam conseguire, non & del reste affatio neces-
sario ¢he lu singolaritd infinitnmente vicine sieno svincolate dalle trasfor-
mazioni ¢ho le definiscono.
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avranno j,'+ j,'--... intersezioni vicine alla retta fondamen-
tale P'Q’, ma a distanz finita dai punti di questa retta. Poichd

quesbe intersezioni corrispondono alle J, comuni a C, D, fuori
di 0, ma vicine ad 0, sard:

j: :.'jsl_'—.jz’—l_"' .

Ripetendo lo stesso ragionamento per oguni punto 0, eo-
mune alle €', D’ ¢ proveniente dalle tangeuti comuni alle
¢, D in 0O, avremo:

LI oo
Jn = 'shth —+- %‘.fnk H

dove s,, £, denotano le molteplieitd rispettive delle ¢, D
in G ed fp3" la molteplicitd @ intersezione delle C", D" in
un punto 0" trasformato di 0, ; le €7 DY essendo le tra-
sformate di C’, D’ mediante una dilatazione col punto fon-
damentale 0,’. Qost proseguendo si giunge alla formula di
Nomraexk :
J=st+ ?Shth "l‘gshkthk + oy
) .

che fornisce la molteplicite & intersezione di due curve ¢, D
i un lore punto comune O, s-plo per ¥ una, t-plo per ¥ altra.
It primo sommnatorio o esteso alle singolarité comuni «lle due
curve nell’ intorno di 1° ordine di 0; il secondo alle singolarité
oomunt nell’ intorno di 2° ordine; ¢ cosi via.

Nel riguardi delle intersezioni che assorbono, le singolaritd
infinitamente vieine si comportano dunque come se fossero
distinte.

102. Scioglimento di un punto muitiplo qualungue in punti
sempliei. — Data una curva piana ¢ ed m suo punto mul-
tiplo O, eseguiamo una successione di dilatazioni degPintorni
di 0, dilatando prima Viutorno di 0 in una retfa. ¢’, uno
dei punti multipli della curva trasformata ¢’y situati in o’
(ma diversi dai punti fondamentali), in un'altra retta; e .cosi
via. Se in questa successione di t. 4. ogni punto che si sog-
getba a dilatazione ha sempre almeno due tangenti distinte,
in virth della disuguaglianza del n. 100, i punti multipli che
4 mano a mano troviamo, come trasformati di punti infini-
tamente vicini ad 0, avranno molteplicitd decrescenti e si
arrivera pertanto a punéi semplici, .
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Si potrd poi ricominciare 1’operazione a partire da un
altro dei punti multipli che erano provenuti dall’intorn.o df
1° ordine di O, ece.; poi da un altro dei punti provenienti
dalP intorno di 2° ordine; ece. _ _

In ciascuna di queste trasformazioni i punti che non si
assumono come fondamentali si mutano in punti di egual
molteplicitd e collo stesso numero di tangenti distinte (n. 99),
onde, se non c¢i si imbatte mai in punti multipli con una sola
tangente, si perviene, con un numero finito di t. q., cioéd coi!a
trasformazione cremoniana prodotto di esse, a scfoglie‘re in
punti semplici 4l punto multiple dato 0. B si noti di piu‘ che
in tal modo gli altri punti multipli di €, distinti da O, si son
mutati in punti di egnal molseplicitd. Si sono introdotti, é
vero, nuovi punti multipli, nou corrispondenti affatto a punti
multipii di €, ma tali punti multipli ereati dalle trasforma-
zioni son ordinari (n. 99).

Se ora anche gli alfvi punti multipli di €, distinti da O3
avevano almeno due tangenti distinte, tal sard dei punt?
corrispondenti biunivocamente a quelli nelle trasformazioni
considerate di €. Ricominciando la serie delle t. q. per ognuno
di questi altri punti multipli, nell’ipotesi che non si pervenga
mai a punti singolari con una sola tangente, si al‘l'lveljé» in
definitiva a sciogliere con una trasformazione cremoniana,
prodotto di un numero finito di t. q., tutti i puuti multipli
di ¢, in punfi semplici dell’nltima curva trasforn%at.a; Iz?
quale avrd percid soltanto 1 punti multipli ordinari creati

_dalle trasformazioni.

Una trasformazione cremoniana opportuna ha dunque tra-
sformato € in una curva dotata di singolaritd ordinarie. Ma
questo risultato & subordinato all’ipotesi che noun si sia mai
avuto da fave con punti multipli dotati di una sola tangente.
Ora da qguest’ipotesi ei si pud liberare con un procedimento
di cui conviene delineare anzitutto il concetto.

Se la curva data €, di ordine n», non ha parti multiple,
essa non ha parti comuni colla prima polare D, rispetto a C,
di un panto generico del piano. Pertanto il numero delle
intersezioni delle due curve & finite ed espresso da n{n — ]):
Qualora si provi che la polare D passa per r.utti_i l)l].lltl-
multipli di €, tanto pei punti multipli distinti (gnlt-n.tt.ﬂmltapl-‘a
propri), quanto pei punti multipli infinitamente vicini a }_)lll)b‘l
multipli propri, ne seguird dunque, in base alla formula di
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NoEkrHER, che il numero dej punti multipti distinti e infini-
tamente vieini di ¢ & finito (minore di n(n — 1)]; epperd non
potrd davsi che la successione delle t. q. applicate a partire
da un punto multiplo (ed in particolare da uno con una sola
tangente) prosegua indefinitamente, senza che, a un certo
momento, &’ incontrino, come trasformati del punto iniziale,
punti tatti sempliei. :

E si badi che, per ginngere a tale couclusione, non occorre
ancora di aver provato che la composizione di un punto mul-
tiplo mediante singolaritd infinjfamente vicine, ha un signi-
ficato indipendente dalle trasformazioni {efr. eol n.101), percha
se anche, per dannata ipotesi, la composizione dovesse mutare
a seconda delle t. q. scelte e del joro ordiue, resterebhe sempre
il fatto che il cangiar della snddetta composizione non dovrebbe
alterare il risultato finale del calecolo della molteplicitd d’in-
tersezione della ¢ colla polare D, nel punto 0, che si & im-
preso a trasformare. Onde non potrebbe mai avvenire che la
catena delle t. q. potesse proseguire indefinitamente senza
arrivare a punti tutti semplici, perchd se no quella moltepli-
citd @’ intersezione non sarebbe un numero finito, ben determi-
nato. Quanto agli altri punti multipli di €, distinti da 0, che
si laseiano pel momento in disparte, la molteplicitd @ inter-
sezione di ¢, D in uno di essi & un numero finito, invariante
di fronte alle t. q. che non sottopongono quel punto a dila-
tazioni (*). Sicehd qnel numero si ritrova tal quale dopo che
si & sciolto in punti semplici il punto 0; eppero, consegnito
questo scopo, potremo analogamente operare sui trasformati
dei punti multipli di C, distinti da 0, sicuri di arrivare a scio-
gliere anch’essi in punti sempliei con un numero finito di . q.

Il procedimento delineato resterd completato in ogni sua
parte, allorechd avremo dimostrato il teorema seguente:

La prima polare D di un punio generico P rispetio alla curva
C passa colle molteplicita rispetiive s —1, s, — Ly sy —1,...
(almeno) pel punto s-plo O di € e pei punti di molieplicité
Snyeey Snny-e SUGLE negli intorni successivi di O,

Indicato con @ un secondo punto generico del piano =
di €, assoggettiamo € ad una ¢, q. coi punti fondamentali
0, P, @, 1a quale muti = in un altro piano = Ivi sieno 0’

{) E una consoguenza ovvia del significato di molteplieitd ' interse-
rione. ' !
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P, @' i punti fondamentali della t. q. fa'O”, D’ .le curve
omologhe di ¢, D. A cagione della proiel?tlwta‘e ’che mtercede’
fra i punti di due rette omologhe dei fasei P, P, lfl. curva D
risulta il lnogo del gruppo polare di un punto Mf Vi.t.l.‘labue
sulla retta 0'Q’, rispetto al gruppo G* delle intersezioni varia-
bili di ¢’ eolla relta ¢ = M'P".

Pongansi in 0', P/, @' i punti fondamentali (03 0, 1),{(1, 0_, 0},
(0,1, 0) delle cordinate %/, x,, »,” di punto sul piano =’ Pom’hé
0 & di ordine n ed ha in O la molteplicith s, la curva ¢’ &
di ordine m=2n— s e possiede in P’ la molteplicith r=n — s,
ed ha percid un’equazione della forma: - :

. " o« T —1—1 ———
(T) /0y )= 0, 30,7 o @ (1 Y0, 77 =0,

ove le ¢ son forme binarvie degli ordini indicati dai loro’indiei;

I1 gruppo & vien rappresentato facgn(?o, nella (7), =, = Az,
e prescindendo dal fattore =,””, che corrisponde alle r mte_r—
sezioni assorbite da P’. Si ottiene cosl:

Sz, %), 2, )= m:zf,l[cpr( L M =gy (1, A, e ] =0,

Il gruppo polare del punto M'= «'. O'Q’ rispetto a &' &
rappresentato da: :

% fpe(Ly M2/ (1, M, M ) ] =

= a1, Mo/ 20,0, (1, A, e = 0

Ora il medesimo grappo G’ s’ottiene intersecando colla
retfa «, fuori del punto P’, la curva
of s Ny 17—l
& i — a0 =), w8,
1

s ! pe Mg IA——2 —0:
-t 2%‘+2(ﬂ’211 By ), ™ +..=0;

percid questa & I’equazione della curva D', luogo di &' .
Pilt precisamente, 1’eqnazione di D’, che & una curva ‘(}1
ordine 2(n — 1) — (s — DY==m — 1, si ottiene dalla (.8)‘ soppri- A
mendo il fattore x,’, che divide 1'espressione a sinistra. B
difatti, ¢’ possiede in O’ un punto di molteplicitd n=m — 1,

. . e
onde, ponendo nella (7 #,'=0, essa deve ridursi ad »,""~"2,/"=0;
pel che ¢ necessario e sufficiente che nelle forme @, , Prps, ..
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manchino i termini indipendenti da %,". Resta cosi provato che

af

(m—nn)f —a/ N = %, b, ), %) =0,
. |

ove ¢ =0 & I'equazione di D",

3f
'a?:f:
passa pel punti 0/, 0/, ..., trasformati dei punti multipli di
C, situati nell intorno di 1° ordine di 0, colle molteplicit,
rispettive s, — 1,5, —1,... {almeno); e poiche i punti 0/, 0,,...
giacciono sulla retta P'Q’, ma non sulla O'P'(z,' == 0), ne segue
che Y =0 passa con quelle molteplicitd pei detti punti, eiod
che D passa colle molteplicitd s, — 1 (almeno) pei panti 0,
sibuati nell’intorno di 1° ordine dj 0; e cosl prosegueundo,
pel punti mnltipli degl’intorni suceessivi. '

La curva (8), come combinazione lmeare di f o di

103. Trasformazione cremonians di una curva piana, priva
di’ parti multiple, in una dotata di soli punti multipli ordi-
nari. — Dal n. pree. deriva dunque che, data una curva
piana €, priva di pacti multiple (ma eventnalmente anche
riducibile), si possono seiogliere ad uno ad wno in punti
semplici 1 suoi eventuali pruti mulbipli straordinari (ciod a
tangenti non distinte; n. 98) mediante un numero finito di
t. q., eiasenna delle quali introduce nuovi punti multipli, ehe
sou perd ordinari. Pertanto si arriva al teoretna

Una curve algebrice viana priva di parts multiple, pud
sempre, mediante une trasformazione cremonianea del suo Ppiano,
trasformarsi in wne curve dotat di soli punti multipli ordinari.

Non si pud perd esigere né che la curva trasformata sia
priva di punti multipli, né che sia dotata di soli punti doppi
nodali. Per soddisfare alia prima condizione bisogna infatti
trasformare birazionalmente la data curva in un’ altra gene-
ralmente non piana, mediante una corrispondenza che vien
definita soltanto, come trasformazione birazionale, fra i punti
delle due curve; per soddisfare alla seconda eondizione bi-
sogna similmente rinunciare all’esigenza che la trasforma-
zione birazionale fra le due curve piene sia subordinata da
una trasformazione cremoniana fra i loro piani.

Cio risulta dal n. 22 (pag. 77). Ma la teoria si puo evi-
dentemente, a questo punto, ricostrnire ex novo, sulla bage
dei soli risultati di questo Cap. La possibilitd di sciogliere
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ogni punto multiplo in punti sempliei, condnee in primo
luogo alla nozione di ramo di curva ed ai relativi sviluppi
in serie (nn. 23, 24). Si ricostruisce indi, nel modo indicato
nei § sneeessivi di questo Cap., la geometria S0pra una curva,
e se ne deduce il teorema del n. 42 (pag. 147), che contiene
le conclusioni ricordate del n. 22 ().

OsservazioNg 1*. — Tutto quanto si & fin qui detto della
ecomposizione di nn punto multiplo di una curva algebrica
piana e della possibilitd di seioglierlo in punti semplici me-
diante una trasformazione cremoniana, vale anche per fa com-
posizione ¢ per lo scioglimento di wn punto multiplo di une curva
analitica piana fiz, y)=20, ove f sia una funzione (regolare)
delle due variabili complesse z, ¥, svilappabile in una serie
i potenze di , y, nell’intorno del punto counsiderato Olx=u,,
Y=1) )

Cid segue da un classico teorema di WrIBRSTRASS (*), in
virtt del quale la funzione f & algebroide neliintorno di O.
Si posson cioé trovare altre due funzioni regolari ¢(z, ¥),
Yz, ), tali che nell*intorno di O sia:

ove 9 & una funzione non nulla in 0 e b & inveece del tipo
b=y e YT A+ by,

le @ essendo funzioni regolari di = nell’intorno di x=ux,,
ed # un numero intero finito (la funzione fiz,, y) si suppone
non identicamente nulla),

Dalla decomposizione (9), eoll’aiuto del teorema fonda-
mentale sulle funzioni implicite (*), si trae la rappresenta-
zione parametrica della =90, nell’intorno di 0, mediante
un numero finito di rami (coppie di serie di potenze di nn
parametro) e si brasporta quindi tutta la teoria delle singo-
laritd delle enrve algebriche.

Perché vi sia un numero finito di singolaritdh nell’intorno
di 0, bisogna naturalmente che, nello stesso intorno, ¢ non
sia decompounibile nel prodotto di pin espressioni analoghe,
delle quali due o pit identiehe fra loro; ciod bisogna che f

() B questa la via segnitn nelle « Vorlesungen » dell’ Autore.
() WeirrsTrRASS, Werke 11, pag. 135. Ved. p. es. BrancHr, 1 ¢, § 72.
(®) Loc. cit. a pag. 86.
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non sia divisibile (nel senso di WEIERSTRARS) per una potenza
& esponente intero maggior d’nuno '’ una funzione regolare
analoga; o, in altri termini, che fra i rami della curva, nscenii
da O, non ve ne sia alecuno munltiplo.

Si trasporta senz’altro anche la nozioue di molteplicita
d’intersezione di due curve analitiche in un loro punto re-
golare comune; ece., ecc.

OSSERVAZIONE 2'. — Sia dato un sistema lineave 3 di
curve piane d’ordine n, la cui curva generica ¢ sia priva di
parti multiple. Una trasformazione eremoniana del piano di 3,
muta evidentemente quel sistema lineare in un sistema lineare,
St pud ottenere che il sistema trasformato sia dotato di punti
base ordinari, ciod di punti base a tangenti distinte ¢ futte
variahili ? '

A questa domanda si risponde affermativamente. Bd ecco
come. Osservato che i punti multipli propri di ¢ eadono tutti
nei punti base di X (pag. 41), basta, per ottenere I’ intento,
eseguire una trasformazione cremoniana, che mnti la curva
composta da dne generiche di I, in una avente soli punti
multipli ordinari.

Se si vuole si pud anche evidentemente fave sparirve tutti
I punti base semplici.

Dunqgue un sistema lineare di curve plane, prive di compo-
nenti fisse multiple, pud sempre trasformarsi cremonianamente
i uno dotato di soli punii base ordinari (e privo, se vuolsi, di
punti base semplici).

Consegue altresi che il teorema di BrrrTint {pag. 41) sul-
I"inesistenza di punti multipli diversi dai punti base, per la
curva generiea di un sistema lineare, vale non soltanto pei
punti base propri, ma anche per quelli ad essi infinitamente
vicini. Infatti le 6. q. che fanno sparire i punti multipli ini-
zialmente posseduti da C, fanno sparire pure i punti multiphi
iniziali di un’altra curva generica del sistema.

104. Trasformazione quadratica di un ramo. — Studiamo
ora I'effetto di una t. q. sopra un ramo v di origine 0. Sieno
P, @ gli altri due punti fondamentali (geuneriei) della ¢, q.
sul piano di v ed 0/, P’, ¢’ i punti fondamentali sul piano
del ramo trasformato y’, il quale avrd "origine in un punto
0,/ di P'Q’. Sieno inoltre a, %, ordine e classe di y; o, o/
ordine e classe di v', ‘
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Una rebtta « i)assante per P e vicinissima a PO, ha « in-
tersezionl con y vicine ad 0; onde la vetta ¢’ corrispondente,
che passa per P’ ed & vicinissima a P'Q', avrd pur essa o
intersezioni econ y’ vicine ad 0,

Una retta b passante per O e vicinissima alla tangente
ivi al ramo v, ha con questo «, intersezioni vicine ad 0 (e
distinte da O); onde la rvetta b’ corrispondente, che passa
per 0’ ed & viecinissima alla 00, avrd pur essa «, interse-
zioni eon ¢’ vicine ad 0/,

Ne deriva che, se a<a,, sard o'=ua, a'=a —a e Ia
rebta 0’0 visulterd tangeute a y'; se o« > a,, sard o —a,,
@'==a —a, elatangente a v’ sard la P'Q’; se infine e =«
risulterd o'—=a =a, ¢ nulla si potrd dire, senza ulteriori con-
siderazioni, del valore della classe «,” ¢ della posizione della
tangente. o

In quest’ nltimo caso la tangente ¢ a ¢’ in 0/, essendo
distinta da P'Q" ¢ da 0’0/, non passerd per aleun punto
fondamentale ed avrd pertaito come corrispondente una co-
nica ¢ irriducibile della rete omaloidica del piano di v, Ia
quale toccherd in O il ramo vy. Una retta prossima a ¢, ma
non passante per 0/, ha o'+« intersezioni con ¢’ vicine
ad 0/, e quindi una conica della rete, prossima a ¢, ma non
tangente a v, avrd o'« intersezioni eon y vicine ad O:
Una retta per O, prossima a ¢/, ha inveee «,/ intersezioni
con v’ vicine ad 0/, e quindi una conica della rete, tangente
a v e prossima a ¢, ha =  intersezioni con y 'vicine ad O.
Tutto questo significa che la conica ¢ ha con v in O molbe-
plicitd &’ intersezione 2u + o,

Riassumendo :

L’ ordine del ramo y' trasformato del vamo ¥, &’ ovdine «
¢ di classe o, equaglia il minore dei due numeri a, o,; €, se
questi sono differenti, la classe di ' equaglia la lovo d@'ﬁ'm'enza.:
Se invece o = a,, esistono oo coniche del piano di v avents
col rameo, nell’ origine, molteplicite & intersesione i >2x ¢ la
classe di v' eguaglia i — 24,

In particolare, se il ramo vy & lineare, il suo trasformato v’
sard altresi linearve ¢ non foccherd la rette fondamentale P'Q’;
e se la clagse del primo & «, > I, il secondo avrd la classe
@, — 1. Sigch® un ramo lineare di classe =1, con successive
trasformazioni quadratiche, si pud ridurve «d un ramo di or-
dine e di classe eguali ad 1.
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Come per una curva, cost per un ramo 7y di ordine «, si
pud dire che I’origine 0 & un punie multiplo secondo o, in
quanto una retta prossima a passar geuericamente per G,
incontra il ramo in « punti vicini ad 0. Se poi con nna ge-
nerica dilatazione del punto 0, il ramo v si muta in un rameo Tt
d’ordine o', che dunque ha nel punto 0, un punto a'-plo, si
dird che il punto infinitamente vieino ad 0 snu v & multiplo
secondo a«’. In tal guisa si definiscono i punti multipli succes-
sivt di un ramo, che pud essere un ramo analitico qualunque,
0, S8 appartieue a una curva algebrica, & ad ogni modo con-
siderato staccamente da questa.

Rispetto ad una curva ¢’'& questa sola differenza : che
mentre sopra una curva un punto multiplo une pud avere
come stecessivi, nell’intorno immediatamente seguente, pin
altri, in un ramo si ha per ogni intorno nn sol punto, perchd
sempre il trasformato di nn ramo ha una sola tangente.

Le molteplicita di un punto muttiplo proprio 0 di una
curva ¢' e quelle dei punti multipli suceessivi, risultan cosl
le somme delle molteplicitd che presentan negli stessi punti
I rami in eni € si seinde nell’intorno di 0.

‘Ripetendo parola per parola, uei riguardi di due rami
distinti aventi I’origine comune, il ragionamento svolto nel
n. 101 per due curve, si estende le’ formule di NOBTHER al
eleolo della molteplicite @ intersesione di due rani nella loro
comune origine.

105. Punti prossimi ad un punto multiplo sopra un ramo o
sopra una curva. — Conserviamo le notazioni del n. prec. I
‘punti successivi di y, che trasformansi in punti snccessivi
di v, sitnati sulla retta fondamentale P'@’, si ehiamano punti
prossimi ad 0, sul ramo v. B posson essere punti multipli od
anche panti sempliei. '

Poiche Ja molteplicitd d’intersezione di P'@" con v’ nella
origine 0, eguaglia « (. prec.), cost la somma delle molte-
pliciid nei punti prossimi ad O sal ramo v eguaglia la mol-
teplicitdh o di O,

I punti prossimi ad O sul ramo 1 st riducono al solo
punto infinitamente vicino nell’intorno di 1° ordine, se la
retta P'Q’ non tocea vi(e=a): allora Punico punto Pros-
simo ad O he le stessa molteplicite « di 0, ¢ viceversa, s¢ O
ha un sol punto prossimo, questo ha la molieplicith «. Ma se
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P’Q" toeea ¥’ in O (x> a,), oltre al punto prossimo i mol-
teplicitd « , nell’intorno i 1° ordine, vi sono albri punii
prossimi la somma delle cni molteplicitd eguaglia o — a,
ed essi appartengono ad intorni successivi (di 22, 3¢ or-
dine; eeec.). .

Orbene, se snl ramo 1 i punti successivi hanno le molte-
plicitd s, s, 8, 8,,,,... (s=a, 8, =u,,..), & certo che si pud
far passare un ramo lineare per i primi due pimti della
successione; & un qualsiasi ramo lineare avente in O la stessa
tangente di y. La sua molteplicitdh d’intersezione con v in O
¢ s-+s,. Non sempre invece si pud far passare un ramo li-
neare pei primi tve punti della successione. I facile vedere
che un ramo lineare pei primi tre punti delle successione i
pue far passare soltanto quando il terzo non sia prossimo «l
primo; in caso diverso pei primi tre punti si pud certo far
passare un ramo di 2° ordine,

Tuvero, nel primo caso un ramo lineare generico fangente
in 0 a v, non tocen P'Q', e quindi matasi in un ramo li-
neare passante pei primi tre punti successivi di v; nel secondo
¢as0 invece quel ramo lineare tocea P'g)’, e poichd & di classe 1,
si muta in un ramo di 2° ordine (e di elasse 1) passante pei
primi fre punti sneeessivi di v. In questo caso imoltre sul
ramo di 2° ordine costruito, all’origine sucecedé un punto
semplice, epperd la sua molteplicitdh (1’ intersezione con v 8
28 48 -5 . Nel caso in esame non esistono p. es. coniche
irrlducibili passanti pei tre punti successivi counsiderati di e

Se si considerano quattro punti successivi di T, 81 vede
similmente ch’essi stanmo su rami lineavi, se il terzo non &
prossimo al primo, né il quarto al secondo; stanno su rami
di 2° ordine, se il terzo & prossimo al primo, ma il quarto
non & prossimo al secondo; stanno su rami di 3° ordine, se
terzo e quarto sono prossimi a primo e seeondo; ecc.

II' concetto di punti prossimi pud trasportarsi dai rami
alle curve. Punti prossimi ad 0, suila curva ¢, sono i punti
dell”intorno di O che mutansi in punti {propri e infinita-
mente vicini} eomuni alla curva ¢ trasformata di ¢ e alla
refta fondamentale P'Q’ (fuori di P’, Q')

I punti prossimi, anche se non appartengono all’ intorno
di 1° ordine, in quanto son punti di P'¢Q’ infinitamente vi-
cini a punti propri di questa retta, posson considerarsi come
limiti di punti situati nell’intorno di 1° ordine di 0.
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Ad oguana delle tangenti distinte di ¢ in 0, corrisponde
un nueleo di punti prossimi ad 0, nella clnenone di quella
tangente. Ia somma delle mo]teplictm del ponti prossimi (i
tale nucleo, eguaglia Ja molteplicita d’intersezione di ¢ eon
L'Q', nel punto omologo a quella tangente, ciod (n. 100) Ia
molteplicita della tangente stessa entro ii gruppo delle s
tangenti n ¢ nel punto s-plo 0. Duauque:

La molteplicite di wn punto per une curva equaglie la
sonnna delle molteplicité wel punti prossimi. Le moltepliciic
At una delle tangenti in wn punto proprio =Moo (rwmero
delle volte che quella tangente contew fra le s dangenti oalle
curve nel punto stesso) equeglie la somme delle moltephmt(ﬂ nei
punti che son prossimi secondo la direzione di quella tangente.

10G. Indipendenza della composizione di una singolarith
dalle trasformazioni che la definiscono. — Siamo finalmente
in grado (i svincolare la nozione delle singolaritd. infinita-
mente vieine dalle t. ., ¢he sono soltanto nuo degli strumenti
pitt sempliei per definirle; e di dare quindi al concelto di
composizione di un punto multiplo un contenuto weometrico
sostanziale.

Apparisce infatti dal n. precedente che se un ramo v ha
soltanto due punti multipli suceessivi, essi posson  definirsi
mediante le molteplicith @ inferse/iom, con rami lineari pas-
santi per Vorvigine di v e con rami lineari tangenti; se un
ramo y ha fre punti multipli sueccessivi, definiti nel modo
precedente i primi due, il terzo pud definirsi mediante la
molteplicith d’intersezione con un ramo lineare o di 2° or-
dine osculatore a v; se y ha quattro punti multipli sueeessivi,
definibi 1 primi tre, si definisce il quarto mediante la mo]t(,u
plicitd (1’111ﬁ¢1‘5@41011e c¢on un ramo i 1° 2° o 3° ordine con-
teneunte quei quattro punti; e cosl via.

. B poi chiaro, aiteso il significato geometrico delia molte-
plicitd 'intersezione, che permette, con un piceolo sposta-
mento di uno dei due rami, di oftenere tante intersezioni
distinte, quante son quelle che si voglion definire come coin-
cidenti, che wuna rasformasione analitica regolare (ciod biuni-
vocd senze ecceziont) dell’ intorno dell ovigine di un ramo,
trasforme questo in un aliro remo «vente le stesse singolarita
successive.
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Nel riguardi di una eurva €, la composizione di un punto
multiplo, risulta definita dalla seissione in vami dela curva
stessa, nell'intorno del punto. Restan definite cosi le posi-
ziont del punti mulbipli “successivi sui singoli rami e le mol-
teplicita ad essi spettanti. Un punto che figuri in pidt rami
ba, per la eurva €, una molteplicitd eguale alla somma delle
molteplicitd pei singoli rami,

107. Esempio: Le varie specie di punti doppi. — Abbiamo
detlto a pag. 89, che nei rignardi di un punto doppio O i
una curva piana €, due sono le possibilitd:

1) 11 punto O & origine di due rami lineari.
2) Il punto O & ovigine di un sol ramo di 2° ovdine.

Nel caso 1) i due rami posson avere tangenti distinte in
0, ed allora si ha an nodo (ordinario), cui sono prossimi due
punti semplici; oppure posson toccarsi in 0, ed allora si ha
un node di specie superiore.

Precisamente: se i due rami hanmo in 0 un contatio di
ordine k, il nodo & di specie k. Una dilatazione col punto fon-
damentale- 0, lo muta in un uwodo di specie k— 1; & dilata-
zioni sticeessive lo mutano in un nodo ordinario, & un’ulie-
riore dilatazione in due punti semplici.

{Un nodo di specie & & costituito da un punto doppio O
cui snccedono k& puuti doppi inﬁnitmnente vieini; nuo per
ciascuno degl’ intorni'di 1% 2°, ..., & ordine. Un nodo di apeele
k> 0, ha come prossimo un sol puuto doppio.

Per I =1, il nodo dicesi anche un tecnodo; per k=:2, un
osenodo. .

Nel caso 2) pud darsi che il punto successivo ad 0, nel-
I’inforne di 1° ordine, sia semplice, ed allora si ha wuna cu-
spide ordinaria, origine di un ramo di 2° ordine e di classe 1.
Ad O sono prossimi due punti sempliel, Oppure il punto sue-
cessivo ad O & ancora doppio, ed allora si ha una cuspide di
gpecie superiora. :

Precisamente: se lango il ramo succedono ad O &k punti
doppi, la cuspide dicesi di specie k. Una dilatazione col punto
fondamentale O, 1& muta in una cuspide di specie k—1;
I dilatazioni snccessive la mutano in una cnspide ordinaria,
e un’ulteriore, in un punfo semplice. Ad una cuspide di
specie k > 0, & prossimo un punto doppio.
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108. Costruzione di wuna curva piana d’ordine abbastanza
alto, che possegea molteplicith assegnate, distinte o infinita=
mente vicine. — A pag. 15! abbiamo dimostrato che, dato
sopra una curva piana C, dotata di soli nodi, un gruppo K
di ¢ punti, distinti o infinitamente vieini, per una enrva i
ovdine abbastanza alto il passaggio per quei punti eqnivale
a ¢ condizioni lineari indipendenti, Questa proposizione &
caso particolare di una pitt generale che ora stabilivemo.

Anzituito osserveremo che fissato un gruppo & di punti
multipli, propri e infinitamente vicini (gruppo base), se esistono
curve di un determinato ordine I, aventi quel gruppo di sin-
golarild, esse formano un sistema lineare, come nel caso in
cui & consta di punti distinti, B invero il faseio individonato
da due generiche di quelle surve, & costituito da eurve aventi
le stesse singolarita ¢.quindi appartiene al sistema di tutle le
curve d’ordine 7 aventi il dato gruppo base,

Cid premesso dimostriamo che:

Se in un piane © & dato un gruppo di wn numere finito
di punti P, P,,.., P, distinti o infinitamente vieini ¢ sono
assegnate in essi le molteplicita rispetiive 8, s,,..., 8, una
curva d’ovdine 1=>3s, — 1, che possegga in quei punti le date
molteplicita, soddisfa ‘con ¢id « E(S’:_l) condizioni lineari

2
indipendenti,

I punti sieno anzitutto distinti: non oceorre allora che
sia soddisfatta aleuna condizione aritmelica per gli interi
5;(2=1); mentre, come vedremo, condizioni siffatte si richie-
dono se nel gruppo dato vi sono puuti infinitamente vieini
& punbi propri,

Se d k=1 ed L==s —1, la proprietd & nota e del resto
si stabilisco immediatamente, supposto, com’d lecito, che
I"origine delle coordinate cada in P,. Chd allora le condi-
zioni perche P, sia s~plo per una curva di ordine i, si espri-
mono annublando i eoefficienti dei termini fino al grado s, — 1,

nell’ equazione della curva, e tali condizioni sono manifesta-
mente indipendenti,

. 3 £ [ _1
Se k=2 ed I=>s,-5,— 1, il punto s,-plo P, presenta (9‘;’ )

E

condizioni indipendenti alle enrve ("ordine I—s,=35,—1, ed

. 8y + 1 P . .
il punto s-plo P, ( = ) eondizioni indipendenti alle curve
-4

o=
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d’ordine s,. Onde pud costrnirsi una curva d’ordine (I—s,) + s,
b . . . 3 . -
composta da una curva d’ordine ! —s, e da una d’ordine s,,
soddi i 541 R lle predette con-
che soddisfaccia ad ( ! o )+( 9 1 delle 1

. . P ate. Oid
dizioni, relative ai punti P, P,, e non alla rimanente. O

. (s =1\
sigunifien che per le eurve d’ordine =5, + 5,— 1 tali ( 9 ) |

—- (S"' ;_ l) ‘eondizioni, son indipendenti.
La eonclusione si estende per induziope da L a I 11.
Suppongasi ora che il gruppo dato sia -(’;‘os:tltmt(l)’_d: .u]:;

punto proprio 0 cui sono infinitamente vieini, nell’in l(_>‘110

di 1° ordine, i punti P,, P,..., P.k; ed s, 8,4 8,,...5 Sx Sian

le molteplicild assegnate nei punti del gruppo. . ’

Si trasformi il piano #, in cui & dato ‘11 gruppo di mo. 3—
plicitd (ciod in cui son dati O e I direzioni ldlst.mte per )
in un’altro piano =/, mediaunte una.t. q’ 'generllca avleute 1;:‘17:
i punti fondamentali 0, P, @, e‘d in w 1.puntl fone asr‘nen_cl
O, P, @'. Una curva variabile, d-’orflme l=s+4+2g 1,'
avente in O un punto s-plo, e quindi (essendo 1z=s—1)

soddisfacente ad (S_;_ 1) condizioni lineavi distinte, descrive

. . +1 1 s41
un sistema Iineare &, di dimensione ( o |71 o J

11 sistema % trasformasi in un sistem-a lineare X' la.I c:u
curva generica & di ordine 271 — s e .possmde un pul-li:(;y.—l)(g?
in 0 ed un puuto (I — s)-plo in clasenn dei .pu'ntl s ti
Essa taglia la retta P'Q’, fuori dei puum' figsi, in 8 punt'
variabili. Inoltre ai puuti P, P,,.., Ps 1':sp01|(l’ono, IFl‘)lHl]l
P/ P, Py di P'QY, distinti fn'ztllo‘rofe da ;P,, Q. }Ea 15
curve di ¥, quelle che presentanc in _P,,...‘, Py ‘le n.wv eph
¢ith date s,,..., 85 hanno per corris.pondexftl cur\.e. di & ]irg
posseggon le volute moiteplieitdh nei punti del gruppo dat

-
@ %\)Iiz: f)l :'s'(;.l:olcﬁllrve di T’ che soddisfaceiano a Fali cond-i;
wioni ? Le condizioni medesime sono per esse 1ndlpel;)(‘leltlhlui
Per rispondere affermativamente a qtlt?StE: ’domau.d;, di eltl
provare che esiste qualche curva di X', soddisfacente ¢
’

}J(S":_])—l dalle condizioni inerenti ai punti s;-pli P/,

o~

a ri a tal curva si com-
(t=1,..., k), e non alla rimanente. Una ta b
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pone ad esempio cosi:

() (I — ). 0" P'-Ns,. O'Q'+(s—3s) a (—s5-%g).0 -},

ove colla notazione (I — ). 0'P’ si de

signa la retta O'P con-
tata- I — ¢ volte, e similmente per le

altre notazioni analoghe;
&, b son refte generiche uscenti rispettivamente da 0,9 ¢ o
& una-qualsiasi curva 4’ ordine

Ss; soddisfacente a tutle le
conndizioni relative ai punti 2,

franne una, Tffotbivamente
una tal eurva o pud costrnirsi, perche Pesistenza di una
curva siffatta richiede soltanto, in virtht della proposizione
i dimostrata per un gruppo base di punti distinti, che
th suo ordine non sia minore di T — 1.

Perd per poter comporre la eurva (10) oceorre e basta
che 1Z=5- 3, $ =25 condizione questa ultima che ave-
vamo gid trovato come necessaria nel n. 100,

Se invece fosse | —g - Ts; — 1, in Inogo della (10) consi-
dereremmo Ia curva:

(I @—9)-0P'4-(2s, — D-0Q4-{s — X, 1) a4,
essendo aucora ¢ ung genevica retia per 0" e © una qualsiasi
carva d’ovdine B3, — 1 soddisfacente a
relative- ai punti P;, tranne una.

])nnque', s 8§ == Xg,, 128-1—235——1, si deve risponders
atfermativamente alle domande sopra formulate e concludere
col teorema che volevamo dimostrare, pel gruppo costituito
dat pouti 0, L., P,

Se fra 1 punti base addensati attorno ad 0, oltre ai
punti. P, P,,.., P, ve ne sono taluni Ly Py nell’in-
torno di 1° ovdine di Ly, una 6 q. generiea con un punte
fondamentale in O ricondnee al ¢aso precedente; e cost
proseguendo,

Se infine il dato gruppo base si scinde in un primo gruppoe
G di punti addensati attorno ad 05 in un altro grappo K di
punti addensati attorno ad un aitro punto § distinto da 0,
eee.; una volta aequisito il teorema per i grappi del tipo
i @, I, si dimostra il teorema pel grappo totale @ -1- K--...
collo stesso ragionamento con ecui si passa da uno a due,
tre, ecc., punti base distinti.

Rieaveremo ora dalla ditnostrazione esposta talune inte-
ressantl conseguenze.

tutte le coundizioni

-

. ) .
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I d o1 \ - 4 sy
In primo lnogo osserviame che, se st vuole -che la curva
i il 34 ase, sin irvidueibile, occorre

generica, avente il dato gruppo base, S'I‘L ir i -1,(1) !
ammettere, per k=2, I=Xs; ¢ non gid I =2¢;— 1 _.1. .
Supposto 1==Xg¢, e supposto inoltre che le molteplicit:
assegnate soddisfneeiane alla condizione [incontrata ne‘l1 (‘i?-
o b ) ' * - . - . 3 .
striire la (10)] che ogni molteplicitd non sia minore delia
e i A SENC] noe-
somma delle molteplicitd prossime (n. 103), si (,onclrude\ .the_,
l H " Yy : LY 'y -
volmente che la curva generica col dato gruppo base ¢ i
dueibile ed ha nei punti del grappo wmoelteplicita effettive
eguunli alle assegnate. . o
7 Infatti, se il gruppo base & consta di k> | })l}]]{l ;}f}&:.rl.lltl
y ey 1 in & molteplicita effeftive

P, P, Py, fra le curve aventi 23

; i s lle composte
“egnali alle assegnate s, 5,,.., §, vi sono quelle p

R # 4
mediante s, rette per P, s, rette per P, .., s -1'etf97 })ef J’il,f
ed una eurva gualsiasi & ordine l_Es,;.. Qnde il slstcmla: ;
neare delle curve «’ordine { possedenl] 11‘ gruppo bam:rm
non pud esser rviduecibile, perehé non puo né avere 11]?&4?! D<i
hase né esser composto eolle curve di un fascio (pag. o)b .
pitt & evidente che questo sistema lineare non ha punti =1§e
']“g‘:“d.};l]-l—l};lm Dase & & queilo cm)si.dew.lto nelia. .‘,fcloin(}z;
parcte della dimostrazione precedente, il SlSt(l’lllil lllli{:d.l.(, I
delle enrve A’ ordine 7 col gruppo base &, ct)ntle‘:mz ogni c'l.n\;'
trasformata i nna det tipo (1), ove 2 (leno.tt g eurva c‘1
ordine Mg, passante colle mo]tep]i‘citﬁ .effettl\'e 8 ,1 s,,”s;:
pei punti P/, P/, Py ci(_né esiste in H ([lm.lc”l.e n(;:m;
spezziata in una o dordine 23y, p:l'ssant.e per_(). (,.()lf . e
plicitd eftettiva Zs; e pel punti inﬁnltzlmtmtc_\'iclm .':l-f 3,.[..,
P, colle molteplicith effettive s, 8,,..., S} ‘Il! Ui l.t,n.a (l‘n,
contati s — g, volte, passante per (4, ed in una rebta _)f',’
contata - s — Zg; volte, passante per Q. Se I..'.> 1, Ia c:.m\a
7, pud supporsi ivriduceibile; se & -:.I, essa 8l spe;/n, mm.s:i
coniche passanti per 0 e tangenti ivi alla .1-e£m 01 X .<],(.)In: >
quie & chiaro che il sistema lineare 111. cm. & suscefbtl .nlf,i o
variare g, (trasformato di quello in ent varin :,?) non p.nr.s;s ele]
parti fisse, onde il sistema H, in quanto contiene curve ¢

8 Per k=1, { = 8, — 1 Peguazione della curva da costruirsi svr;n;:«:e
- ? PR 3
a e :urve tventi 11 dato
fdentieamoente; per k=2, l.==g -+ 3, —1, ognuna d‘..lle eurv et o due
vruppo base si spezza nella retta che conginnge i due puntl (].. !
. Y si eolle jeith s, —1. §a—1.
una eurva d'ordine {—1 passante per essi colle molteplicita sy ) 82
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tipo ¢, 4+ (s — g, + (I — s — Zs;)by, non pud ud avere una
curva base, né esser composto con un fascio; epperd esso &
irridueibile. B inoltre evidente che H non ha punti base di-
versi dagli assegnati.

La conclusione sj estende, nel modo gia indieato, ad un
gruppo base qualsiasi e si perviene al teorema :

La condizione necessaria e sufliciente affinchd esistano curve
irriducibili possedenti in un dato gruppo base molteplicita effet-
tive equali a quelle assegneale, ¢ che ognuna delle date maltepli-c:z'{(‘&
$10 Sayeeey Spy NON si@ minore delle somma delle eventuwli molte-
Plicita base prossime.

Se It > 1, curve siffatle ne esistono di un ordine 1 qua-

tungite, non minore di 28;, ed esse formano un sistemea lineare
di dimensione :

i1 —l—i) . 2 88, 4+ 1)

2 9

now arente allyi punti base (*).

Le posizioni dei punti del gruppo base, se questo contiene
anche punti infinitamente vieini a punti propri, si potranno
assegnare dando uno o pint rami in eni j punti si suceedano;
0, ¢id che & lo stesso, definendo il gruppo mediante nna sucj
cessione di t. .

109. Molteplicita virtuali. — Nel 1. pree. abbiamo osser-
vato che, dato nn gruppo base &, se esistono enrve di un
ordine determinato L, presentanti effettivimente nei punti
del grappo le moiteplicitd assegnate 8;, esse formano un sistema.
lineare X,; eppoi abbiamo provato che, sel =Yg, , esistono certo
cirve d’ordine I (irriducibili anche per I=2Xs;, se k>1) le
qaali godono della proprietd ricordata; e inoltre per le curve

i ordine 1= 3g, Pimposizioue del gruppo & equivale a E('g":_l)
2

equuzioni lineari indipendenti, fra i coefficient] dell’ equazione
cartesiana di una variabile eurva di quell’ordine.

. Non resta perd escluso che, se entro al predetto sistems
. A W .t . . - - . i .
?Ill&:llb‘ 2, si .c?nsulemno curve particolari, esse presentino
I & singolaritd effettive diverse da quelle della curva gene-
rica i ¥,, ciod diverse dalle singolaritd assegnate.

("} SBe k=1, per Virridueibility occorre eho /=g 1,
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Cosi p. es. fra le quartiche aventi una data cuspide 0, con
data tangente cuspidale, vi sono quartiche che hanno invece
in 0 un tacnodo, la cui tangente tacnodale coincide colln
cuspidale. In tal easo il gruppo base consta del punto doppio
O (cuspide) con due punti semplici prossimi P, P, e curve
particolari del sistema hanno invece i due punti doppi o, P,
mentre non passano per P,.

Vi sono poi quartiche ancor pitt particolari, ¢he hanno in
0 un punto triplo, passan semplicemente per P, e non per P,.

Si presenta qui un paradosso, perché a prima vista par-
rebbe che curve particolari potessero avere molteplicitd stipe-
viorl a quelle assegnate nei punti di @, non gid molteplicita
infeviori. Il paradosso deriva dall? arbitraria estensione alle

singolarity infinitamente vicine di quel che vale per sin-

golariia distinte. Una dilatazione del punto O muta una
quartica ¢ avente In O una cuspide e passante pei punti
prossimi P, P,, in una sestica ¢, tangente alla vetta fonda-
mentale Q" (fuori di P’, ¢’) nel punto P/ (al quale & infi-
nitamente vicino P, sulla stessa P'Q); mentre una quartien
tacnodale € dello stesso sistema, si muta in una sestica ¢’
che ha in P’ un modo. Un’ulteriove dilatazione di P, muta
C' in una curva ¢” dello 11° ordine, incontrante la rebta
fondamentale P"Q”, fuori dei punti fondamentali, nel punto
semplice P,”, mentre la curva ¢” teasformata di ¢, & del
16" ordine e incontra P"Q", fuori dei punti fondamentali, in
due punti distinti da P,”. Perd ¢ non & curva totale del
sistema lineare trasformato di quello che conteneva la ¢ va-
riabile; per ottenere una curva totale di questo sistema, che
¢ dello 11° ordine, occorre aggiungere a C” la retta rrer,
K cosl la curva totale costruita viene a passare per P
come la generica C”.

Similmente si spicga come curve ¢ partieolari possan pre-
sentare in O un punto triplo, passar semplicemente per P,
¢ non per P,. :

Lo stesso fatto accade quando le singolaritd assegnate nei
punti di & non soddistaceiano alla condizioue che ogui molte-
plicita sia non minore delle molteplicitd delle singolaritd buse
ad essa prossime. Anche in tal easo le condizioni offerte dal
gruppo base & si esprimono mediante equazioni lineari nei
coefficienti dell’ cquazione della variabile curva @’ordine /;
cquazioni che si possono scrivere sciogliendo & in punti
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multipli distinti. Se p. es. i grappo G consta di un punto
doppio 0, cui sono inlinitamente vieini, in direzioni distinte,
altri due punii doppi P,, P,, una dilatazione i 0, scioglie @,
dando luogo a due punti doppi distinti L/ P sulla vetta fon-
damentale Q. Una curva ¢ (I’ orddine I passante doppiamente
per O sl mnta in unn ¢ A’ ordine 21— 1) incontrante Py
in «lue soli punti variabiii, Imponendo o ¢ (Que punti doppi
in PSP/ e si impongeno delle condizioui lineari, che si
rispecchiano in altrettante condizioni lineari imposte a C;
ma &7 viene in sonseguenza a sperzarsi in una conrva @ ope
dine 21— 3, pasgante per PP e nella vetta fondamentale
Q' Onde ¢ viene in corrispondenza ad acquistare il punto
triplo O, coi punti semplici infinitamente vigini L, r,.

In tntti questi easi, in cui lo molteplicitd effeftive (della
curva visultano diverse dalle molteplicitd assegnate o per la
insufliciente ampiezza del campo «di varviabilithd dela costruenda,
curvie o per la inosservanza della disnguaglianza fra nng mol-
teplicitd base ¢ le sne prossime, de molteplicity date si chisa-
meranno wolteplicite virtwali, Son le molteplicitd che noi desi-
dereremmo per Ja cuarva; disposti perd ad accettare molteplicitd
diverse, se 1o impostazione del problema o esige. In ogni
caso, per prudenza, le molteplicita assegnade st considereranno
fempre come virtuali, fineh® non siasi aceertata P esisienza
i ctrve che e posseggono come effeitive.

Ossurvazions 1% — Abbiamo provato mnel n. prec. che,
per 1= X, il sistema I, delle eurve d’ordine ¢ col dato
gruppo base @, ha Ia dimensjone:

i+ 8) sis; 1)
g T AT g

Dico che enrve di ordine A aventi nel gruppo & le mol-
teplicitd virtueli g, Syy0ey 81, esistono almewo fino ad un 2
tale che

(A 353 {8, - 1
(19) MEED - grsdset1)

2 2

Ma la dimensione 7, del sistema X, da esse formato, potrd
anche visultar maggiore di
A~ 3) E.s;(.s-i 41

D 9
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Ib difatti, se per X ==1— 1 & soddisfatta la (12), poichd

(= D42} qsils - 1)
‘?'Z:———--—m-— — 2‘_

5 G -l
sard ¥, = 1-+ 1, e si potrd pertanto soggettare le curve di_ 3,
al passaggio per I--1 punti di una rebts [issstt‘n- generica-
mente. Cou ¢id s'imporranno al pite I-+1 condizioni (esatia-
mel te tan.te, se I, sepn sopra quella retta una ¢t completa)
e quindi risulterd:

P S B

Facendo decrescere I i un’unitd alla volta si avriva cosi a
dimostrare I’asserto. Ma poiché ogni volta s’ ottengono curve
patticolari del sistema lineare du cui si parte, nul.la si 1)1.1(‘) (_ln-:a
delle molteplicitd effettive da esso possednte nei punti di @.

I minimo intero positivo A per cui & soddisfatta la .(I‘_’),
non supera Xs;, anchie per ragioni puramente arlf,n‘.e!.u‘:he.
Invero, per (=2 risulta 7= Xs,8; 4 N5, , ove il primo
sommatorio & esteso alle combinazioni semplici degl’indici
I, 2., k. . . N .

Osservazioxs 2°. — In un sistema lineare ¥, avente il
gruppo base @, colle molteplicita eﬂ‘etti\:e $13 S35y Sy due
curve geuneriche hanno in un punto proprio .0_ di & unz (:_t:?‘!-jl
molteplicitd A’intersezione g, foruita dalla Iorm:!m di Nox-
THER. Orbene, se una curva parbicolare (), .(lel sistema pre-
sonta nei punti base molteplicild effottive diverse dalle asse-
guate, dne easi posson pressntarsi: . . )

' 1) 1 primo, c¢he & evidentemente il pn} genem.]e,ve
quello in cui ¢, ha in 0, eolln curva generica ¢ di 3,
molteplicita @’ intersezione eguale 2 o ' . |
2) 11 secondo & quello in cui ¢, ha in O con € molte-
plicitd ' intersezione maggiore di o. o S

Nel primo cuaso si diee che le molteplicitd \'ll'tl.l'dll-(]l ,
nell’lintorno di O sono altresi molteplicité apparenti, vispetto
alla valutazione della molteplicitd «intersezione di C, con C.

Nel secondo caso le molleplicith apparenti sono diverse
dalle virinall.

Cosl, se X, & il sistema dello quartiche € con un grappo
hase & costituito da una cuspide O ¢ dai due punl‘.l.smnph(il
P, Py ad essa prossimi, una quartica ¢, avente in 0, P,
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dne punti doppi, ha molteplicitd apparenti eguali alle vir-
tuali; mentre una quartien C, avente in 0 un bunto triplo
¢ in P un punto semplice, ha moltepliciid apparenti diverse
dalle virtuali.

. La prima idea di seiogliere con procedimenti nlgebriei 1 punti mul-
Eipli di. une enrva algebriea & di KRONECKER, il quale nel 1858 comunicd
A RIEMANN ¢ & WEIERSTRASS e nel 1862 all’ Acendemin di Berline, di aver
trasformnto birazionalmente una enrva piang dotatn (i punti :nnltipli
qualnngue in una con punti multipli ordinaii. Spetta a quanto sembra a
Kreix di aver notato pel primo, in una privaca comunicazione del 1869,
c.he, combinando il teorema i KROXKECKER con una osservazione (i CLEBSCI-I.‘
5:31 poteva determingre maggioriente quel teorems trasformando la curva
in nnn (piana) dotata @i soli wodi. Sj beatéava perd sempre di trasforma-
zioni limitabe ai punti delln cnrva, Comunque il teorema, cosi determinnto,
apparve per la prima volia in ua lnvoro di Kroxzexsr [J. fir Math, 91,
3(_)1 (1881)), basnto sulln considerazione del disuriminnnt.e, rispetto ad m’
di un polinoniio r (%, ), ¢ sul fabbo cle tale discriminante si scinde iu’
un ftattore essensiale, corrispondente ai punti di diramazione di y come
f'uuzinne di @ ed in un fattore inessenziale, corrispondente i punti mul-
tipli della enrva =0, che si altera per teasformazion birazionali, Indi-
pendentemente da Knoneekrr, il Noxture [Gote. Naclir., 267 (1871); Math.
Ann, 9, 166 (1875); 23, 311 (1883)] dimostrd la possibilith i vidurre adg
ordinarie le singolarith di unn eurva Plana (priva @ parti multiple)
medinnte nna snecessione dj trasformazioni quadratiche. L7 affermazione,
contenata nelle Nota del 1871, che la snceessione delle trasformnziou;
oecorrenti & sempre finita, fu dimostrata in una Notn contemporanea di
HaMBURGER [Zeitsch. £, M. 16, 461 (1861)), il quale aveva avato In stessa,
iden del Nomrmer. Ma il merito principale i questi, nelln teoria dei
.puut‘i singolari, consiste nell’aver introdotto ln nozione di singolarita
|:|ﬁ.u1tmnenbu vieine, le quali ai comportano, rispetto ai problemi A inter-
sezione ¢ alle condizieni che offreno a carve di dato ordine, come se
tossero distinte. Anzi queste proprietd geometriche permettono di definire
le singolarith infinitamerite vieine per astrazione, dando loro un significato
indipendente dalte ¢, q. donde originariamente nacquere, Il Brrrisr [Ist.
I.on?b. Rend. 21,, 326, 413 (1888); Introduzione, b. 433] rese’ pitt elementare
la dimostrazione della ridueibilita medinute t. q. di una eurva piana ¢, d'or-
dine #, ad una eon singolarith ordinarie, introdueendo per @ Pespressions

1’1=(1L_‘M —3 Si(si-'—l).
2 2

Snpposto che ¢ consti (i h=1 parti semplici, si frova subito g¢he
Pr+h—120, ¢ 81 dimostra ind; che, se O con unn dilatazione di an
o punto maltiplo 0, muta in una curva ¢y la quale abbia certi nuovi
i'mnti di molteplicitd r; sulla retta fondaumnentale corrispondente ad
(punti diversi dni punti fondamentali ivi vsistenti), indicato eon P, il
carattere analoge di €, risulta
p{:pl—zr—jg'jz;l—). -
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Poicheé il carattere annlogo a p,, per le snccessive trasformate i U,
deve gempre sodidisfare alln disnguaglinnzn sopra indienta, ne deriva che,
dopn un numero finito di b g, si devon trovare, come trasformati di O,
ponti tutti semplici; e da eid il teorema di NowrHgr. Contemporanen-
mente, supposta € irvidneibile (& =1), il procedimento precedente econduce
a riconoscere che il generve di ¢ & dato dnlla espressions stessn che deli-
nisce py, purche il sommatorio s’ estenda o tubti i punti maltipli propri
e infinibamente vicini di ¢ (efr. col snecessivo n. 114), Formula questa
che era gid stata osgervatn da NomrHER [Math, Ann, 8, 497 (1874)] e che
generalizza la formuln di Cremscn (pag. 127). Quanto alla frasformazione
di una eurva plana in una dotatn di seli nodi, nggiungeremo che il Bek-
TINC [Rivista di Mat. 1, 22 (1891); Muth. Ann. 44, 158 (1894)] ne diede una
semplice dimostrazione dirvettn mediante una trasformazions piana (I, 2),
birazionale fra le due eorve, Albre dimostrazioni foron poi date da P1carp,
SIMART, Vussior, HaLPHEN, ece, Spettn a Vinowssn [Math. Ann. 19, 213
(1881)] di aver osservato pel primo che unn eurva piana (o sghemba o
iperspaziale) dotata di punti maltipli gualongue (ma priva di partl ml- -
tiple) pud sempre considerarsi come proiezione di ana priva di punti
multipli, appartencnte ad uno spazio superiote; o in particolarve (se In
data & unn cuvva plann) appartenente alle spazio ordinario. VERONESE
ottiene questo risuliato in modo sestanzinlmmente identico a quelle da noi
esposto @ pag. 163, Ne deriva subito (prg. 77) ln possibilitdh di trasformare
birazionalmente mna ecurva piann in una dotata di soli nodi, passande
prima per una trasformata birazionale priva di punti multipli in un
iperspazio, e proiettando genericamente questa su di un piano. Altre dio-
straziont «della possibilith dAi trasformare mma curvn in una sghembn, senza
punti multipli; furono in segnito date da Pomncars, Dur Pezzo, Pisri,
Vusstor. La eomposizione delle singolarith i unn eurva piana medinnte
singolarith infinitamente vicine & stata esbusa alle curve sghembe e iper-
spasgiali dn DEL Pezzo (L e o pag. 94), Pannernt (Ist. Lomb, Rend. 26,,
216 (1893)] Seere [Ann, di Mat. 25,, 1 (1897)] e B. Lrvr {Torino Mem. 48;,
83 (1898)]. L'analisi della singelarith si fa con suceessive trasformazioni
cremoniane {in particolare quadratiche} dello spazio. Una curva di 8.
(r > 2) pud sempre, con trasformazioni cremoniane del suo spazio, mutarsi
in una priva di puoti multipli [B. Livr, Lincei Rend. 7;, 111 (1898)], Da
un altre punte di vistn possen esser considerate le singolatitd delle carve:
& quello di Syrre e di Hareuny, che pogyin sugli sviluppi &i Puiseux,
dei gquali parlereme nella 2° parte di questo volume, trattando delle fun-
zioni nlgebriche come funsioni annlitiche (Vel. p. es. le < Vorlesungen »
dell’A., pag. 197). Mediante questi sviluppi si riconosee a priori, senza
premetter analisi della singolarith, che 'intorno di un punto (e, B) €li

una earva algebriea piaua f(z,3)==0 si pud rappresentare con nne o pin
L

sviluppi in serie di y — b secondo Ie potenze ascendenii di (v — a)* (x intern
conveniente>> 1) (Ved. p, es. le eitate « Vorlesungen», pag. 202). Posto
#—a=10% la y viene eguale ad una serie di potenze intere di ¢ e si
hanno cosi gli elementt della funzione algebrica, considerats con WERIER-
STRASS, comte funzione analities, o remi [Cavriey, J, fir Math., 64, 369
(1865) ; Quart. J. 7, 212 (1866)] o cicli (Harpuex, Comptes rendus, 78,
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1105 (1874); Mém. d. suv. dbr. 26, (1877, stadinti in modo sistematico dan
SarrH [Lendon Math. Soe, Proe, 6, 153 (1878-76)] ¢ dn HAarnrues [Appendice
all’edizione francese del teattako (i Saraox sulle curve algelriehe pinne,
1884 11 coneettn di ordine e i elisse di nn ramo risale a Priicker (18331
la loro reciproca relaxione i dunlifd, aecennata sommariamente da Cavrey
(I ¢.), fu dimostrate nel 1874 da Harroey (L e I carvatteri proicttivi di
utt ramo di earva sglemba farone considernti prima dan Harvenex [Bull,
Soe. Muath, 6, 10 {I878)}, c¢he ne indied i legami di dualitd, eppoi da
FiNe [Anmer. Jour. 8 (1886)], il gunle definl pid in generale i earatteri
proieftivi Jdi un raumo iperspazinle [Amer. Jour. 9, 180 (1887)] (efr. eolla
Dag. 144 Qi questo Trattalo), e indicd come si trasformano per dunliti. Lo
dimostrazione geometrica di questi legami di dwalitd, du noi esposta alle
page. 136-137, & di Skeun {(Introduzione, n. 43), i ponte di passaggio fra
Ia teoria di Nowrmer e quells di Syrre-Hatrues & costisnito dalln eo-
struzione, sviluppata da Havprreer nel citato lavore, degli sviluppi di
Pursrex mediante suceessive . . del punto di eni si viole stndines [in-
torno. Ne risnlta che. dr singolarita dipende soltanto da un wumero finigo
di coefficienti ¢ @i esponenti dello sviluppe di y—b in serie di potenze
1
Al (x— e}, donde la possibilith @ seioglicrla in punti semplici con un
numero finite di 6 g. Nowruer [Palermo Rend, 4, 89, 300 {1890)], colln
inversione del precedimento di HAMBURGEYR, riesd a carbterizzare la
composiziene del ramo mediante puti nueltipli infinitamente vieini, e :

determinare il numero e 1a molteplieith di questi punti mediante i qirozienti

ed i resti rvisnltanti dall’operazione del massimo comun divisore, appli- ‘

eatn afl’ordine e alla classe del rame; riattaceindosi cosi agli esponenti
e ai nwmeri earatteristic del ramo, gid considernti du Sarrru o da HaLprires,
Il ealeolo delin molteplicith d'intersezione di due rami nelln loro eomunc
otigine, accemmato in Cayruy ed esposto anche da WEIERSTRASS nelle s
lezioni, trovasi nei citati laveri (i Sarren e (i Harrunw, La formuln dj
NoeTtHER, pel ealeolo della molteplicith d*intersezione di due curve in un
loro punte comune, trovasi nelle memorie sopra citate dei Math. Aunalen,
1875 © 1883. Lxriquus (ved. ENR:QUES-UI—:IS:M, f. 1L, pag. 327 e segy, o
segnatamente puy. 352 e sege), riprendendo In via segnita da Cavrey,
Saurn, Haneuex pel ealeolo della molleplicitd d’intersezione di due rami,
giunge alla definizione diretla delle singolarith infinitamente vicine, n
prescinder dalle t. q. n gruppo di punti multipli suecessivi vien ecos
definito per astrazione mediante tutte le coppie di rami che hanne in
comune guei punti e soltante guelli. Il concetto di composizione delln
singolaritd riesce determinato in modo luminose, perché vicn dute un
preciso senso geometrico non solo slla molteplicita dei punti singolari
infinitamente vicini, ma anche alla loro posizione, rappregentatn da Ex-
RIQUES con .opportuni schemi. Ne risulia che taluuj dei punti multipli
che compongono In singolaritd sono Liberi, nel senso che variano con con-
tinuitdh al variare di certi coefficienti dello sviluppo in serie di y - b,
menfre altii sono safelliti di punti liberi, dipendendo da elementi aritme-
tici, formati cogli esponensi dello sviluppo stesso, Allo stesso ExrIQuEs
€ dovuta la nezione di prossimilé di punti singolari (I, c..pag. 389), Perd
Uosservazione che tro punti maltipli suceessivi possono nen appartenere

GEOMETRIA SERIE LINEARI SECONDO 1L METODO ALUEBRICO 335

ad un ramo lineare, era stakn posta in rilievo Jda Secre [Torine Atti, 86,
635, (1901]. Nel libro i Byriours-CHisiND [a teorin (Iulle' Ril.]g:()ln['it:\- [:)
ampinmente sviluppata non soltanto dai puoti di vista 1:1fent1,‘nm. nll-
tresl dal punto di vista differenzinle, earatterizzando le singolavitd infi-
nitaimente vicine con elementi differenziali inerenti alln curvi data, B cosi
spinto fine in fendo un indirizzo nceennnte da Lasranes, da I"Li'l(:'](ER ¢
sopratutto da Ilsasuncer (L ¢) ¢ da Srorz [ Math, Ann, §, 415 (18741].
Lrides di trasformare bivazionalmente una curva irddueibile in unaltra
priva di punti maltipli (sghemba o iperspazinle), senza pussure :attr:n"urst?
Uanalisi delle singolarith eseguita o eollo studio del diseriminante o cogli
syiluppl di Puigeux ¢ conseguonte separazione dei rami o colle t. Qe

" spettn all’ Antore [Tsk, Veneto Atti, i, 029 (19200 Il concebte & questo:

Talune fondamentali proprieth delle serie Linenri possono acguisirsi senzil
enravsi dei pantl muleipli, perehié in esse entrane in ginoco so[tzmtu.plunl?
genericl della curva, ehe sono semplicl. Ebbene, s‘otu_) cer.tc coudw:mm,
entro una serie Hnere g, non possono esistere serie lineari ee™=t @i or-
dine minore di « —1, taleld la serie gl & semplice ¢ l1a sun inmgi_nu pro-
fettiva & una curva priva di punti muliipll. Queste concetto si rintticen
alla gosteuzione di wn medello prive di ponti multipli, indicata » pag. 163.
Esso & stato ripreso da Alpawess [Lineei Rend. 83, 13 {1924}], i.l quale
lia potulo cost rendere ancor piit elementare il precedimento Llu]l:}Aubm‘g
provawleo che per la seric lineare ¢ segatn sopra una carva pina di
ordine m dalle enrve di ordine ubbastanza grande (p. es. di ordine m - 1),
lo staceanmento di una g;'l_i sibordinata, di orvdine a; <n—1, eppoi du
questn di una _r;:;:“'l, di ordine #y < wy — 1, wee., non pud pmm-gni1'«,_‘3011:4:1
che 2 un cerfo momento s'incontri una serie sempliee, almeno os?, per
cai 1’mmloguJst:ncu:‘unuutu non & pit possibile, La dinmstr:}zinue vsp.o?t:}
ipag. T3 & appunto quelln di Arpaxmyse. Del coneetlo di mullephmt:}
virtuali i una curva si trevano i primi aceenni in G. Juse [:Ann. di
Mat. 15,, 277 (I887)]. Esso & stato ripreso e sisr.cmalic:unm_ltu svilnppato
dn Casrerxoovo [Torino Mem. 42! (1891)], ed & di uso continuo Ilcll:.l. guo-
metria sopra una superficie. It teor. di pag. 328 clhe assegna ln condizione
necessarin ¢ sufficiente per esistenza @i una enrva con un .(I:lt() grn‘_p].m
Iase, cuuncinto sotto guelln forma in ENRIQUES-C[IIS]N.I Um.:' ‘mr. phge, 392-
427} (salvo il limite inferiore per Vordine ), trovasi 1mp11c1.lmnentc nella
« Vorlesungen » dell’ Autore (pag. 115; ved. anche a pag. 302),

§ 3. - IL TEOREMA FONDAMBNTALL Af 4 By.

110. Il teorema Af -+ By nel caso semplice. — Sieno, in
un piano, f, ¢ due curve algebriche di equazioni (in coordi-
nate omogenee):

Sy, 2, 2,) =0, 2lz,, 2, 8,)=0,

e degli ordini rispettivi m, n. Sia inoltre P un punto ad esse
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comune, in cui f, o abbiano le molteplicitd effettive t, 5. Si
dice che in Ple £, o presentano il easo semplice, quando esse
ion hanno in P aleuna tangente comune. Il teorema che vo-
gliamo stabilire e che {come ‘accennammo a pag. 103) & fon-
damentale per la trattazione della geometria sopra una curva
secondo il metodo di Beinn-NorrueR, chiamasi il « teorems
Af -+ By » e si enuncia cosi:
Se le curve J=0, 2 =0 presentano in oghatno dei fore
punti comuni 4l ceso semplice, Pequazione di una qualungue

curva lgebrica, che passi colle molteplicite virtuale y4-g—1 -

per ogni punio P, r-plo per S ed splo per o, ha la Jorma
Af 4+ Bp =0, dove A =0, B=0 son curve degli ordini rispet-
tivi L —am, I —a. Inoltre lo A, B possono esser determinate in
guise che lo crve A==0, B=0 passino per ogni P colle mol-
teplicité wirtuali s — 1 ed » — 1.

Osserviamo anzitutto che le Jy ¢ non posson avere che un
numero finito di punti comuni, perché, se avessero una parte
comnne, in ogni punto di questa possiederebbero la stessa
tangente, Cid posto, sia § =0 una curva di ordine 7 soddisfa-

cente alle ipotesi enunciate, ¢ dimostriamo’il teorema (nando

I & abbastanza grande.

All'uopo mell’equazione Af - By ==0 consideriamo varia-
bili le 4, B, in guisa che le curve A =10, B=0, degli ordini
t—m, I —n, passino rispettivamente per ogni P colle molte-
plicitd effettive s —1, 7 —1, il che & sempre possibile (n. 108)
quando I & abbastanza grande. Allora Ja emrva Af -+ Byp =0
varia in un sistema lineare 3.

Determiniame Ja dimensione di %, che sard eguale al nu-
mero - dei coefficienti della combinazione lineare Af + By,
diminuito di uno, quaundo ad ogul cnrva di T corrisponda
nna sola equazione del tipo 4f+ By =0; mentre, se ogni
curva di I & rappresentabile in oof modi diversi sofito In
forma Af+- By, per ottener la dimensione di £ bisogner:
togliere ¢4-1 dal numero dei coefficienti di Af+ Byp. Occorre
dungue verificare dapprima gunaudo e come due rappresen-
tazioni )

Af 4 Bp=0, A7+ B'y=0,

danno luogo alla stessa curva. Perche ci0 sia occorre e bhasta
che, moltiplicata eventnalmente una delle due equazioni per
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un fattore costante, risulti identicamente, rispetto ad =z, ,, v,:
Af - By = A'f+ By,
(A —A')f=(B"— B)p.

Poiche i due polinomi f, v son primi fra loro, dovrd es-
sere A — A’ divisibile per o, ciod:

4 — A'= Xgp,

ovvero:

dove X denota nmna forma &’ordine I —m — n (cosl che se
f<Zm -+ n, risulberda X =0). Dalle due identitd precedenti si

trae: '
B — B= Xj.

¢ quindi: ’ .
A'=4—Xyp, B'=B+ XjJ.

La enrva X—10 non & poi soggetta a nessun’altra condi-
zione, all’infuori di quella che il sue ordine sia 1 — ?H——ﬂ;
perché o'gni P risulta senz’altro (s — 1)-plo (almeno) per A
ed (r — 1)-plo (almeno) per B, qualunugue sia X, .

Dunque, data una rappresentazione Af - Byp==0 (1'1 una
curva g =0, sotto le condizioni pilt volte indicate, ogni altra
rappresentazione analoga & della forma:

(A — Xo)f + (B+ Xf)p=10;

. . —m—n42
epperd, se I == m -+ n, risulta i = o

ad
D’altronde, se I & abbastanza grande, alle curve 4 =20,
B =0 ogni punto P, per cui esse debban passare colie mol-
teplicith effettive ¢ — 1 ed # — I, presenta loro rispettiva-

mente E(s), E(?)) condizioni indipendenti (n. _108). Dunque

o)+ )

in Af+ By vi sono
t— -2 E—mn-t2)
(T
. . -
ecoeflicienti variabili. Ne deriva che la dimensione di £ &
espressa da:

I—m—+2 ‘L — -2 I—m—n+4-2 sl M 1=
( 9 )*( 9 ‘*( 2 »l\e) e

-2 FA-§ o
:(l_i “)——-lmmn'—E( B )-i— 278,
r -~ P

3]
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L infine, poiché Ers = mn (in conseguenza dell’ ipotesi che
. P ,

in ogni P le f, o presentino il easo semplice), si trova per
la dimensione di X I’ espressione '

04-3__1__2Cuk?
2 I) 2 ’

che & quella stessa spettante al sistema lineare %’ delle enrve
g=0 dordine I, abbastanza grande (n. 108), passanti per
ogni P colla molteplicitd » 45— 1 (effettiva per la generica d,
virtuale per qualche ¢ particolare). Si conelude che per ! abba-
stanza grande I sistemi lineari I, I’ coincidono, e cosi il teo-
rema Af+ By & dimostrato quando ! sia abbastanza grande,

Si avvertird che il teorema & vero anche per una g ’or-
{line 7 passante per ogui P colla molteplicitd virtuale r4-85—1,
giacché una tal curva sta in 3 o quindi in X, 13 per una curva
siffatta st pud soltanto dire che lo curve A =10, B==0 della
combinazione Af 4 Bop — 0, in quanto son particolari nei loro
rispettivi sistemi, passano per ogni £ colle moltepliciid vip-
tuali s — 1, » — |,

Se ora riusciremo a provare che, ammesso il teorema per
un certo I, & vero anche per le eurve di ordine 71— 1, esso
risulterd dimostrato per ogni L

Possiamo evidentemente supporre che la retla z, =0 non
passi per nessun punto P; bastando, se tale condizione non
fosse soddisfatta, eseguire prima nna trasformazione di coor-
dinate, la quale uon influisce affatto sul teorema, che ha eca-
ratbere proiettivo,

Nell'ipotesi fafta su 2z, — 0 resia inclusa, anche "altra che
nessuna delle forme f, » sia divisibile per =z,

Sia g(z,, 2, £,) =0 una eurva @’ordine I —1 passante per
ogni P colla molteplicitd virtuale » 4 g — |, Allora la curva
@ = 0 soddisfa alle stesse condizioni, e pel teorema ammesso
sArd:

(13) = g(x,, %y, %y) = A(w,, %, %) [, %, %)+ Blg,, Ty 0%, T, Ty}

dove A =0, B=10 passan per ogni I’ colle molteplicitd vir-
tnali 3 — 1, » — 1. Posto, nella (13), 2, =0, avremo:

- (14) A0, %, xz)f(oa Ty ) - -B(()s %y @000, Ty T) =0

H

donde segue che la forma binaria, non identicamente nulla,
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(0, ,, %) divide A(0, %, 2) (0, %,, #,); e poichd essa non ha
fattori comuni con f0, »,, x,) (se no &, = 0 conterrebbe qual-
che P), se ne ricava:

{15) A0, ©, m,) = A (2, 2,)0(0, z,, ,),
da cui:
(16)  A(zy, z,, ) = A%, w,)9(2,, 2, 2,) + 2 4,(2, 2, ©,),

dove 4, & una forma ’ordine I — m — 1.
Dal confronto delle (14), (15), si trae:

B0, 2, %) + Ay(z,, %,) 10, z,, "’z) =),
donde:

(17} B(z,, x,, %) - A, (%, %) f(%g, 2, %,) =%,B,(%,, Ty W)y

in cui B, denota una forma d’ordine I — n - 1. Dalle (13),
{16), (L7} segue:
B = wUAJ.f'i_ ﬂ;oBl:P!
ovvero:
g=AfF+ Bp.

Dunque ¢ pud rappresentarsi come combinazionse lineare
di fy 9. 1 le 4,=0, B,=0, a norma delle (16), (17), passano
per ogui P colle molteplicitd virtuali rispettive s — I, r— 1.
11 teorema & cosi completamente dimostrato.

111. 11 teorema Af-+ Bg nel easo generale, — 11 ragio-
namento esposto vale anche nel caso generale in cui le 7, o
5’ intersechino in un modo qualunque nei punti comuui, purche
esse non abbiano parti comuni, e purehd i punti propri ed
infinitamente vicini in cui s intersecano, vengano trattati
come o sono stati i puntl P nel caso semplice.

i invero in due sole fasi della dimostrazione abbiamo
usato Iipotesi del caso semplice, e ciod nel ealcolo della di-
meusione del sistema delle curve 4=0, B=0 0 ¢g=0, che
hanno nei P le date singolaritd, e quando abbiamo impiegato
la relazione Zog=—mn. Ma siccome il ealcolo di guelle dimen-

r

sioni e la relazione Zrg=mmn, valgono immutati nel caso

P - - N )
generale, purcheé nei punti P si comprendano tubti i punti
propri e infinitamente vicini comuni alle due eurve, si con-
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clude che il teorema Af 4- By vale anche nel caso generale,
purche le due curve f, ¢ non abbiano parti comuni ¢ purcheé
¢sso riferiscast ad une curva che passi colle molteplicitd vir-
tuale ¥+ s — 1 per ognt punto proprio o infinibumente vicine
ad un punto proprie, che sia r-plo per f e s-plo per . Ana-
logo viferimento « tutti questi punti deve farsi per ¢id che
concerne le-cuwrve 4=0, B=0.

Il teoremn Af+ Bw & dovato o NomrHkr. Prima di lai il preblema
della rappresentabilith di una forma come combinazione lineare i dune
altre, eru stnto considernto soltanto nei easi pitt elementari (da Lang,
GERrGONNE, ¢ce) e risoluto con un conto di costanti, non sempre rigovoso.
Il Nowraer diede il teoremn, nel easo d'intersezioni semplici delle J=0,
v~=0, nel 1863 [Math. Annalen, 2, 314]. Nel 1872 [Math, Annalen, 6, 351],
partendo dall’identitd che esprime il risnltante di £, © come combinazione
lineave dei dus polinomi e usufruendo di sviluppi in serie di potenze in-
tere, egli indied la condizione necessarin o sufficiente affinche un daio
polinomio g sin rappresentabile sotto la forma Af+ By, condizione espressa
perd in modo trascendente. Ma da esra risultava gid la condizione sufli-
ciente algebrien relativa al caso semplice (n. 110). Ln predettn condizione
necesgarin e snfliciente fir di poi semplificnta in seguito alle ricerche dello
stesso NOkTHRR, di Haremew, di Voss, di Berrinyg, di Baxer, eee, [Veg-
gasi in purticolare Brrrext, Math. Ann. 84, 447 (1889); Ist. Lomb. Rend.,
24,, 1095 (1801) e una dimostrazioue algebrica diretta, concerncnte il enso
semplice in Voss, Math, Aun. 7, 527 (1886)]. Nelle ultime Note dedieate
all’argomento il Nomrnur potd dare la predetta condizione necessaria o
safficiente, restando mel campo puramente algebrico [Math, Ann. 30, 410
(1887); Math, Annalen, 40, 140 (1891)). La prima i queste Note contiens
Posservazione ehe la condizione sufficiente relativa al easo semplice vale
anche nell’ipotesi di punti infinitamente vieind, purche guesti si considerino
come distinti. La dimostrazione esposta nel n. 110 (nlls guale si & qui date
una piit ampia portatn riferendola a singolarith virtnali) deriva da nna
neta dell’Autore [Lincei Rend. 115, 105 (1902)] ove & trattato il problema
generale della rappresentazione Ai una forma di quante si vogliano varia-
bili, per eombinazione lineare di pit altre [Veguusi altresi, a proposito
del problemn generale, un'altra Nota dell’Autore in Torino Atti, 41, 203
{1903}, ¢d una Notn di R, Torerrr, ibidem, pag. 224).

Il concetto delln dimostrnzione del n, 110 trovavasi del vesto in una
Nofa precedente defla Sig.na C. A, Scorr [Math. Annalen 52, 593 (1899)1,
T/ osservazione del n. 111, mereé lo quale si estende al enso di singolarith
infinitamente vicine il procedimento stesso che serte nel enso semplice,
& dellAatore [Padova Atti, 24, 187 {1908)]. Per una fratiazione pitt anali-
tica del teorema A f-- By, ved. BuniL, « Vorlesungen i{iber ebene alge-
braische Kurven und algebraische Funktionen » [Vieweg, Braunschweig
(1925)], pag. 284; nonché I’gpera di J. Koxsie, « Binleitung in die allge-
meine Theorle der algebrnischen Grissen » [Leipzig (1903)], pag. 383, ove &
considerato il problema generale per forme di quante si vogliano variabili.
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§ 4. - LR CURVE AGGIUNTE AD UNA CURVA PIANA
DOTATA DI SINGOLARITA QUALUNQUE B 1L TROREMA DEL RESTO.

112, Curve aggiunte ad una curva piana dotata di singo-
larith qualunque. Gruppi corresiduali. — Abbiamo gia defi-
nito e studiato (un. 43, 95) le curve aggiunte ad una eurva
piana dotata di soli nodi. Considereremo ora uni curva piana
f (di equazione f=0) con punti multipli qualungne. .

Curva aggiunie ad f dicesi una enrva passan.te per ogni
punto s-plo (proprio o no) di f con molteplicita vn't-uale? s—1
(n. 109). Le aggiunte di un dato ordine ¢ formano un sistema
lineare, e, se I & abbastanza grande, la generica fra esse ha
in ogni punto s-ple di f molteplicitd effettiva s—1 (e non
passa per altri punti fissi di f) (n. 108), mentre una paril-
colare pud aver molteplicita diverse. .

Sia © un sistema lineare di agginnte d’ordine , che stacchi
sut f, supposta irriducibile, una g7 . Supporremo (‘,hf‘} !a gel.le—
rica o di T .abbia in ogni punto s-plo di f molteplicitd effet-
tiva (=5 —1). .

Consideriamo un punto propric O di f (semplice o mul-
tiplo), che sia base pel sistema %, e un ramo v .d‘i f ayente
I"origine in 0. Il ramo vy abbia con ¢ la molteplicita d’n?ter—
sezione I. Se 0, come origine di v, & un pnuto_ﬁsso i-plo
{i= I) della g7, vuol dire che (1e_lle T intersezioni che o hrt
con v in 0, soltanto I — ¢ si atéribuiscono al gruppo base I
di B. Supporremo in ogni easo attribuite al gruppo basel K per
lo meno le Ss(s — 1) intersezioni che sarebbero :dSSOl‘b_lte dai
punti multipli (propri o no) di f, qlmlora.in ogni punto s-plo
Ja generica ¢ avesse la molteplicita effettiva s —'J. |

Cid premesso, decompongasi il gruppo geuer.lco_sltaccam
su f, fuori di K, dalla o, in due gruppi &, F, in guisa che

12 molteplicita di un punto del gruppo composto, r]sulta, 13:
somma delle molteplicitd dello stesso puunto per 1 gruppl
componenti.

Sia ¢ un’altra curva di %, passante pel gruppo K, }a
guale seghi nlteriormente f, fuori di X e del grup,po .E, in
un gruppo G'. Conduciamo per & uu’aggmnt.a d, d 01‘(?1116 ),
e denotiamo con I' I"ulteriore intersezione di ¢ con ‘;'f, fuor%
di @ e delle Ss(s — 1) intersezioni che intendiamo in ogui




549 :
2] CAPITOLO OTTAVO
caso assorbite dai punti ipli i ;
g : multipli di f e ch bitui
e ¢ 3
un certo gruppo H. ' Peiitiseono
LrL yrr .
. ; clmm composta ©'¢ passa con molteplicitdh virtuale
e per ogni punto (proprio o no) del gruppo base XK
(i ¢ mpreso il fza-so $=1) e contiene inoltre effettivamente
gruppo & - E. Onde sard (n. 111):

(18) 'y =y 40,

0VVe q)"é una curva d’ordine A avente molteplicitd virtnale
:;—l In-ognl pnnto s-plo di f, giacehd i pinti per eni 92‘_-2
(;I.;:: a}zl a((:;ir;oll)lieclo g;:illl’ppo‘ K. Dongne ng & un’agginnta @ or-
g I essa passa effettivamente pel gruppo
Consideriamo infatti un punto proprio 0, origine di. u

ramo v di f, ed in quanto O si riguardij (;omeboriwine 11}
fquesto sol'o.ramo, SleN0 4, 4,, 4,, 4,, 4, i, (ove le 4 s§u >;J;
]e, 1n1o]tep11(::lﬁ& di O rispettivamente come punto di K, G_E
IG,,;; 1‘, H A]l.ora, ‘la curva o' ha in O con y moltepli,eitf: di?
" ;:;?-211()(;;3112,1 Ef;g} —}1—\;.3—-1—@{—{—@5 -1, e tal sard percid di &'y,
D i cella (1 - Ma .poac-,’]é cp‘hz?, in 0 con v moltepliciti
¢ sezlone & —4-1, -4, ¢ avrd ivi molteplicitd @’ interse-
/,:'one’ %t 41, e quindl ¢ conterrd 0, 4, volte come punto
di &', 4, volte come punto di Ty i, volte éome punto {11 H
' _Due gruppi, come G, E o G, % o G T, o G, 1 cht;
mslt'ame cosbituiscono Ia completa intersezioue’di ! c,ou’ s
ztg:"gmuta, fuori del gruppo base assegnato (mel caso de];:
1:11]11-16,(108 coppie, I, nel caso delle nltime due H), diconsi
resti lm?o dell’altro (rispetto alle aggiunte i quel ,determ‘i—
nato ordine — per le prime due coppie I, per le ultime ?

& a quel fissato gruppo hase). , o
(“c;)u.e grupl-)i di un egual numero di punti, come @, G’
tratto la conseguenza ch f( é_-'?"mo 16?’“"]% 5 alivon
ot g 4 che un qualsiasi resto I' di ¢ & altrest

i’)oss_iamo bertanto enunciare il teorema:
(,,,3,;,(5?;:0'(1“6 gruppr corresiduali, ogni vesto dell'uno & resto

-
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OsSERVAZIONE. — Una lieve estensione del ragionamento
precedente prova che il teorema vale anche quando (come -
fanuo BBILL e Nowrder) i grappi &, 6" di cai si parla non
contengano lo stesso numero i punti. Essi diconsi ancora cor-
residuali quando hanno un medesimo resto: I’ uno rispetto alle
aggiunte di un certo ordine e altro rispetto alle aggiimte di un
altro ordine. Ma, come apparird ovviamente dal seguito, la por-
tatn del teorema cosl esteso & pilt vasta soltanfo in apparenza.

113. Costruzione delle serie lineari complete mediante le
aggiunte. Unicith della serie lineare completa. — 11 Restsatz
ci offre sabifo il modo di costruire le serie lineari complete
sopra una eurva f dotata di singolarith gualunque, estendendo
cosl i risnltati dei nm. 43, 44, 95, che riferivansi a una curva
con soli nodi. '

Sia su f una g% priva o no di puunti fissi (eventualmente
an sol gruppo di punti, se = == 0). Hssa & staccata su f, fuori
di un grappo base K, da un sistema lineare I di curve di
un eerto owrdline %, Te quali posson supporsi aggiaunte ad f,
perche, se non lo fossero, basterebbe aggregare alle curve
di  una curva fissa, aggiunta ad f. Nel gruppo base K
sono di certo ineluse almeno Js(s — 1) intersezioni assorbite
dai punti multipli di f e inoltre tutti i punti fissi (propri o
no) del sistema =, che non lo sono per la serie ¢7,. Pertanto
i gruppi di g7 sono corresiduali rispetto alle aggiunte di or-
dine 1 e al grappo base K; corresiduali senza resto aleuuo
o se si virole assumendo come reslo un gualsiasi gruppo con-
tenuto in K [purch® si laseino intatte in K le solite Zs(s — 1)
intersezioni]. Pertanto:

I gruppi di una serie lineare sono corresiduall; ¢ viceversa.

La reciproea risulta da ¢id che, se due gruppi son corre-
siduali, essi son le intersezioni totali con f di ddue curve
aggiunte dello stesso ordine, fuori di un certo grappo K,
onde essi appartengono alla serie lincare segata su f da
futte le aggiunte di quell’ordine aventi K come gruppo base.

Iusomma il concetto proiettivo di gruppé corresiduali coin-
cide col concetto invariantivo di gruppi equivalenti.

Ne deriva altresi di nuovo (efr. col n. 28) che:

Due gruppi corresiduali con un fergo lo sono fra lovo.
Invero se A, B hanno lo stesso resto &, e B, (0 lo stesso
resto E, il gruppo @, come resto di B, pel Restsatz, sard al-
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tresl vesto di €, epperd A, B, ¢ appartengono alla medésima
serie lineare segata dalle aggiunte di un determinato ordine
frori di un certo gruppo base, '

La totalitd dei gruppi corresiduali con un dato costituisce
danqne una serje lineare, che non & contenuta in una pit
ampia dello stesso ordine. Tssa & ben deferminata da uuo
qualungue de’ suoi grappi. Si ritrove in tal guise §l teorema
dell’nwnicite, della serie lineare complete cui appartiens un dato
gruppo di punti,

Di pit poiche, sempre in forza del Restsatz, i groppi se-
gati su f da tutte le agginnte di un dato ordine 1, fuori di
un gruppo base X, costituiscon 1'insieme i tuts i gruppi
corresiduali ad uno di essi (rispetto alle aggiunte di quell’or-
dine ed a quel gruppo base), si conclade che:

Il sistema lineare delle agginnte di un determinato ordine {
passantt per un dato gruppo base, sega ulteriormente sulla
curva wne serie lineare complete.

In particolare: & complete lea serie lineare segaie de tuile
le agginnte di wn dato ordine, fuori dei punti ndtipli.

Pertanto, per costruire sulla curva J 1a serie lineare com-
pleta individuata da un dato gruppo G di punti, si condurri
per G un’aggiunta ¢ d’ordine ! cosi alto, che ne esista qual-
¢lma non contenente come parte f. Detto F i gruppo di
ulteriore intersezione (i ® con f; fuori di @ e del arappo
delle intersezioni assorbite dalle condizioni di agginuzione,
le aggiunte &’ ordine ! per B, staccheranno su £ la serie |G .

114. 11 genere di una eurva dotata di- singolariti qua-
tungue. — Sia la solita curva piana irriduecibile 7, d’ordine M,
-dotata di singolarity qualunque, e ne sia p il genere; s denofi
la generica molteplicitd di un punto multiplo (proprio o no) di .

Le curve aggiunte ad f, di ordine I abbastanza alto, pas-
sano pei punti s-pli di #, che presentano’loro condizioni indi-
pendenti, colle molteplicitd effettive s — 1 e non hanuno altri
punti fissi (n. 108); onde esse staceano su Jy foori dei punti
multipli, nna serie g (priva di punti fissi), avente:

nm=nl—Is(s—1), r,

{l+3) s(s— 1) (I~—n)l—~u-+3)
=Ty ATy g — ],
sicché risulta :

2

d &

T
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Ma @'altra parvte, essendo la g completa (n. 113) e non
speciale (perché si pud sempre supporre W > 2p —2), &
n,~ 1, =p; dunque : ’

Il genere di wna curve pigne irriducibile di ordine 1,
dotate di singolarita qualungue, & dato dalle formula :

 — 1Y — 9 sy — 1
(19) p="1 Lfl _p D
ove il sommatorio & esteso @ tutti i punti multipli propri o
infinttamente vicini, delle curva. .

A questo risultato noi siamo giunti rapidamente, combi-
nando il teorema del u. pree. coi teoremi suila dimensione
delle serie lineari complete, altrimenti ottennti.

Se si suppone per contro che la espressione (19) del ge-
nere sia stata direttamente acquisita ('), ne deriva la teoria
invarianbiva delle serie lineari secondo il metodo di BriLrL-
NogrHegr, perfezionato dai geometri della senola italiana e
segnatamente da Bririni (ved. le eitazioni b_ibliograﬁche a
pag. 169). Ne daremo un cenno nel n. successivo.

115. TLa geometria delle serie lineari secondo Brirn e
Nomrner. — Caleolata la dimensione »; della g,: completa

segata sulla curva f, di eni al n. pree., (Iallfa carve aggiunte
di ordine arbitrario I=u — 3+ & (2 > 0), i trova, mercd la
(19) {efr. col n, 95]:

=y — 2 - an.
Se invece l=n — 3 — a« (x2==0), viene:

(2~ 3)

2

f,=p— 1l —and

Quanto all’ordine n, della serie, esso & rispettivamente
espresso da

— —
ny=2p -2 4-an, n,=2p—2 o .

. . .\ . . Wb e

Ne derviva che, in ogni easo, & n, — r,<<p; e pol.(,h(, una

g’ qualsiasi si ottiene (n. 113) imponendo alle aggiunte di
1

(") Ved. p. es. Berrin, Iperepaszi, pag. 473.
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un certo ordine I il passaggio per y dati punti di f, cosi n,
decresee di p unitd ed r, al pilt di ounitd, Onde & sempre
m—r =y, ciod: '

Ler una g7 complete sopra una curva @i genere p, vale la
disuguagliansa r =m — p.

La serie di ordine 2p — 2 ¢ di dimensione =p — 1, stac-
cata sa f dalle agginnte d?ordine n — 3, chiamasi Ia serie
canonica. :

A guesto punto si dimostra il teorema di riduzione esat-
tamente come a pag. 155; e introdotte poi le serie speciali
come le serie contenute nella serie canoniea, si arriva al teo-
rema i RizMaNN-ROOH, col ragionamento stesso esposto a
pag. 156, cominciando anzitutto a provare che le serie com-
plete g7 per eni » >>m —p sono contennte nella serie canonica,

116. Le formule di PLitcRER per una curva piana con sin-
golarith qualunque. ~ La formula (19) ei offre il mezzo di
ottenere facilmente I’estensione delle formule di PriicEsr
(pagg. 43, 127) ad una eurva f dotata di punti multipli qua-
lunque.

Denoteremo con n ordine (i Ji3 con m la sna classe;
con s la molteplicitd di un generico punto muitiplo (proprio
o no} di f; con «, «, ordine e eclusse di un ramo generico
di f.

Appticando la formula che & il numero dei punti doppt
di nna gl alla serie segata su 7 di un fascio generieo di rette,
viene (n. 34):

(20) m —‘]“E(Gﬁ — J) = 2(71, +P — _1),

donde, tenuto conto della (19), si trae la prime formula di
PrLUGERR generalizzate :

@1) m=n(n — 1) — Ts(s — 1) — J{e — [).

Da questa per dualitd (v, 37) si ricava la seconda Jormule
di PLUCERR generalizzaic

(22) n=mm —1) —ZHo(c — 1) — B{z, — 1},
ove ¢ denota Ja molteplicitd di una generica tangente mul-
tipla (propria o no) d&i f.
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‘Eliminando m fra la (20) e la sua relazione duale:

ne==2(m 4 p— 1) — Bz, — 1),
viene: _
(28) 2(%a - o, — 3p==3(n+2p — 2),

la quale si pud aunche ottenere applicando alla g2 delle sezioni
rettitinee di f, 1a formula del n. 37. La (23) ci mostra‘uome
fra i punti tripli di fale g2, che son generaimente flessi della
eurva, ogni origine di uu ramo (x, «) conta per 2o + o, —3
unitd, come sapevamo gid, appunto dal n, 37. .

Tenunto conto delln (19), la {23) porge la terze formula di
PriloRkER generalissale :

(24) i=3n(n-—2) — 3Ts(s — 1) - X2 -, — 3},

ove i denota il numero dei flessi ordinari, origini di rami
(1, 2), e il secondo sommatorio & esteso alle origini dei 1.'{11111
pel quali si verifica una almeno delle disuguaglianze « >- 1,
o, > 2. -
: » o > . P
Dalla (24) per dualitd si deduce la quarie formule di
PLiicker generalizzate ;

(25) =3m(m — 2) — 8%s(c — 1) — 2(2a, -}- & — 3},

ove k & il numerc delle cuspidi ordinarie, 01'ig'{11i. di. mm?
2, 1) e il secondo sommatorio & esteso alle origint dei rami
pei gnali si veritien una almeno delle & > 2, «, >_I.

La (21} 81 pud interpretave (n. 109, Oss. 27 (hce].nlo cl.le
la primae polare di un punio generico, rispetto ad f, he in
ogni punto s-plo di f la molteplicitd (r.pp(w'entc_ §— I, ¢ .7(&'
molteplicite wpparente 1 in o — 1 punti .s'e'm_pl-wa .mucgsszvz
sopra ognt ramo di ordine a, avenle per origine quel punto.

La somma Z(z — 1) relativa ad nn del,ermnmlo- punto s_-plo
di f, ehiamasi l¢ diramasione (NorrHuk) o Vindice cuspidale
(Samira) di quel punto,

117. Completezza della serie caratteristica di un sistem'a
lineare completo di curve piane. — Un’altra notevole appli-
cazione si pud fare del teorema councerneunte la em}lpletezza
delle serie lineari segate sopra una curva dalle aggiunte.
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Consideriamo in piano un sistema lineare % di cnrve (]
ordine m, Ia eni curva generica € sia irriducibile ed abbia
in un punto base di T Ia molteplicitd effettiva s.

Il sistema sia completo: ciod sia costituito da tutte le curve
di ordine m passauti pei dati puuti base colle molbeplicita
(virtnalt = effettive) s. .

Grado (effettive) n del sistoma & il numere delle interse-
zioni di due sue curve, fuori delle 2s* assorbite dai punki
base (cfr, col n. 18). Genere (effettivo) p di 3 & il genere delln
¢ generica. '

Se r ¢ la dimensione (effettiva) del sistema, sulla ' le
altre curve di ¥ sbtaccano una g7 priva di punti fissi ;
sicché ii grado n & certo >0, se r > 1, mentre & zero
se il sistema & un fascio. La suddetta ¢7" chiamasi Ia serie
caratteristica di T (sulla curva ).

Una trasformazione eremoniana del Piano muta manife-
stamente T in un sistema lineare %', che ha lo stesso grado
¢ lo stesso genere, perchd alle n intersezioni variabili di due
curve di I rispondono biunivocamente le intersezioni varia-
bilt delle .enrve analoghe i 3. Alla serie caratteristica Jdi 2
risponde la serie carvatteristica (i 27 Sicchd, per studiare la
serie caratteristica, possiamo riferirei al easo in cui ¥ ha
punti base ordinari, bastando eventualmente assoggettare
prima il «dato sistema il un’ opportuua trasformazione cre-
moniana (n. 103, Oss. 2°).

Ora, per ottenere su 3 la serie caratteristica, counsideriamo
anzitubto la serie lineare tagliata sulla generica C, fuori dei
punti base, dalle agginute dello stesso ovdine m di €. La
generica di queste aggiunte ha in ogni punto base O s-plo
(i X molteplicitd effettiva eguale ad s — 1 o ad s: non supe-
riove ad 8, perche tale & ivi 1a molteplieitdh di €, che & ag-
giunta di se stessa. Comunque sia, le aggiunte counsiderate

staccano su € una serie lineare completa. Imponendo loro i
passare per ciascuno dei punti infinitamente vieini ad un
punto base 0, sngli s rami di eni esso & origine (beninteso,
se gid le snddette aggiunte non hanno spontaneamente ©
come s-plo), esse acquistano in O un punto s-plo; e d’alironde
non cessano di segare su ¢ una sevie lineare completa (fuori
dei punti fissi), perchd Ia serie da esse segata non & che Ia
serie residua di un gruppo di punti di €, rispetto ad una
serie completa. Si conclude pertanto:

e BT e
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La serie caralteristica di un sistema lz'ne\are compleio di
curve piane, dotato di punti base qualungue, ¢ _coanlet({). w al

Questo teorema permette di assegnare subito, in ba . ]
teorema i RiEMaNN-RooH, la dimensione r —1 della serie

caratteristica e quindi Ja dimeunsione » di Z. Si avrd:
r=n—p+1-4-1

ove 4 & Dindice di specialild delle serie earatteristica. Se ora
si tiene conto che:

_(m—1}m —12) #ES(S — 1)

T __ w2 — ,
= I, ) 5

viene: . 1)
Nm - S(8 — ) ;
r= R R R

D?altronde i puntl base del sistema impongonlo a,l‘le cur‘;le
i y i izioni lineari che o eguale
d’ordine m un numero di condizioni lines Iy

s¢ -+ 1) e sl alora ¢ di quelle con-
a ZLT oppure a ¥, 2 s, qualor q

dizioni sieno conseguenza delle rimanenti; dunqu.e @T__G'. X
Se o =0, il sistema dicesi regolare; se o > Q, dicesi .‘io'vo ab-
bondante e ¢ chiamasi la sovrabbondansa del sistema. Si puo

in conelusione enunciare: _ . .

La sovrabbondanze i un sistema lineare di ourve plde
eguaglic Vindice di specialita della serte a(o-mit‘eo"%stwa.

In particolare un sisteme @& serie coeratieristica now  spe-
ciale & regolare. Cost & dunque di un sistema per cul sia
: —2 e > . ‘
n>2p — 2 opm . . ‘

OsSSERVAZIONE. — Abbiamo gid avvertito (pag. 40) che il

- . * - - " - ] “
econcetto di gruppi carattevistici sulle. enrve d_l un SlSt.}eﬁh'
lineare rientra in quello pitt generale di gruppi caratteristicl
-sulle curve di un sistéma eontinuo.,

Per le notizie storiche e bibliografiche 1'e1‘ative al f'[p’esisatz a] néla- l;::lil;
eitd, che ne consegue, delln serie completa eni :}ppm't-i‘ene :]l;:u ;lalf;e;m”
linearve, rinviamo alle pagg. 103, 108, 168. Qui aggiungeremo l“;mhrim o
sotto ln sun forma generale, valevole anche per curve 0011;;:;)?1\1;“1. o
lunque, fu dato da NomwtHER {I?Iut.;h. Ann, 23, Tm. 2\’?1, 28 E‘h d; h.li ;crirm
34, 451 (1889)] in lavori posteriori alla (fl{lﬂs-l‘cﬂ.l‘ emol B .1,“‘1(-1\'0 Sonti
con BriLL. Per un’esposizione della i;eor]vf\mrp:lu \‘101:::1& gt BR»ILT citr.;,; 0

i -NOETHER, veggansi p. es. le « Vorlesungen » | - citate o
g;glsgigr ;’?ﬁz;ress,ionub{tis)) del genere per una curva piana eon singola
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Crith qualungne & di Nowrues [Math. Annalen 8, 497 (1874); Math, Ann, 23,
332 (1883)]. Ved. pnre Berrinr, Ist. Lomb, Rend. 21,, 826, 413 (1888); Iper-
spazi, pag. 473. Anche le estensioni delle formule di Priicrenr (n. 118) seno
dovute o Nowruer [Math. Ann. 9, 182 (1875)] e sono state ritrovate, du puiti
4i vista vari, da Syrra, Havprey, ZuoTHew; ece. Nei riguardi del com.
portamento delln prima polare di un punto generico rispetto ad una cnrva
piana, nei punti multipli di questn, il teorema enuncinto allp fine del
n, 116 & conbenuto nei lavori sn citati di Nowraur; quanto al eomporta-
mento effettivo di quella polare veggnel ExrIQues-Coisixy, vol, IT, pag. 438,
Notizie storico-bibliografiche cirea la st rie caratteristien d’un sistema
lineare completo di curve piane abbinmo dako a pag- 40. Agginngiame
che In completezza di questn serie & stata dimosbrata da Brini-NowrHER
{loc. cit, a pag, 40). e che Peguaglianza fra Vindice di specialith delln
serie caratteristica e la sovrabbondanza del sistemn & stnfn osservata da
CasreLNUOvO (loc. cit. a pag. 40). In precedenza perd Seere (loe. cit. =
pag. 40) aveva osservato che ogni sistema per eui o > Zp—2o0r>p @
regolare, ed anzi (pag. 148) per n>2p o *>p-+-1 & semplice. Sulla
teoria generale dei sistemi lineari di enrve pinne avremo

a tornare in
altro volume,

Notizie bibliograflehe da aggiungersi a pag. 288,

La Nota di Dr Francnrs citata alla fine di pag. 288 trovasi in Pa-
lermo Rend. 36, 368 (191:3). La dimostrazione accennata nelin N
dolla pag. 271 & dell'Autore [Lincei Rend. 23;, 581, nota (%)
(1814)). La condizione che le involuzioni di eni trattusi sieno di genere
> 1 & necessaria, perchd vi sono effettivamente curve di genere qualungue
possedenti un’infinitd discontinna di involuzioni ellittiche: i1 ehe noi ve-
dremo in altro volume quando ci occuperemo degli integr
(ved. le « Vorlesungen » Cllell’Auh()re, pag. 293 e segg). Lo studio delle
involuzioni ellittiche sopra una eurva ellittien & stato compiuto da Ca-
STELNUOVO [Torino Atti, 24, 3 (1888)] e allo stesso [Ist. Lomb, Rend, 23,
{1893)] & dovato lo studio delle corrispondenze birazionali fra i gruppi di p
punti &’ unn corva di genere p. La variet) di Jacony, salln quale avremo
da tornare nella teorin delle funzioni abeliane,
del grande analista, pel sue stretto leg

ota a pie
n pid pagina

ali abeliani

vien chinmata eol nome
ame eolle funzioni thetn di Jacorr,
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