tivi, avrid come insieme di valori tutto R , sard continua

su R

a<1l1.
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e crescente nel caso

a

>

1

3

decrescente nel caso

CAPITOLO III

DERIVAZIONE

1. DERIVATA DI UNA FUNZIONE.

Definizione 1. Una funzione £(x) reale definita su un
intervallo chiuso (a, b) dicest derivabile in un “punto

X, € (a, b) se esiste il limite

1) pim &) - £xe) (su (a, b) - {xs}) .
XK o x — Xg

Tale limite diecesi allora derivata della funzione  £(x)
caleolata nel punto x, , e 8t indica con uno dei simboli

seguentt

f'(xe) 5 DE(x,) -g—}f{—(xn) ' [f'(X)]X=X ) E)f(x)])c:)io,

H
dx | %=X,

Modi equivalenti per indicare il limite (1) sono i se

guenti
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E(xo + h) = £(x,) . _Af
im 5 lim
ﬁ+0 h Ax+0  AX
dove deve intendersi Af = f(x, + Aax) - f(x,) , Ax viene

chiamato incremento della variabile x , Af incremento

) : A, .
della funzione £ , e il rapporto e viene chiamato rap
X

porto incrementale.

Osservazione. Dalle anéloghe proprietd dei limiti si vede
subito che se 6 & un numero positivo per stabilire la de
rivabilitda di £(x) nel punto =, basta limitarsi a con
siderare la restrizionme di £(x) all'insieme
{x; a<x<b, X —68<X<x, +:5},

in particolare se f(x) & definita su tutta la retta, per
ché f sia derivabile in un punto X, occorre e basta che
lo sia la restrizione di f ad un qualsiasi intervallo a
cui x, @& interno.

L'esistenza della derivata di una funzione in un pun
to & legata alla continuitd della funzione nel punto. Vale

a questo proposito il seguente

Teorema 1. Sia £(x) wuna funzione reale definita nell'in
tervallo chiuso (a, b) e derivabile in un punto x, € (a,b).

Allora f£(x) & continua nel punto X .
Dimostrazione. Si tratta di verificare che

2) }1{5}% f(x) (su (a, b) - {x.1) = £(x,) >
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cioé che -

3) 1lim [f(X) = f(xo)I (SU (as b) - {xe}) =0

XK,
Poiché vale ovviamente

£(x) - £(x,)

X - X,

4)  £(x) - £(x,) = (x = %)

s1i ha -

5) %3§a[f(X) - £(x,)] (su (a, b) - {x,}) =
f - f
=.1im AASEA————SEEQ— (su (a, b)-{x.}) = lim (x—x,) =
XX, X - X, XK o
= f'(xo) « 0=0.
' c.v.d.
Osservazione. Non & vero che se una funzione & continua

in un punto allora essa & anche derivabile in quel punto.

Ad esempio la funzione
£(x) = [x|
& continua nel punto O ma non & ivi derivabile.

Fra le operazioni di calcolo della derivata (derivazio
ne) e le operazioni algebriche esistono semplici relazioni
che si ricavano dalle analoghe relazioni fra 1'operazione

di limite e le operazioni algebriche.

Teorema 2. Se f£(x) e g(x) sono due funsioni reali de

finite su un intervallo chiuso (a, b) le quali eiano de
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rivabili in un punto %, € (a, b) , allora anche ila fun

zione f£(x) + g(x) & derivabile nel punto x, e si ha
6) D(f + g)(xo) = DE(x,) + Dg(x,)

Dimostrazione. Per ogni x ¢ (a, b) = {%x,} si ha ovviamen
te

Fx) +g(x)-[F(xa)+8(xo)] _ £G0)-f(xo) | 8(x)-g(x,)

X 2 X, X = X, X = K

da cui, passando al limite, si ricava la (6) .

c.v.d.

Teorema 3. Se f(x) e g(x) sone due funzioni reali de
finite su un imtervallo chiuso (a, b) le quali stano de
rivabili in un punto %, € (a, b) , allora anche la fun

aione f£(x)-g(x) & derivabile nel punto %, e si ha
7) D(fg)(x,) = g(xe)DE(x,) + £(x,)-Dg(x,) .

Dimostrazione. Per ogni x ¢ (a, b) - {x,} si ha ovviamen
te

f(x)g(x) - £(x.)g(xs) _

¥ o= Xy X = X, X - x,

da cui, passando al limite e ricordande che la funzione g(x)
essendo derivabile nel punte %, €& ivi continua (v. Teore
ma 1), si ricava la (7).

“c.v.d.

Osservazione. Dal Teorema 3 e dal fatto ovvio che la deri
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g(X) f(x)_f(xo) + f(xn) g(x)_g(xo)

vata di una funzione costante vale sempre zero si ha che:
se f(x) & una funziome reale definita in um intervallo
chiuso (a, b) ed & derivabile in un punte X, & (a, b) e
se k & una costante, allora la funzione kf(x) & deriva

bile nel punto x, e si ha
8) D(kf) (xo) = k+Df(x,)
Dalla (8) e dalla (6) si ha allora anche
9) D(f - g)(x,) = DE(x,) — Balx.) -
Esempi.
a) le funzioni £(x) = ¥ (n intero positivo} hanmo deri
vata in ogni punto di R e si ha

10) Dx™(x,) = an'l , per ogni x,€ K .

Infatti, per n =1, si ha

1) (Dx) (x,) = lim ik 1 (su R - {x.}) =1
X K, X — Xg

Se poi la (10) non fosse vera per ogni intero n vi sa
rebbe un primo intero v per il quale la (10) non & ve
ra. Valendo la (11) dovrad risultare v > 1 e, poiché v

& il primo intero per cui non vale la (10), deve essere
12) (Dxu_l)(xo) = (v - 1)xY 2 , per ogni x,€ R .

D'altra parte avendosi x¥ = x¥7! « x dal Teorema 3 si

ricava
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%o (DxV™1) (%,) + x¥~1(Dx) (x,)

i

13) (DxVY) (%)

x, (v=1)xY"2 4+ x¥71 = yxyT!

Quindi avremmo che la (10) vale per v contro l'ipotg
si fatta che per esso non valga. Questo & assurdo, cioé

& agsurdo supporre che vi sia un intero n per cui
1a (10) non valga, e quindi la (10) deve valere per o

gni intero positivo.

b) Derivata di un polinomio.

Se f(x) =aj, +ax + ... * akxk & un polinomio,cioé
ag, 8y, «+ey @ SOMO numeri reali fissati, si ha, dai
Teoremi 2 e 3 e dalla (10)

Df(x,) = a; + 2a,%. + 3a3x§ . S kakxa_1 "

per ogni x, € R .

Teorema 4. Se £(x) & una funzione reale definita su un

intervallo ehiuso (a, b) , se f(x) # 0 per ogni xe (a,b)

e £(x) & derivabile in un punto X, ¢ (a, b) , allora la

funzione fi ) & derivabile nel punto %, e st ha
- X
1 _ DE(x,)
14) DGEJ(XO) = T (x,)

Dimostrazione. Per ogni x e (a, b) = {xc} si ha

1 B 1
£ (x) P . 1 £ - f(x)
X = Xo f(x)E(x%,) X - X, ?
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e quindi ricordando che f(x) deve essere continua nel pun
to X, (v. Teorema 1) e passando al limite si ha la (l4).

c.v.d.

Esempic. Sia £f(x) = x  (n intero positivo). Dal Teore

ma 4 si ha che per ogni x, € R - {0} wvale

_ (Dxn%(xn) _ e i
n

D(X_n)(xe) = == = TNX, .

Teorema 5. Siane f£(x) e g(x) due funzioni reali defi
nite nell'intervallo chiuso (a, b) con g(x) # 0 per o
gni x e (a, b). Se £(x) e g(x) sono derivabili in un

f(x)
g(x)

punto x, € (a, b) allora anche

e 81 ha

& dertvabile in %,

g(x)DE(x,) - £(x,)Dg(x,)
(g(x.)]?

15) p)(x,) =
g

Dimostrazione. Osservando che

£(x) 1
= f “
g(x) ) g(x)

£(x)
g(x)

dai Teoremi 3 e 4 si ha che & derivabile in x, e

vale

ch)(xo> . DE(x,) + f(xo)<D§a(xa> ;

1
g(x,)
Tenuto allora conto della (14) si ha la (15).

c.v.d.
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x - 1 + x2

Esempio. Derivata di f(x) = 3
X~ - X

La funzione f(x) & definita ed & derivabile in ogni
punto x, che sia diverso dai punti O, 1, -1 nei quali

3 - x gi annulla.

la funzione X
Dal Teorema 5 e da quanto osservato sulla derivata di

un polinomic si ha allora

x -1 +x? (x3-x,) (142x,) - (x,-1+x2)(3x3-1)
D( x3 - x ) () (x3 - %,)°

x4 « 2x3 + 262 - 1
(Xg - Xo)z

(Y

2. DERIVATA DELLA FUNZIONE INVERSA.

Un criterio utile per il calcolo delle derivate & da

to dal seguente

Teorema 6. Sia f£(x) una funztone reale definita su un
intervallo chiuso (a, b) . L'insieme del valori di £(x)
et un intervallo (c, d) e la f(x) sia ‘mvertibile. In
dichiamo con g(y) la funzione reale definita su (e, d)
inversa della £(x) . Supponiamo che f£(x) abbia deriva
ta in un punto x, € (a, b) ¢ sia

DEf(x,) # O

Supponiamo che g(y) sta continua nel punto y, = £(xo) .
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Allora g(y) ha derivata nel punto y, e st ha
Dg(y,) = 1/Df(xs)

Dimostrazione. La funzione

g(y) - g(yo)
¥ = ¥

si ottiene componendo la

X = Xg
f(x) - £(x,)

con la funzione x = g(y) : basta per convincersene sosti

tuire ad x g(y) e ricordare che essendo g inversa di

It

f e f(x,) =y, & anche f(g(y)) =y e %, = g(¥o)

Poiché per ipotesi §i$ g(y) g(y,) = x, avremo ,

per il Teorema § del Cap.II, che il

1 gly) - g(ys)
14 e s o

(su (e, d) = {y.})
¥V ¥ 7 Yo

esiste ed & eguale al

" X~ Xu - =
HE T - Flea) (su (a, b) = {xe])
oL
T DE(x,)

c.v.d.

Esempio. Per ogni interec n positivo la funzione flx)=x

considerata sull'insieme E = {x ; x » 0} & invertibile

. 1/n .. ;
e la sua inversa g(y) =7y & definita sullo stesso 1n

sieme E ed & continua in ogni punto di E . Avendosi
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(-] 2

(Dx™) (x,) = n =271 f Dimostrazione. Indichiamo con A e B gli insiemi

per ogni x, ¢ E - {0} 1la derivata di ¥ risulta essere | A={x; xe (a, b) - {x.} , f(x)=£(x.)1} ,
i indi il T 6 la derivata di I
diversa da zero e quindi per il Teorema erivata di | B=ix; xe(a,b), £ # Ex)) -
s esiste in ogni punto € E- {0} e siha
; goL p Yo Poiché (a, b) - x, = AU B per il calcolo del
1/n 1 . -0 e . . F(x) - F(x,) '
o e e . 7= 1 i S L J
16) (Dy ) (yeo) g dove x; = ¥, ) Xigu B 5 (su AV B)
La (16) si pud allora scrivere, tenuto conto delle proprie- ‘ distinguiamo i tre casi seguenti
td delle potenze ad esponente razionale, a) x, ¢ A (in questo caso intendiamo compresa anche
1'eventualiti A = @) ,
1 ) ,
1/n 1,5 1= . ==1 = . . .
My ") (v,) =-;r(y°) =—yl g b) %, ¢ B (in questo caso intendiamo compresa anche
n E o4
1'eventualitd B = §¢) ,
c) X, & AN B .
3. DERIVATA DELLA FUNZIONE COMPOSTA. - Nel caso a) esiste t > O tale che

{x; |x-x%,] <tlN A=9,

Teorema 7. Sta f£(x) una funzione reale defimita 'in un aied wd F
Intervallo chiuso (a, b) . I valori di £(x) appartenga ‘
(Ca, B) = {x.}) N {x; |x-x4| < t} = B {x; |x=x,]|<t}.

no ad un intervallo (c, d) . Sia g(y) wuna funzione rea
le definita nell'intervallo chiuso (c, d) . La funzione Per i Teoremi 5 e 6 del Cap.II si ha,allora che il
; ; ; ; , F e
f(x) sta derivabile in un punto x, ¢ (a, b) e la funzic %iﬁ (Xi _ x(xg) (su £ U B)
ne gly) sia derivabile nel punto yo. = f(x,) . Allora ° ©
. . . . esiste se e solo se esiste il
la funzione composta TF(x) = g(f(x)) & derivabile nel pun
) F(x) - F(x, ’
to X, @ 81 ha ‘ lim Lﬁ"—) (su B)
| ‘ XX, . X — X,
17) (DF) (x,) = Dg(y.) * DE(x,) . e 1 due limiti sono eguali.
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Ma se x & B possiamo scrivere

F(x) - F(xo) _g(£00) - g(f(xo)] | £(x) = £(x,)

% — Ky £(x) - £(x.) ¥ = At

18)

e poichg, grazie al Teorema 8 del Cap.II, si ha

19) lim g(£60) - g(f(x.))

oxT I - E(xg) (s0- 8y, *

lim g(y) - 8(y,)
YV Y ~ Yo

(su (c, d) - {yo}) = Dgly,)

dalle (18) e (19) si ricava la (17) mel caso (a).

Nel caso (b) ragionando come nel caso precedente si ha

F(x) - F(x,) F(x) - F(xo)

1im — =7~ *7°° (su A VUB) = 1im (su A)
XK o X - X, XX, X — X,
ma vale ovviamente
f - glf(x,)
lim g( (X)J g[ ( ] (su A) =0
XK o % = X,
D'altra parte in questo caso vale anche
£ - £
Df(x,) = lim __Sfl___ﬂifgl_ (su AU B) =
b . & X = X,
f - £(x,
=]_im_(x_)__g—-l (Su A) =0 .
XK, X - X,

E quindi la (17) vale anche nel caso (b).
Finalmente, per il caso (c), tenuto conto del Teore
ma 7 del Cap.II e di quanto visto mel caso (b), per prova

re la (17) basta verificare che
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XX, X =% (su B) = 0.

o

La (20) si verifica allo stesso modo seguito nel caso (a)

e ricordando che ora &

Df(xo) =0 = 1im M
X+ o X — X,

(su A) .

c.v.d.
m

Esempio. La funzione F(x) = x" con m intero ~relativo

e n intero positivo pud considerarsi come la funzione ot
1
tenuta componendo le funzioni f(x) = N e gly) = T 5

Quindi se x, > 0 , dal Teorema 7 si ha che esiste la de
m

rivata di x"™ nel punto x, e vale

m 1 1
21) DxP(x,) = Dym(yo) - DxP(x,) , dove y, = X3 .

Esplicitando la (21) si ha

m L ow'f

D(x,) = (i) - @l ),

1

. = §13
da cui, tenuto conto che y. = Xg

e delle proprietd delle
potenze ad esponente razionale si ha

m m—1

1 m

n o 1 = m 5
DxM(x,) = m X, —xl T = —x,
n n
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4. DERIVATA DELLA FUNZIONE ESPONENZIALE.

I1 calcolo della derivata della funzione espomenziale

a® in un punto x, consiste nel calcolo del limite

X X
a* - a®o
22) lim ——— (su R = {x,}) =
XK, X — X,
X . a¥ Xo - 1
=g % lim——— (su R - {x,}) ,

XX g X - X,

e quindi & ricondotto al limite

at -1
23) lim——— (su R - {0}) ,
t0 t

il quale non dipende dal punto x, considerato.
Per quanto riguarda il limite (23) osserviamo che per
la definizione dell'esponenziale nel campo reale e per il
at - 1

Lemma 2 del Cap.II si ha che la funzione ———— € crescen

te sea>1, e quindi si ha che, per a > 1 , esiste il

t
. a- -1
28) ug s

Per quanto riguarda i t < 0 basta osservare che vale

) S - a—t =

a 1 1 a a 1

_— = at —_— = at —m—
t t -t

e quindi si ha
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a- -1 a’t -1
25 lim ——— = li t. 1ipg —— =
) 230-7 ¢ £33+ BT = ’

da cui, tenuto conto della continuitd della funzione espo

nenziale, del fatto che a = 1 e della (24), si ricava

t t
2 a- -1 ; a* =1
2 Rl SRt e _
6) 8- t 118, t el

Possiamo quindi dire che per ogni a » 1 esiste 1l

E -

. 1
27) %%a*t (su B - {0D) = 1(a) ~

Dalle (22) e (27) abbiamo allora che per ogni x,e R esi

ste la derivata della funzione esponenziale a* (per a>1)

e vale

28) Da*(x,) = a¥°+1(a) ,

dove t(a) & una costante che dipende solo dalla base a
dell'esponenziale. Dalla relazione .24) , che definisce

t(a) , e dal Lemma 2 del Cap.II, si ha che

-1 _
29y alays 2t - gl
—=1 a

>0 , per a>1.

Per quanto riguarda l'esponenziale di base a : 0 < a < 1,

osservato che vale

si ha che esiste anche per 0 < a < 1 il
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at' =
31) %i (su R - {0}) =
C
= - ]f_-:i;gfa——_t—_- (SU R = {0}) = —T(%) &

Quindi anche per le basi 0 < a < 1 1'esponenziale & deri
vabile in ogni punto x,¢ R e per il calcolo della sua
derivata vale la formula (28), dove in questo caso la co

stante t(a) , grazie alle (29) e (31), verifica

|
i
a5

32) 1(a) = —TG%) < - =a-1<0, per O<a<l.

Per 1'esponenziale di base 1 , essendo costante si ha
D1¥(x,) = 0 per ogni x, € R , e questo fatto pud essere
ancora espresso con la (28) intendendo che (1) =0 .

Per quanto riguarda il calcolo del numero t(a) , da
cui dipende il calcolo della derivata della funzione espo

nenziale, osserviamo che vale

Teorema 8. Se a,be R, se a>0 e b>0,b#1,

allora si ha
33) t(a) = t(b) logya -

Dimostrazione. Per definizione &

, at -1
ey = g, ——

Ricordando che la funzione esponenziale di base

o

b>0,b# 1l & invertibile ed ha come funzione inversa

il logaritmo di base b , si ha
t loga’ £l
a -1 _b B2 _ g b % .y
t t t
Abbiamo quindi
t-1 -
- b ogpa _ . bt logya _ 1
34) t(a) = lim ————= logya lim ————,
t>0+ t b 50+ t logpa

Dalla (34), ricordando il Teorema 8 del Cap.IL, si ha la
(33).

c.v.d.

Osservazione. Dal Teorema 8 si ha allora che il calcolo
della derivata della funzione esponenziale & riconducibile,
se si vuole, al calcolo di

t
t(10) = %i% EQ—E:—}— (su R - {0}

e al calcolo dei logaritmi decimali.

5. IL NUMERO e .

Dal Teorema 8 segue immediatamente l'esistenza di un
numero, che d'ora in poi indicheremo sempre con la lettera

e , per il quale si ha

11T



t(e) =1 .

11 numero e pud calcolarsi, grazie appunto al Teore

ma 8, con la formula

15) e = 10T(10) |

Dalla (35) e dalla definizione di 71(l0) si ha anche, te

nuto conto della continuitd della funzione esponenziale

36) e = lig 10" L s w100

. - 1 .
Componendo la funzione 1010 con la funzione
t = log10£l~+ ¢) definita per e > -1 , si1 ottiene la fun

zione

il 1
;loglo(l+e) =

F(e) = 10 T w (1 + &)
La funzione F(e) risulta definita per e > -1 ed &

decrescente, in quanto composta mediante la funzione

101:/@0t - 1)

log (L + €) che & crescente e la funzione
che & decrescente (essendo tAiOt - 1) decrescente). Tenu

to conto del Teorema 8 del Cap.II e della (36) si ha poi

1
37) lim (1 + g)* {(su R - {0}) = e
e>0
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Ricordando la definizione di limite per una funzione
si ha allora che e risulta essere anche il limite delle

successioni

O T . Y e L T

1
+ =
(1 . [1) n n n-1

le quali per la proprietd di decrescenza della funzione

mj—

(1 +¢e) risultanc rispettivamente crescente e decrescen

te. Abbiamo quindi

1 +
18] o= lin 00" = 1im Sy
oo e n
+1 +1 n+l
39) GEE—)H < @ < (EH—JH » ~ per ogni intero positi
vo 1n .
Dalla (39) si ha, ponendo n = 1
40) 2 <e <4
e con n = 10
41) 2,5937424601 < e < 2, 85311670611 .

Vedremo pili avanti un'altra formula che permatte di calco
lare i valori approssimati del numero e
Per quello che riguarda la derivata della funzione e
sponenziale di base e abbiamo allora, pef_la definizione
stessa del numero e
x

42) [D EX]X"X =g ° , per ogni x,€ R .
TG
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Dal Teorema 8 si ha poi
43) D a¥] = a'° log a
L Jx=x° B -
La (43) riconduce il calcolo della derivata della funzione

esponenziale al calcolo dei logaritmi in base e ; tali lo

garitmi sono anche detti comunemente naturali o neperiani

(da Nepero) e il numero e & detto anche numero di Nepero.

Per i logaritmi in base e di solito 1'indicazione della
base & omessa, anche noi nel seguito scriveremo log a per

indicare log.a .

6. DERIVATA DELLA FUNZIONE LOGARITMO.

Dalla (42) e dalla regola di derivazione della funzig

ne inversa si ha

1 1

) b1 - — = —
iy [oresxl [y] Vo
De e
Y=Yo

dove yo = log %X, . Quindi si ha

45) [D log x] -3 , per ogni x, > 0 .

X=X, Ko

Dalla relazione

46) log,x = logze log x
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si ha

47) [n 1ogax]x=x - U858 § 11 1
° a x, loga X,

per ogni x, > 0 .

Se a ¢ R la funzione
£(x) = a*
definita per ogni x > O pud scriversi
a log x
= e
e quindi, dalla regola di derivazione delle funzioni compo

ste e da quanto detto sulla derivata dell'esponenziale e

del logaritmo, si ha
a =
48) [b Xa]x=x = e log x» a,l— =x2 a x:1 = axf !

Tia fprmula (48) contiene le formule gid trovate per altra
via nel caso di a intero positivo, intero relativo e ra

zionale.
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TABELLA I.- Derivate delle funzioni pil comunemente usate.

y=fx) | y'=£'x) | v = £&) ] y' = £'(x)
n-1 1 X
y = %N y'=nx y = a¥ y' = a*-log a
= 1 b o = -2 e ' =_l_
y = y' = X y = log x v o
=% T y = sen x v' = cos x
¥y = y =
a , a-1 '
y =X y' = ax ¥y = cos X y' = —sen X
= X o= E = tg X L !
| ¥y = e y = e . Yy g ¥ Do T
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CAPITOLO IV

APPLICAZIONI DEL CONCETTO DI DERIVATA

1. DERIVATA NEI PUNTI DI MASSIMO E DI MINIMO.

Se f(x) & una funzione reale definita nell'interval

lo chiuso (a, b) e se f(a) & il suo valore minimo allo

ra si ha
f(a) < f(x) , per ogni =x ¢ (a, b) ,
e-quindi
1) —ESEA—:'ELEA-; 0, per ogni x € (a, b} - {a}

X — a

Dalla (1) segue allora che se f(x) ha derivata nel punto

a risulta necessariamente
2) D f(a) >0 .
Analogamente se f(b) & 1l suo valore minimo si ha

f(x) - £(b) .
—5=F &

0 , per ogni x € (a, b} = {b} ,
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e quindi se £ ha derivata nel punto b risulta necessa

riamente
3) DE(b) <0 .

Da queste considerazioni si ricava allora il

B

Teorema 1. Se f£(x) & una funzione reale definita su un
intervallo ehiuso (a, b) . Se in un punto c: a <c <b
la £(x) assume 1l suo valore minimo e se f ¢ dertivabl

le nel punto £ allora st ha necessariamente
4) Df(c) =0 .

Dimostrazione. I1 £(c) & anche il minimo fra i valori di
£(x) nell'intervallo (a, c) e poiche in tale intervallo

il punto ¢ & l'estremo destro si ha
5) Df(c) <0 .

11 valore f(c) & anche il minimo dei valori di  f£(x) nel

1'intervalle (c, b) , e poich& in tale intervallo ¢ &

1'estremo sinistro si ha
6) Df(c) > O

Dalle (5) e (6) segue allora la (4).

c.v.d.

Osservando che se una funzione ﬁ(x) ha valore massi
mo in un punto allora la funzione -f(x) ha valore minimo

nello stesso punto, si ha che vale anche 2 |
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Teorema 2. Se f£(x) € una funzione reale definita su un
intervallo ehiuso (a, b) . Se im un punto c: a <c <b
la f(x) assume 1l suo valore massimo e se £(x) & dert

vabile nel punto c allora si ha necessariamente

7) Df(e) = 0 .

-~

Una semplice ed utile conseguenza dei Teoremi 1 e 2 & il

Teorema 3 (di Rolle). Sia f(x) una funzione reale defi
wite in wn intervallo ehiuse (a, b) e dertvabile in ognt
punto di (a, b) . Se vale

f(a) = £(b)
allora esiste almeno un punto c: a < c <b tale che

Df(c) = 0

Dimostrazione. La funzionme f(x) avendo derivata in ogni
punto di (a, b) risulta continua su (a, b) e gquindi as
sume un valore massimo M e un valore minimc M .

Possono darsi due casi:

a) m=M , allora la funzione £(x) & costante su (a, b)
e quindi la sua derivata & nulla in ogni punto di (a,b).

=

In questo caso la tesi del teorema & evidentemente vera.

b) m < M . Esistono allora almeno due punti X, xze(a,b)
distinti tali che

fx)) = m , flx,) =M.
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Poich&é f(a) = £(b) , necessariamente almeno uno dei
due punti x;, x, & distinto da a e b . In tale punto
allora, grazie ai Teoremi 1 e 2, la derivata della f(x) &
nulla.

c.v.d.
Una conseguenza immediata del Teorema di Rolle & il

Teorema 4 (di Cauchy). Se f£(x) e g(x) sono due funzio
ni reali definite in un intervallo ehiuso (a, b) , allora

esiste almeno un punto c: a ~ c < b tale che
Df(e) [g(d) - g(a)] = pgle) [£(b) - f(a)] .

Dimostrazione. La funzione

F(x) = £(x)[gd) - ga)] - gx)[£(b) - f(a)]
& definita in (a, b) ed & derivabile in ogni punto di

(a, b) . Per essa vale inoltre
8) F(a) = £(a) g(b) - g(a) £(b) = F(b) ,

e quindi, per il Teorema di Rolle, esisterd almeno un pun

to c: a<c <b per cui vale
DF (¢) = DECe) [g(b) - gla)] - Dgle) [E(b) - £(a)] = 0,

cioé la tesi.

c.v.d.

Corollario (Teorema del valor medio). Se £(x) & una fun

zione reale definita su un intervallo chiusc (a, b) , al
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et

lora esiste almeno un punto c: a < ¢ < b tale che
f(b) - £f(a) =D f(c) (b - a)
Dimostrazione. Basta applicare 1l Teorema di Cauchy alle

funzioni f(x) e g(x) = x .

c.v.d.

2, APPLICAZIONI DEL TEOREMA DEL VALOR MEDIO

Esercizio. Si voglia calcolare in maniera approssimata il
numero Y17 .

La funzione f(x) = Y& ha derivata in ogni punto x>0
e quindi ha derivata in ogni punto dell'intervallo (16, 17).
11 teorema del valor medio assicura 1l'esistenza di un punto

c: 16 < ¢ « 17 tale che

w3
9) YT - Y6=0 () =5 e b

=1

Dalla (9) si ricava allora
1, =3 1
10) 2=%_6<'i7’1_<”6+z(l6)“=2+3—2=2,03125!
Teorema 5. Se una funzione £(x) definita in un interval

lo chiuso (a, b) ha derivata positiva in ogni puntc di

(a, b) , allora f(x) & crescente in (a, b)

Dimostrazione. Siane =x;, x, due punti qualunque di (a,b)
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con X, < X, - 11 teorema del valor medio assicura 1'esi

stenza di un punto & , x; < & < X tale che
11) £(x,) - £(x;) = D £(8) (x, = %)
Essende Df(£) >0 e X, > X, dalla (11) si ricava
12) £(x,) > £(xp)

Poiche la (12) vale per ogni coppia di punti x,, x, di
(a, b) con x| < Xp » si & cosi provato che la f(x%) =]
crescente in f(a, b).

c.v.d.

.

Allo stesso modo si prova che una funzione che abbia
derivata negativa in ogni punto di un intervalle & decre
scente nell'intervallo, una funzione che abbia derivata
non negativa in ogni punto di un intervallo & non decrescen
te nell'intervallo e una funzione che abbia derivata mnon
positiva in ogni punto di un intervallo & non crescente nel
1'intervallo.

E' percid anche vero che una funzione che abbia deri
vata nulla in ogni punto di un intervallo & costante nello

intervallo.

3. DERIVATE SUCCESSIVE.
Se una funziome f(x), definita in un intervallo chiu
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so (a, b) , & derivabile in ogni punto di (a, b) allo
ra sull'intervallo (a, b) pud essere considerata la fun
zione che in ogni punto assume il valore della derivata
della funzione f£(x) calcolata nel punto. Tale funzione
verri detta derivata prima della funzionme £(x) e verrd
indicata ancora con uno deil simboli

. af
DE(x) , £'(X), o

Se a sua volta la funzione D f(x) & derivabile in un
punto x, , 1l valore di tale derivata verrd indicato con

uno dei simboli
d2f
D?_f(xa) 3 f”(XD) s Eé—(xc) ’

[sz(x)] , [f"(x)] , [51_22} )
X=X, X=X, dx“IX=%,
verrd detta derivata seconda della funzione 2l (5:4) [

Se la derivata seconda di £(x) esiste in ogni punto
x di (a, b) possiamo considerare la funzicne che in ogni
punto di (a, t) assume 1l valore della derivata seconda
della funzione £(x) , e questa funzione verrd indicata
con uno dei simboli

d4f

D2E(x) , £'X) . o

Si capisce cosi cosa intenderemo, per n intero posi

tivo qualunque, per derivata n-esima di una funziome f(x)
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in un punte X%, e questa verrd indicata con uno dei simbo
11 seguenti

n
an(xo) ’ f(n)(xo) s %;E(xn) 4

d“fJ
dx ) x=x,

[P0 [fm@]

X o

X=X¢

Se la derivata n—esima di £(x) si pud calcolare in
ogni punto di (a, b) possiamo considerare la funzione che
in ogni punto di (a, b) ha come valore il valore di tale
derivata, e tale funzionme verrd indicata con uno dei simbo
11

dif

pRf(x) , £(™(x) , o0

Diremo che una funzione £(x) definita in wun inter
vallo (a, b) & derivabile n volte se esistono in (a,b)

le funzioni’

Df(x) , D2f(x) , ... , D"E(x)

4. FORMULA DI TAYLOR.
Se n & un intero positivo con n! intenderemo indi

care 1'intero che si ottiene facendo il prodotto degli in

teri 2, 3, 4, ..., n; si conviene inoltre che
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Teorema 6. Se f(x) & wuna funzione reale definita su un
intervallo chiuso (a, b) ed ivi derivabile n volte, al

lora esiste almeno un punto e: a < c < b tale che

a2
13) £(b) - [f(a) + (b-a) DEf(a) + iEEEQ—DZf(a) £ e
=] n
(b—a)n n-1_ . (b=a) n_,
bt D f(a)] = S50

Dimostrazione. Per n =1 la tesi & quella del Teorema
del valor medio, e quindi & vera. Per verificare che la te
si & vera per ogni intero n positivo basta verificare che
supposta vera per n-l essa vale per u .

Applicando il Teorema di Cauchy alle funzioni

Ge=a)™ " o=

1
() - f£(a) + (x=a) DE(a) + ... 4 —uyD £(a)]
e x-a)"
si ha che esiste x;: a < x; <b tale che
n-1
b- =1
14) {f(b) = [f(a) + (b-a) Df(a) + ... + £z;%%3T—Dn f(a)l}

(b-a)"{DE(x,) - [DE(a) + (x,-a)D2f(a)+

. n(x1—a)n-
n;Z
- -1
L(_z_;_D £()]}

cioé
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n—-1
b- -1
£l = [f(a) + (b-a)Df(a) + ... * £E;%%ST—DH f(a)]
15) (b—a)™ )
(x —a)n_2 n-1
DE(x,) - |DE(a) + ... * _L___(n—Z)! D f(a)]
~B (xl—a)n—l :

Poiché si & supposto che la tesi del teorema valga per n-1
scrivendo tale tesi per la funzione Df(x) nell'intervallo

(a, xy) si ha che esiste c¢: a < c < x; tale che

n-2
e, _]_ )
16) DE(x;) - EDf(a)+(x1-—a)D2f(a)+...+(—}(51]1_—§;—!—Dn £(a)] =
(x —a)n_l n .
o AR
=Y D f(c) .

Dalle (16) e (15) segue allora la (13).
c.v.d.

Osservazione. Vale anche la formula che si ottiene dalla
(13) scambiando a con b . Per questo in generale la for

mula di Taylor viene scritta nel modo seguente

sz(xl) + ..t

e 2
£(x,)) - [E(xy) + (x,7x))DE(x)) + Lf;ifll_

(x5—x )n-l n-1 (x,=-x )n n
#2227 T e y)] = 2D EG + etk )

(n-1)!

dove .0 & un opportuno numeroc verificante: 0 < p < L .

e
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Esercizio. Calcolo approssimato di Y17 .

Dalla formula di Taylor si sa che esiste c: 16<c<17

tale che
Y YIE + =(16 %2 % 21 A
1 7 - £z - = = c
2 ol 3219 646
Dalla (17) si ricava allora
1 3 1 3 21
2+ = - < W17 < 2 +— -
32~ 32.128 32 32-128 @ 64+6-128-16

e quindi anche
2,030506 < A7 < 2,030546 .

Applicazione. Calcolo approssimato del numero e .

Dalla formula di Taylor si ha che per ogni interoc =n

esiste un punto x,: 0 < x < 1 tale che
.
11 it >
18) e = (14 L4x #= % ,i ¥ y e,
2 31 (n-1)! n!

Dalla (18) e dalla (41) del Cap.IIL si ha allora che vale,

per ogni intero n

1 1 1 1 3
19 2+ =+ a0 +— o e -_
) 2 " -t ~ ¢ ° 2 Yyt | on!

Dalla (19) ponendo n = 6 si ha
20) 2,7177777 < e < 2,72194444
Sempre dalla (19) si ricava anche
21) e = lim (2 + = + .. + E—) .
o 2

nl
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CAPITOLO V

LIMITI INFINITI E SERIE NUMERICHE

1. LIMITI INFINITI.

Definizione 1. Una successione a_  tende a += (pid in
finito) ee per ogni mumero reale p 8T pud trovare un nu
mero v tale che

ap > P, perogni n > v .

Questo fatto verrd espresso scrivendo

lim a. = +w
e L $

Esempio. 1lim (3n + 7) = += .,
I

Infatti fissato p perché risulti
3n + 7 > p

basta che n verifichi la

e cloé basta scegliere v = (p - 7) : 3
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Definizione 2. Una successione by tende a -~ (meno in
finitc) se per ogni numero reale q si pud trovare un nu
mero v tale che

by, <4 » per ogpﬁ n> v

Questo fatto verrd espregso serivendo

kip oo -
Esempio. Lim (5 = 7n) = == .
n-re
Infatti, fissato gq , perché risulti
5 —-7n < ¢

basta che n verifichi la

>5_q
n > —
7
. : 5- 4
e ciod basta scegliere Vv = 2 .
Osservazione 1. Se si ha
1) %i& a, = *= i
allora si ha anche ?
{
lim —a_ = —=o .
2) niﬁ n

Infatti fissato gq , poiché vale la (1), esiste v tale
che aj > -q¢ , per ogni n > v , e quindi anche -ap < 4 |

per ogni mn > v
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Poiché v pud determinarsi per ogni scelta di q ,
la (2) risulta cosl provata.

E' vero anche, e i prova allo stesso modo, che la (2)
implica la (1).

Dalle Definizioni 1 e 2 e dalla Osservazione 1 si ri

cavano le seguenti proprietd, la cui verifica lasciamo per

esercizio al lettore.

Proposizione 1. Siano a, e ¢ due successiont e sia

%ig a, = +» , a, <cy per ognt n .

Allora & anche

lim ¢y = += .,
nre

Proposizione 2. Siano b, e d due successioni e sia

n

%ig b, =-=, by2d, per ognt 1 .
Allora si ha

Lim dy = = .

Proposizione 3. Siano a, e b, due successioni e sia

lim ay = +
n+ e n i

ed esista v tale che
a, = b, per m>wv.
Allora st ha

lim by = +
e
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Proposizione 4. Siamo ¢, e d, due successioni ¢ sia

lim ¢, = —=
n=-o n ?

ed esista v tale che

ey = dy per ogni m o> Y
Allora é anche

lim d, = —= .

e

Le Proposizioni 3 e 4 mostrano come anche per i limi
ti infiniti sia vero che il valore del limite non & modi fi
cato dal modificare un numero finito di termini della suc
cessione.

Cosi come abbiamo chiamato convergente una successio
ne avente limite finito, intenderemo per divergente una suc

cessione che abbia limite += o —= .

2. SUCCESSIONTI ESTRATTE.

Nello stesso modo usato per le successioni convergen

ti si prova la

Proposizione 5. Se a, & una successione divergente e se

b, & una qualunque successioneg estratta dalla ap allora

n

anche la by & divergente verso lo stesso limite.

Vale anche il teorema seguente, che non dimostriamo.
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Teorema 1. Da ogni successione a 81 possono estrarre

n
successioni aventi Limite (finito o infinito). Se la suc

cesstone a

o non ha limite, da essa st possono  estrarre

successtoni aventi limiti differentti.

Osservazione 2. Il Teorema 1 & una generalizzazione del
Teorema 16 del Cap.I. Per questo basta oskervare che se u

na successione limitata ha limite allora essa & necessaria

mente convergente, cioé ha limite finito.

3. OPERAZIONI ALGEBRICHE SUI LIMITI INFINITI.

Teorema 2. Siano a, e b, due successioni tali che

n
%ig ap = *® , by s per ognt m .

Allora st ha

%32 (ap + by) = += .

Dimostrazione. Per ogni numero p esiste v tale che

3) a. >p-8s, perogni n> v .

n

Dalla (3) e dall'ipotesi fatta sulla b, si ha

4) a, +b,>p~-s+s=p, per ogni n > v .

n

Poiché v pud essere determinato per ogni scelta di p ,

si & cosi provata la tesi.



Osservazione 3. Per 1'Osservaziome 1 si ha che vale anche

se lim a, = -= b. < s er ogni n
2 s T = P g s
allora
lim (a. + b_) = —= ,
e ] n’

Osservazione 4. La tesi del Teorema 2 vale in particolare

se le successioni a, e by verificano le ipotesi

n

i) %ig a, = += , %ig bn =r &R,
oppure

ii) éig a, = & 4 %ig by 2 9 .

Nulla pud dirsi invece nel caso in cui la successione aj

diverga a += e la successiome by diverga a -« .

Si ha infatti

ap=n+1, by=-n s ap *t b, = g =+ 1
ap = n s By = -n? , ag + by =mn-n? e
= n? by = ~ + = n2 - +
an n s by n s 8n bIl n n -+ +w
= = (=1)0 — = (=10 Inde
ap =n s B = BL) n, a,*by (-1)™ indeterm.

11 fatto che nulla possa dirsi per quanto riguarda il limi
te della successione a, + b, nel caso in cui sia

lim a_ = +w lim b_ = -
e I ' e 1

si esprime anche dicendo che la forma
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o b (=)

é indeterminata.

Teorema 3. Se le successioni a, e b, verificano le t

n n
potest
5) a, >2p >0, perogni n,
6) %ig by = Fe
allorg st ha
7) %i& aby = += ,

Dimostrazione. Fissato q ¢ R possiamo determinare, gra

zie alla (6), un v tale che valga
8) by > |a|/p , per ogni n > v .
Dalle (8) e (5) si ha allora

lq]
P

9) ap by > s p>gq, perogni m > v

Poiché v pud trovarsi per ogni scelta di q la (7) risul
ta cosl dimostrata.

c.v.d.

Osservazione 5. La (7) vale anche nel caso in cui 1l'ipote

si (5) venga sostituita con

10) lim a, > O .
e
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Infatti se vale la (10) esiste certamente un numero

positivo p e un numero v tali che
11) ap > p , per ogni n > v

La (11) & sufficiente a sostituire la (5) nelle ipotesi del

Teorema 3 quando si ricordi che vale la Proposizione 3.

Tenuto conto della Proposizione 3 e dell'Osservazione 1

possiamo riassumere i risultati riguardanti il prodotto di

due successionl nel seguente quadro:

Ipotes1 Tes1
lim a, > O lim b, = +w lim ap b, = +=
e O N3 D e B
< 0 4o —co
> 0 —o0 —oo
< 0 —00. +oo

Resta fuori dal quadro il caso

%ig an =0, %_]‘_}2 bl’l = oo (—oo) .

In tale caso infatti nulla pud dirsi circa il limite della
successione ay by » potendosi facilmente costruire esem
pi in cui tale limite ha valori diversi o addirittura non
esiste. Questo fatto si esprime dicendo che le forme

0 - (+W) ] 0 - (—m)

sono tndeterminate.

Per il quoziente basta al solito considerare il com
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. 1 ; ;
portamento della successione ~— . Abbiamo visto che se

bp

b, # 0 perogni n e se %ig b, =1r#0, allorae

lim = =

1 1
n>e. bn T

mentre non si poteva dire nulla nel casc in cui ¥ =0

Effettivamente questo casc pud rappresentare varie soluzio

ni, ad esempio

1
lim - = 0 lim n = +=
nFe n S
. 1 ; .
lim -=— =0 , lim —n = == ,
; -1t - ..
11m-£——2—-= 0, (-1D™ n non ha limite

e N
Vale perd il seguente

Teorema 4, Se b, # 0 per ogni n e se e

e ™ 0
allora si ha
i 1
lim F——| = 4o,
n+x bn

Dimostrazione. Dall'ipotesi si ha che per agni pg& R ¢

siste v tale che
per ogni n > v ,

] 2 s
lp| + 17

e quindi si ha anche
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|%;“ >|P\ +#1>p, perogni mn=>wv
n

Poiché v pud essere determinato per ogni scelta di p ,
la tesi risulta provata.

c.v.d.

11 fatto che per una successione a, si abbia

%iﬁ lag| = +=

si suole esprimere anche scrivendo

lim ap = @
nre ol

Dal Teorema 4 e dal suo inverso, che & anche vero, e si di

mostra allo stesso modo, si ricava il seguente enunciate

Teorema 5. Se b, # 0 per ogni n, allora si ha

1im by = O
e
se e solo se
-
lim — = = .,
neo n

Dal Teorema 5 si ticava allora facilmente il comporta
mentc della successione an/bn anche in alcuni casi in cuil

i limiti delle successioni a, e by siano infiniti o ze

ro. Restano indeterminate le forme del tipo

g
0

818
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4, SUCCESSIONI MONOTONE.

Teorema 6. Se la successione a, & non decrescente e nown

¢ superiormente limitata allora si ha .

lim a, = +=
free D

Dimostrazione. Poiché a, non & supericrmente limitata ,

per ogni p e R esiste me N tale che

12) a, > p .
Essendo poi la a, mnon decrescente si ha _

13) a  z @y, per ogni mn > W .
Dalle (12) e (13) segue allora

14) a, > P , perogni m > m .

Poiché m pud essere determinato per ogni scelta di p ,

la tesi risulta provata.

c.v.d.

Allo stesso modo si dimostra che vale il

Teorema 7. Se la successione a, € non crescente e non

& inferiormente limitata allora si ha

lim a_ = —
nre O ’
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5. LIMITI PER LE FUNZIONI.

Definizione 3 . Diremo che una funzione f£(x) reale ede

finita su un insieme E<R tende a += per x tendente

a x, su E , e scriveremo

lim f(x) (su E) = +»
XX, .

se per ogni successione x, di punti di E che converga
a X, 81 ha

lim £(x,) = += .

nrw

Analogamente per il caso di limite -= . Dalla Definizio
ne 3 e dalle proprietd dei limiti delle successioni si ri

cavano le analoghe proprietd per i limiti delle funzioni.

Definizione 4. Diremo che una funzione reale f£(x) defini
ta su un insieme EC R, <l quale non sia superiormente

limitato, ha limite % per x tendente a +* su E, e

seriveremc

lim f(x) (su E) = g,
Xrteo

ge per ogni successtone %, di punti di E  divergente a

+o 37 ha

Ha Fo) = .
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Analogamente si dd la definizione di limite per x
tendente a -= .

Anche per quest'ultimo tipo di limite si provano le
proprietd dei limiti riconducendo le dimostrazioni alla ve

rifica delle stesse proprietd per il limite di successioni.

6. SERIE NUMERICHE.

Accanto ad una successioni di numeri reali

@) 5 By 5 sevee 5 Ay s e
possiamo considerare la successione, detta delle somme par
2talt,

81 = a1, S = aytaz, ... 4, S, = ayta,+ ... *ap g ww

cioé&, usando una notazione pil compatta,

Si possono dare le quattro eventualita
i) La successione s, & convergente verso un numero reg R

ii) La successione s, & divergente verso += .

iii) La successione sp € divergente verso -«

iv) La successione s, mnon ha limite.

Nel primo caso diremo che la serie
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o

v.a
n=]l B
& convergente e scriveremo
-
T. a, =1 .
n=1 0

Quando si verifica uno dei due casi ii), iii) diremo che

la serie

x X
n=1 4n
e scriveremo

s . v
I ay = +=, nel caso ii),
n=1

@« o o @
n§1 Big, = nel caso iii).

Infine nel caso iv) diremo che la serie

o

a

n=1 B

& indeterminata, e ad essa in questo caso mon associamo nes

sun valore.

L'interesse sard centrato sui casi i), ii), 1ii) e poi
in particolare sul caso i). Stabiliremo percid dei criteri
che permettano di decidere il verificarsi per una serie di

una delle eventualitad i), ii) , iii).
Cominciamo col dare alcuni esempi.

Esempi. 1) Serie geometrica.

Fissato a &€ R consideriamo la serie

142

0 n-1
L.ooa
n=1

che viene detta serie geometrica di ragione a .
I1 carattere della serie geometrica, cioé la sua ap

partenenza ad una delle classi i), ii), iii), iv) dipende

dal valore della sua ragione e si ha precisamente

a=11: siha allora a 1 per ogni n e quindi

g i-1 )
L_a = n, per ogni n ,

1

i
e quindi in tale caso la serie geometrica diverge

verso +® .

a# 1l : in questo caso si ha

0 i-1 1 - al .
o a = ﬁ, per ognl n ,

oS . = 1 .
e quindi risulta che la serie Zl a appartie
n= =

ne alla classe ii) se a > 1 , appartiene alla
: : . - 1
classe 1) e 11 valore ad essa associato e T
- a
se -1 <a<1l, infine appartiene alla classe
iv) se a £ -1 .

]

Osservazione 6. La serie L, Ppaj che si ottiene molti
n= ==

plicando per uno stesso numero gli elementi di una serie

oo - -
El a, ha lo stesso carattere di questa (& ovviamente da
n=

escludere il caso p = 0) e si ha, per quanto riguarda i
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valori associati alle due serie, la eguaglianza

r a., =
Y Pay P

18
'8

n=1 D

Osservazione 7. Date due serie non indeterminate

(=e]

i1 ®n 0 gk Po

escludendo il caso in cui una valga +«= e l'altra -e=, si

ha che la serie ;1 (ap + b

) risulta anche essa determi
n= =

n

nata e vale

I (ap +by) = n£1 ap *+ ngl bn *

o0
Osservazione 8. Siano L@ E, b, due serie e sia v

tale che

=b, perogni n>v.

o«
Allora se la serie E} a, & convergente tale risulta an
n= 1L

o0

(e o]
che la serie nzl by, » se la serie ngl a, @& divergente

a +» (-=), 1lo stesso pud dirsi per la serie 21 b, ed
ne

ed infine se la serie Zl a, @ indeterminata tale & an
n= =

che la serie . b

n=1 o °
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7. SERIE ASSOLUTAMENTE CONVERGENTI.

Poichg la successione delle somme parziali di una se
rie a termini di segno costante & monotona, abbiamo che per
questo tipo di serie pud verificarsi solo la convergenza o
la divergenza (a += se si tratta di serie a termini posi
tivi, a -=» se si tratta di serie a termini negativi).

Ha interesse percid associare ad una serie a termini
di segno variabile una serie a termini di segno costante,
il cui comportamento sia legato a quello della prima serie.

o 0
Alla serie §_ a_ associamo la serie z |a
n=1 o n=1

cui termini sono i valori assoluti della prima serie. Vale

allora il seguente

oo
Terorema 8. Se la serie L, |a,| & comvergente,.. allora
ti=

oa

anche la serte L 4n & convergente e st ha

oo oo
1'151 an <= ng |an] *

1

Dimostrazione. Sia

-]

El |an| =P,

Per ogni h poniamo
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by, = max (ap, 0)

]
I

Ch min (ah, 0) R

Avremo allora, per ogni h ,
15) a, = bh * 5
16) lahi =by, - cp -
Poiché vale
0 < by ;:{ah| , per ogni h ,

avremo che la successione

n

ni1 Pn

che & non decrescente verifica
n n .
L. bp = h§1 ‘ah! £ T , per ognli 1n ,
e quindi risulta convergente e si ha

17) 0 I bp=t'2r

h
Poiché vale poi

0

Iv

ey 2 —|ap| » per ogni h,
avremo che la successione

£ c
h=1 h

che non & crescente, verifica

0> % g 5-% la | 2 -r er ogni n
Zpkp Ch =i Pl =70 P -
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e quindi risulta convergente e si ha

ey = il W <

lics 8

18) 0 ;’h 1

Dalla (15) e dall'Osservazione 7 si ha allora che la serie

==}

L. a & convergente e vale
hE1 B 8

hzl B = yly BB ILoep=t'#x", crgrflar

Se si pone allora la seguente

o0

Definizione 5. Una serie WLy @h dicest assolutamente con

vergente se é conmvergente la serie

o«

hE1 lan|

i1 Teorema 8 stabilisce che: ogni serie assolutamente con
vergente é anche comvergente. Non vale perd _la proprieta

inversa, come faremo vedere pili avanti con un esempio.

Teorema 9 (Criterio del -~corfronto). Se le serie

ficg

= = b
h € pZy Ph

h=1

verificanc la

19) Iah| < {th , per ogni h ,

allora si ha
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oo
g quindi se la serie Zlbn ¢ gssolutamente convergente e ri
n= =

(==}

sulterd tale anche la serie nE1 2n
Dimostrazione. Basta osservare che la (19) implica

n .
20) hgl |ah| ;=h£1 lbhl , per ogni n ,

e nella (20) passare al limite.

c.v.d.

Teorema 10 (Criterio del rapporto). Se per una serie asse

o

nata L. a, esiste un numero reale positive k <1 ‘e
g =1 h p

h

un intero n tali che

21) Jfg_;H <k, per ogni h>n,

allora la serie hEl a, € assolutamente convergente.

|2n+1 |

n+1l
k

Dimostrazione. Poniame p =

Avremo allora dalla (21)
h i
|ah| <pk ,perogni h>n.

Quindi i termini della serie hgl P K maggiorano i corri

spondénti termini della serie hgl |ay,| a partire dallo
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(n+l1)-esimo.
Tenuto conto dell'osservazione 8, del criterio del con

o0

fronto e del fatto che la serie hzl P kh é cdnvergente,

essendo 0 < k < 1 , si ricava la tesi.

(T 4

Teorema 11 (Criterio della radice). Se per una assegnata
serie hgl ay estete un numero reale positive k<1 e

ﬁn n talt che

h
22) |ah} £k, perogni h>n,

oa

allora la serie h§1 a, €& assolutamente convergente.

Dimostrazione. Dalla (22) si ricava
h ; )
}ah| <k , perogni h>n,

e quindi si possono ripetere le considerazioni fatte per

dimostrare 1l Teorema 10.

c.v.d.

Osservazione 9. L'ipotesi del Teorema 10 & verificata se

esiste il
ﬁim [fhill =q < 1 .
hrasd ah

Analogamente la tesi del Teorema 11 & verificata se esiste

il
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. h
i& Vfah\ =qa < 1

8. SERIE A TERMINI DI SEGNO ALTERNO.

o]

Teorema 12. Se la serte hzl a;, verifica

23) ay ap4; 20, per ogni h,

e se la successione |ay| & non crescente ed ha limite 0

00

allora la serie hgl.ah € convergente.

Dimostrazione. Possiamo supporre che sia
a; 20

e quindi non siano negativi i termini di indice dispari e
non positivi i termini di indice pari. Distinguiamo allora
le somme parziali di indice pari
i) = 2% a

2n  h=1 h
da quelle di indice dispari

2%+1
hil ay -

s
2n+1

Per le prime si ha

+ =
S2n+2 SZn a2n+2 a2n+l

8, ol ¥ lay b
20+2 2n+1

e quindi per 1'ipotesi di non crescenza fatta sulla succes

sione [ah[ si ha che la successione a; & non decrescen
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te.
Per le somme parziali di indice dispari si ha
s -s =a _+a _=la_|-]a |
2n+3 2n+l 2n+3 2n+2 2n+3 2n+2
e quindi la successione a risulta non crescente.

2n+l
D'altra parte vale

24)

> 0 1
52n+l Szn a2n+l Z » Dper ognli n ,

da cul tenuto conto del carattere monotono delle ‘due suc

cessioni s s1 ricava

e
i o

25) s, 2

om per ogni m e h

s
2h+1 ’
Esisteranno percid finiti i limiti

lim s =r, lim s =rxr'
ne  2n n>>  2n+l ’

e dalla (24) si ricava

[ = . =
26) r r %ig a2n+1 o .

Quindi le due successioni s hanno lo stesso

e s
2n 2n+1
limite, e questo implica allora che la successione s_ ha

come limite il valore comune ai due limiti.

; ; 1 - . ..
Esempio. La serie Zl (—l)n - wverifica le "ipotesi del
n= n

Teorema 12 e quindi risulta convergente.
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= ]

0o
La serie z

1 che si ottiene prendendo i valori as
a 8

A o . © 1 i i
soluti dei termini della serie Zl (-1)™ = verifica
n= n

2?*1 1 on, 1 1
- > - = =
h = F1 2
h=2"+1 2"
e quindi
S ., = 2" 1 ¥ 1o
2" fe1h 2 7
i1 i T 1 diverge v +
rec serie = diver rso +o
per cui la seri i1 E ge ve
. & h 1 ; .
La serie h§1 (-1) i fornisce pertanto un esempio di

serie convergente ma non assolutamente convergente.

9. SERIE DI TAYLOR.

Dalla formula di Taylor provata nel Cap.IV si ricava
no alcune identit3 che possono essere viste come valore di

alcune serie particolari:

= xB X i

nEO_;? = |t g ' per ogni x ¢ R ,
Zn+l

i n % = v

néo (=1 _TEE:ITT = sen x , per ogni x € R ,
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2n
oo nx
-1 —_— = c0S X er
afo OV @ . P
2n+1
b L sen hx per
n=0 (2Zn+1)! ’
2n
E - = cos hx per
n=0 (2n)! ’
o0 +]_ n
-1 I = log(l4x) per
n=1 n
x2n+l
™ n
niO (-1) T arctg x , per

x = -1 si ricava

. i
m E etk g, 9
Dalla (27), facendo n = 3 , si ricava
L1111
2 6 24 120 6 24
cioé
2,716 < ;22 < < l%%—- 2,727

ogni

ogni

ogni

ogni

ogni

X &€ R,

lxl < 1.

Esempio. Dalla prima delle eguaglianze ora scritte,ponendo
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CAPITOLO VI

L "INTEGRALE DI RIEMANN

1. MISURA DEGLI INTEGRALI.

Se con T si indica 1'insieme di numeri reali

{x; a

[~

x < b} , «ciog 1l'intervallo chiuso [a , B]
diremo misura di T il numero b-a e lo indicheremo con
mis T .

La stessa misura viene attribuita agli insiemi che si

ottengomo da T togliendo uno dei due punti estremi a, b

o entrambi.

Una proprietd immediata della misura degli intervalli

ora definita & espressa dalla seguente

Proposizione 1. Se lL'intervallo T & unione di un numero
finito di intervalli Tp, Ty, «ves T s 1 quali abbiano a
due a due a comune al pii un punto, allora st ha la rela

zione

mis T = mis T; + mis T, + ... + mis Te
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La dimostrazione di questa proposizione & lasciata per

esercizio al lettore.

2. FUNZIONI COSTANTI A TRATTI.

Una famiglia di funzioni per le quali 1'integrale si
pud definire in maniera molto semplice & costituita dalle
funzioni costanti a tratti, la cui definizione precisa &

la seguente.

Definizione 1. Diremo costante a tratti una funzione rea
le definita su un intervallo la quale assuma un numero fi
nito di valori e abbia al pinl un numero finito di punti di

discontinuitd.

Dalla Definizione 1 e dalle proprietd delle funzioni
continue si ricava che la somma e il prodotto di funzioni
costanti a tratti sono ancora funzioni costanti a tratti e
lo stesso pud dirsi per il quoziente se la funzione al de
nominatore assume valori tutti diversi da zero.

La proprieta delle funzioni costanti a tratti che per
mette di definire per esse immediatamente 1'integrale & da

ta dal seguente

Teorema 1. Se f(x) € una funzione costante q tratiti de

finita eu un intervallo |[a, b] allora ei possono trovare
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un numero finito di punti ag = a < a; < ap < ... <a, =b
tali che

, per ogni x: a, < X < a, .

f(x) = cost. = c;: -1 :

1

Dimostrazione. Indichiamo con a;, a,, ..., & 4 gli e

ventuali punti di discontinuitd di £(x) 'interni all'in
tervallo [a, b] 7
Si tratta di verificare che se x, x' sono .una cop

pia di punti interni ad uno degli intervalli [ai-l’ ai] 5

allora la funzione f£f(x) assume lo stesso valore in essi.
Per questo si osservi che la funzione £(x) deve risulta

re continua nell'intervallo di estremi x, x' ed allora

se assumesse valori diversi nei due punti x, x' dovrebbe
assumere anche tutti i valori compresi fra i valori . £f(x)
e f(x') e quindi infiniti valori. Ma questo & contro 1'i
potesi che la funzione assuma solo un numero finito di va

lori, e quindi deve essere

f(x) = f(x")

Poniamo allora la seguente

Definizione 2. Se £(x) & una funzione costante a trattl

definita nell'intervallo T = [a, b] . Se a,, dgseeesd )

sono 1 punti di discontimuita di T(X) <interni all'inter

valle [a, b] e se indichiamo con Ty, Ty, +vv, T, gl in
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tervalli [a, al] 3 [al, az], L [an_l, b] e con ¢, Lo

unico valore assunto dalla f£(x) all'interno dell'interval

Lo .Ti (per i=1, 2, ..., n), allora diremo cEintegrale

della ‘£(x) esteso all'intervallo T ¢l wnumero

I 1
—

c, mis T,
1 1
e lo indicheremo con uno dei simboli

a
Lﬂ@dx,ff@)@.
b T

Osservazione 1. Se c, > 0. _allora. c. mis T, ‘rappresenta
T X N

l'area.del rettangolo

{(x, y) ; x€T,, 0<yzc,l,
i i 5

I~

e quindi se la funzione £(x) assume solo valori positivi

l'integrale

‘ f f(x) dx
T

rappresenta 1l'area della regione del piano che si ottiene

facendo 1'uniome dei rettangoli

{(x, y3 €T, , 0<yzec,}, per 1 =1, 2, cessni

In generale 1l'integrale

[ £(x) dx
T

rappreéenta la differenza delle aree delle due regioni, la
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prima delle quali & 1'unione dei rettangoli

{(x, y) 5 x¢€ Ti s 0y s Ci} , con ¢, >0

e la seconda & 1'unione dei rettangoli

{(x,y) s xel, , ¢ 2YZ2 0} , con g S 0

Osservazione 2. Nel caso particolare in cui 1la funzione
f(x) sia costante, cioé assuma un solo valore c¢ nell'in
tervallo T , si ha

[ £(x) dx = c mis T .
T

Altre proprietd dell'integrale delte funzioni costan

ti a tratti si ricavano dalla seguente

Proposizione 2. Se £(x) ¢ una funzione costante a “trat

ti definita nell intervallo [a, b] , allora st ha

b w
f f(x) dx = %_i;&}u s ag%s&b f(is) (%)
G 1

La verifica di questa proposizione & lasciata per e
sercizio al lettore, cosi come le conseguenze che da essa

si ricavano e che sono le seguenti:

Proposizione 3. Sz £(x) e g(x) sono due funsgtoni co

stanti a tratti definite nello stesso intervallo T e ge

agisc o1 e o
(%) I1 simbolo 52 § sta ad indicare che la somma € este
1

sa a tutti gli interi i tali che is > a e is < b, cioé

¥ 5 ou a . b
agli interi 12 - e 1 < = .
=s s
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81 ha
f(x) < g(x) , perogni xe T,

allora risulta

J £(x) dx [ 8(x) dx
T T

i~

Teorema 2 (Teorema della media). Se f£(x) €& una funsione’
costante a tratti definita nell'intervallo T e se si ha,

per cy € Ccy € R

fI~

ey f(x) <c, , perogni x €T

allora risulta

c; mis T £ f f(x) dx 2 ¢, mis T .
T

Proposizione 4 (Proprieta distributiva). Se £(x) e g(x) so
no due funzionti costanti a tratti e definite nello :stesso
intervallo T , e se A e u sono numert reali allora si
ha 1'eguaglianza

f (xf(x) + ug(x)) dx = Af f(x) dx + uf g(x) dx .

i T T
Proposizione 5 (Proprieta additiva). Se f£(x) & una fun
zione costante a tratti definita nell'intervallo [a, b e

se ¢ & un punto interno all'intervallo |a, b] allora st

ha

[PEG) de = o) as f’f(x) dx .
a a :
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3, TNTEGRALE SUPERIORE E INFERIORE.

FUNZIONI INTEGRABILI SECONDO RIEMANN.

Per ogni funzione limitata f(x) definita in un in
tervallo T = [a, b] possiamo porre le seguenti definizio
ni
Definizione 3. Divemo integrale superiore di £(x) este

so all'intervallo T 11 numero, che indicheremo con

n n b
f f(x) dx oppure con f f(x) dx
T a

e che é definito da
n .
f f(x) dx = inf{f h(x) dx ; h(x) costante a tratti,

T T
h(x) » £(x) per ogni =x¢ T}.

Definizione 4. Dinemo integrale inferiore di f(x) este

so qll'intervallo T it mumero, che indicheremo con

1f f(x) dx o) fb f(x) dx ,
T a

e che é definito da

' 3 .
f'f(x) dx = sup{f k(x) dx ; k(x) costante a tratti ,
T T

k(x) = f(x) per ogni X € Tk_.
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Dalle definizioni 3 e 4 si ricava immediatamente che
1'integrale superiore di una qualunque funzione limitata
rigulta maggiore o eguale dell'integrale inferiore della
stessa funzione. Interessante sara comsiderare quelle fun
zionl per le quali i due integrali coincidono. Per questo

poniamo la seguente

Definizione 5. Diremo integrabile secondo Riemann su un
intervallo T = [a, b] wuna funzione £(x) che sia defini
ta e limitata su T e per la quale st abbia

| nooo-c

f f(x) dx = f f(x) dx .

T G '

Tn tale caso diremo integrale della funzionme f£(x) *1
valore comune agli integrali superiore e inferiore e lo in
dicheremo con

b
[ £(x) dx oppure con [ £(x) dx .
a
T

Prima di parlare delle proprietd delle funzioni inte
grabili secondo Riemann vogliamo indicare qualche tipo di
funzione che risulta integrabile secondo Riemann. Una clas
se di funzioni che risultano integrabili secondo Riemann e
che contiene la classe delle funzioni costanti a tratti, &
costituita dalle funzioni limitate che hanno al piti un nu

mero finito di punti di discontinuitd. Noi eci limiteremo
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perd a verificare la integrabilitad secondo Riemann delle
funzioni continue. Per fare questo abbiamo bisogni di una
proprietd delle funzioni continue definite su un interval
lo, detta uniforme continuitd, e che verificheremo nell'ap

pendice a questi appunti.

Uniforme continuiti. Se £(x) @& una funzione reale defi
nita e contimua inm un intervallo T = [a, b], allora per o
gni € > 0 si pud trovare § > O tale che per ogni coppia
di punti x, x' e T la quale verifichi

[x -x'| <8
st ha

|[f(x) - £(x")| < €
Possiamo allora provare il

Teorema 3. Ogni funzione £(x) definita e continua in un
intervallo T = |a, b] & integrabile secondo Riemann sul

1L 'intervallo T .

Dimostrazione. Per ogni € > O figsato si pud, per la uni

forme continuiti, determinare & » 0 in modo che valga
1) If(x) - f(x')[ 2 g 5 B8 [ES x‘l < 8.

Dividiamo allora l'intervallo T in un numero finito di

intervalli T, Ty, «v.s T tali che

et

2) mis T; < & , per ogni 1=1, 2, .., 0 .
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Indichiamo con m, e M, ]'estremo inferiore e 1l'e
i i
stremo superiore di “f(x) nell'intervallo Ti. Dalle (1)

e (2) si ha

3) Mi = mi <g, perogni i=1,2, ..., .
Indichiamo allora con h(x) la Funzione costante a tratti
definita su T 1la quale assume il valore Mi in ogni pun
to dell'intervallo Ti , e con k(x) la funziome costante
a tratti definita su T 1la quale assume il valore m, in

ogni punto dell'intervallo T.. Avrebo allora evidentemen
i

te
4)  k(x) £ £(x) £ h(x) , per ogni xe T,

e avendosi

1
T

dalla (3) e dalla Proposizione 1 si ricava

5) [ h(x) dx - [ k(x) dx < ¢ mis T .
T T

Dalle (4) e (5) segue allora

"fOf(x) dx - " £(x) dx < e mis T ,
T T

per cui, essendo ¢ arbitrario ed essendo

“j f(x) dx - 'f f(x)y dx > 0,
T T
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f hix) dx - f k(x) dx = f [h(x)-k(x)]dx & igl(Mi—m,)mis Ti
T T

si ha necessariamente

"fOf(x) dx = '] £(x) dx .
T T

4. PROPRIETA' DELLE FUNZIONI INTEGRABTLI “SECONDO RIEMANN.

Proposizione 6. Se f(x) & una funzione integrabile secon

do Riemann sull 'intervallo [a, bI allora i ha

b
., - afis<b ..
6) S fx) dx = éig+ 8 E f(is)" .
O

Dimostrazione. Fissate ¢ > O sia g;(x) una funzione co

stante a tratti definitasi|a, b| e tale che
7) gy (x) 2 f(x) , per ogni x ¢ [a, b] .

8) fb g, (x) dx < fb £(x) dx + e.
a a

Sia g,(x) una funzione costante a tratti definita su

[a, b] e tale che
9) g,(x) < £(x) , per ogni x ¢ [a, b] »

b
fb g,(x) dx > [ f(x) dx - e
a a

Essendo gy(x) e g,(x) funzioni costanti a tratti allo
ra per esse vale la (6} e quindi si pud determinare ¢ > O

tale che
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E,_f-is<

b b .
1) |[ g, (x)ax - s -1 g (s} <e,
a 1

per ogni s: 0 <s <§ ,

acis<b

. .
12) |[g,(x)dx - s *% g,(is)| < ¢ ,
a

per ogni s: 0 < s <& .

Dalle (7) e (11) si ricava allora

agis<b a<is<b

<i . <i . b
13) s § f(is) = s % gy(is) < e+ f g (x) dx ,
a

per s: 0 <s <386 5
mentre dalle (9) e (12) si ha

asis<b_. . asis<b . b
14) s % £(is) 2 s L g,(is) > —e+[ g,(x) dx ,
a

per s: 0 <s <8
Dalle (8) e (13) segue allora

a

<is<b
15) = %

£(is) < 2¢ + fb f(x) dx ,
a

per ogni s: 0 <s <d§
mentre dalle (10) e (14) si ha

agis<b_ . b 7
16) s ES £(is) > —2¢ + | £(x) dx ,
a

per ogni s: O <s < 6.
Dalla (15) e (16) si ricava finalmente

ag<is<b
L

}fbf(x) dx - s £(is)| < 2¢ ,
a

per ogni s: 0 < s < & .

Poiché & pud essere determinato per ogni € > 0 si
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& cosi verificata la (6).
c.v.d.
Dalla Proposizione (6) si ricavano per le funzioni in
tegrabili secondo Riemann le stesse proprietd che avevamo
dimostrato per le funzioni costanti a tratti, e ciog&, le
proprietd distributiva e additiva dell'integrale (cfr. 1le
Proposizioni 4 e 5) e i1 Teorema della media (cfr. il Teo

rema 2).

5. IL TEOREMA DI TORRICELLI-BARROW E L'INTEGRAZIONE INDEFL

NITA.

Dalle proprieti generali dell'integrale di Riemann ri
caveremo un importante risultato (il Teorema di Torricelli
Barrow) che stabilisce un collegamento fra il concetto di
integrale e quello di derivata. Prima di passare ad enuncia
re e dimostrare il Teorema di Torricelli-Barrow facciamo al
cune convenzioni sulle notazioni del calcolo integrale.

Se T=1{x; az<x b} abbiamo convenuto di indica
re indifferentemente con

f f(x) dx oppure con fb f(x) dx
T a
1'integrale esteso all'intervalloa T = [a,‘b} di una fun

zione f(x) integrabile secondo Riemann su tale intervallo.
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Useremo d'ora in poi la notazione

fa f(x) dx
b

per indicare
b
=[7 f(x) dx = - [ £(x) dx .
& T

Inoltre intenderemo che per ogni numero reale a valga

[* £(x) dx = 0
a

Con queste convenzioni la proprietd additiwva dell'in
tegrale di Riemann pud essere enunciata nella forma pill co

moda che & la seguente:

Proprieta additiva dell'integrale: Se a, b, ¢ sono tre
numeri reali qualungue e £(x) & una funzione integrabile
secondo Riemayn nell'intervallo che ha come estremo il piu
piceolo del tre numeri a, b, ¢ e come secondo estremo il
piud grande di essi, allora vale 1'eguaglianza

b c c

[TE(x) dx + [T F(x) dx = [ £(x) dx

a b a

Analogamente il Teorema della media pud enunciarsi nel

modo seguente:

Teorema della media: Se a, b sone due wmmeéri réaii e
f(x) € una funzione integrabile secondo Riemann neZZ’integ

vallo che ha per estremi a; b e se in tale intervallo si
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ha

allora si ha

In questa nuova formulazione del Teorema della media

non si richiede che b sia maggiore di a .

Osserviamo inoltre che sono simboli equivalenti

jb f(x) dx , jb £(t) dt , jb f(u) du , ecc.
a a a

Teorema di Torricelli-Barrow. Se f£(x) ¢é una funzione con
tinua nell 'intervallo T = [a, b| e se fissato wun punto
c = T si considera la funzione

F(x) = [ £(¢) dt
Cc

che & definita per ogni x =T , 8t ha
1) la funzione F(x) ¢& derivabile in ogni punto xe¢T,
ii) per ogni xe T &t ha: F'(x) = f(x) .
Dimostrazione. Si tratta di verificare che per ogni xe T

vale 1'eguaglianza

F(x+h) - F(x)

B "

Ciod che per ogni € > 0 si pud determinare § > 0 in mo

do che wvalga
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|F(x}h}\‘ F(x)

o - £(x)| < e, per ogni |h| < § .

Dalla definizione di . F(x) e dalla proprietd additiva del

1'integrale di Riemann si ha

F(x+h) - F(x) _ 1 /x+h
: : i f(t) dt ,
da cul si ricava
F(x+h) - |
. (x+})1 FOD) gy = % jx"h [£(t) - £(x)]dt |
& k

Per la continuitd della funzione £(x) nel punto _x_ 'si

ha che fissato € > 0 pud determinarsi & > 0 in modo che

valga
18) |£(t) - £(x)| < e per |t -x| <6

Dalle (17) e (18) si ricava allora, tenuto conto del Teore
ma della media

|F(x+h) - F(x)

= - f(x)| < e, per |h| <38

- Il Teorema risulta cosl provato.
c.v.d.
Osservazione 3. I1 Teorema di Torricelli-Barrow mostra co

me il problema di trovare funzioni che abbiano come deriva

ta una funzione assegnata abbia soluzione ogni volta che

si consideri una funzione continua in un intervallo o in u
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na semiretta o in tutto 1'asse reale. Le soluzioni di tale
problema sono ovviamente infinite, in quanto ogni funzione
che si ottiene aggiungend® una costante ad una  seluzione
del problema & ancora una soluzione del problema. E'" anche
vero perd, e basta ricordare il Teorema del valor medio del
calcolo differenziale, che due funzioni che hanno per deri
vata una stessa funzione differiscono fra loro per una co

stante.
Poniamo la seguente

Definizione 6. Diremo primitiva di una funzione £(x) de
finita su un insieme E (E pud gssere un intervallo, una
semiretta o tutto l'asse reale) ogni funzione g(x) defi

nita e derivabile in ogni punto di E la quale abbia deri

vata uguale a £(x) per ogni x e E

Allora quanto detto nel ,Teorema di Torricelli-Barrow
e nelle Osservazioni 3 e 4 pud essere riassunte nel seguen

te enunciato

Teorema fondamentale del calcolo integrale: Se £(x) & u
na funzione continua definita in un tnsteme E (E & un

intervallo o una semivetta o tutto L'asse reale) allora e
sistono infinite primitive di f£(x) le quall possono otte

nerst da una di esse aggiungende una qualunque costante.

Fra le primitive di £(x) vi sono le funziont integralt
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F(x) = J; f(t) dt ,
C

dove ¢ é& um punto fissato di E.

Una conseguenza pratica molto importante del Teorema

fondamentale del calcolo integrale & la seguente

Regola per il calcolo degli integrali: Se f£(x) ¢ una fun
ztone contimua definita su wn insteme E (E &€ un interval
lo o una semiretta o tutto l'asse reale) ¢ se a, b  sono
due punti qualunque di E e g(x) & una qualunque primi

tiva di £(x) allora si ha

b
; f(x) dx = g(b) - g(a)

Dimostrazione. Sia g(x) una primitiva di f£(x) . Poiché&
anche F(x) = IX f(t) dt & una primitiva di f(x) deve e
a
sistere una costante k tale che
g(x) = F(x) + k ,
e quindi si ha

g(b) - g(a) = F(b) + k - [F(a) + k| =:F(») - F(a) .

D'altra parte valendo

1]
o

F(b) = fb £(t) dt , F(a)
a

s1 ha la tesi.
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Esempi.

1) Si voglia calcolare

i
f %3 dx .
2
. 14 s . 3 .
Siccome evidentemente ZX € una primitiva di x si ha
# 240
[ =3 dx = =[256 - 16] = —— = 60
P 4 4
2) 8i voglia calcolare
3
1
J - dx .
X
2
e iy . L ;
Siccome ~log x & una primitiva di s ha
’ 3
1
J = dx = log 3 - log 2 = log 2

3) Si voglia calcolare

fﬁ sen X dx .
0

Siccome -cos X & una primitiva di sen x si ha

fﬂ sen x dx = —cos 7w + cos 0 = 1+1=2.
0

Si vede cosi come per calcolare gli integrali  basta
conoscere le primitive delle funzioni da integrare. Per a
vere le primitive di alcune delle funzioni pit comuni ba

sta leggere al contrario una tabella di derivate; per al
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largare poi la classe delle funzioni di cui .81 conoscono
le primitive possono servire le regole di integraziome che

daremo nel prossimo paragrafo.

TABELLA 2 : Alcune primitive immediate.

Funzione Primitiva
a 1 a+l
X (a # -1) x
a+ 1
L 1
- og x|
X bs
e e
x X
a a [log a
sen x - cos X
cos x sen x
1
cos?x EE
=,
v = cotg x

6. REGOLE DI INTEGRAZIONE INDEFINITA.

L'operazione che consiste nel calcolo delle primitive

di una funzione assegnata viene comunemente detta integra
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zione indefinita. Abbiamo visto nel paragrafo precedente
quale sia 1'importanza pratica di tale operazione, percid
ora daremo delle regole che permettono di trovare il risul
tato di tale operazione anche per funzioni diverse da quel
le per le quali 1l'integrazione indefinita & immediata.

L'insieme delle primitive di una funzione £(x) vie
ne anche indicato col simbolo

[ f(x) dx

Integrazione per decomposizione. Dalla regola di deriva
zione della somma di due funzioni si ricava, per quello che

riguarda 1'integrazione indefinita, la seguente regola:

Se la funaione f£(x) pud scriversi come sornma di due
funzioni £,(x) e f,(x) , e se gy(x) ¢ una primitiva
di £,(x) e gy(x) & una primitiva di  £,(x) , allora la
funzione g(x) = g)(x) + g,(x) & una primitive della fun
zione f£(x) . In simboli la regola si esprime

JIE,(x) + £ ]dx = [£,(x) ax + [£,(x) dx ,

dove 11 secondo membro sta ad indicare 1'insieme delle fun
aioni che si ottiene sommando una qualunque primitiva  di

f,(x) ad una qualunque primitiva di  £,(x) .
Esempi.

1) 8i voglia calcolare
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1
et ey x + 1 1
.f sen x cos x J——;E——-dx = log|x| - . + cost.

Si pud fare la decomposizione
Integrazione per parti. Dalla regola di derivazione del

1 _Sen X + cos X _ sen X _ cos X
- + prodotto di due funzioni si ricava, per quello che riguar

sen X Ccos X sen X cos X Cos X sen x

e si ha ovviamente da la integrazione indefinita, la seguente regola, che pren

[ sen x de i1 nome di regola di integraatone per parti:
J cos X g = —loglcos xl t eost. . e ; o 4
Siane f(x) e g(x) due funaioni e sia F(x) wuna primi
cos x tiva di. f(x) e G(x) una primitiva di g(x) . Allora
S dx = log|sen x| + costa . o
sottraendo dalla funzione F(x) G(x) wna qualunque premy
e quindi si h ' , s . . i w
1 M tiva della funzione F(x) g(x) si ottiene una primitiva
p
1 . 3 .
| = log|sen x| - log|cos x| + cost. = della funzione £(x) G(x) , e in questo modo st ottengono

j sen x cos x
tutte le primitive della funzione f£(x) G(x) . In simboli

10gltg XI + cost.
la regola si esprime

2) Si voglia calcolare

J f(x) G(x) dx = F(x) G(x) - J F(x) g(x) dx ,

x +1
- dx .
dove il secondo membro sta ad indicare 1'insieme delle fun
Poiché val i ,
= RS rEiene zioni che si ottengono sottraendo dalla funztone TF(x)G(x)
ﬁfgg_l; = i + 15 ; una qualunque delle primitive della funztone F(x) g(x)
X
si ha Verifica. Sia ¢(x) una primitiva qualunque di F(x)g(x),
[1 cioé sia
| = dx = log|x| + cost
¢ Dd(x) = F(x) g(x) .
{
f1 | Avremo allora, ricordando la regola di derivazione della
| z2 @x = —— + cost
/ | differenza e del prodotto di due funzioni

avremo
: f(x)6(x) + F(x) g(x) - F(x) g(x) =

I}

D [Fx)G(x) - o(x)]
f(x) G(x)

176 177



Esempi.
1) Si voglia calcolare
f log x dx .
Se indichiamo con f£(x) la funzione costante eguale ad
1 e con G(x) 1la funzione log x , la funzione da in
tegrare viene ad essere scritta nella forma f(x) G(x).

Una primitiva di f(x) = 1 & ovviamente -~ la funzione

F(x) = x , mentre la derivata g(x) della funzione
G(x) = log x & la funzione g(x) = i ., per cui si ha
F(x) g(x) =1 .
Applicando la regola di integrazione per parti si
ha

f log x dx = x log x — x + cost = x(logx - 1) + cost

2) Si voglia calcolare 1'integrale
f X sen X dx
Ponendo G(x) = x , £(x) = sen x ,- si pud prendere
F(x) = - cos x
e quindi dalla regola di integrazione per parti si rica

va

f X sen x dx = =-x cos x + f cos x dx =

L3

=X €08 X + sen X + cost .

Integrazione per sostituzione. Dalla regola di derivazione

delle.funzioni composte si ricava, per quanti riguarda la
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integrazione indefinita, la seguente regola, detta regola

i integrazione per sostituzione:
Se una funzione £(x) pud sertversi nella forma
£(x) = hiu(x) v'(x)
e se H(u) @& ung primitiva della funazione h(u) , allora

la funzione H(u(x)) risulta essere una primitiva della

funzione E£(x) . Tale regola st suole esprimere in simbo

11 nel modo seguente

f h[ﬁ(xj] u'(x) dx = [Ih(U) dulu=u(x)

.. e
dove 41 secondo membro sta ad indicare 1'insteme delle fun

zioni che si ottengono componendo le funzioni primitive dal

7a h(u) con la funzione  u(x)

Esempi.
1) Si voglia calcolare
f (cos x)2 sen x dx
La funzione da integrare pud essere scritta nella forma

2
(cos x)2 sen x = —(cos x)* D cos X

e quindi dalla regela di integrazione per sostltuzione

si ricava

1 5
= 2 = -=(cos x) +cost.
f (cos x)2 sen X dx [—f u du] — 3

2) S8i voglia calcolare

( u'(x)

! :ﬂg;yg—dx %

Dalla regola di integrazione per sostituzione Si ha
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= log|u(x)| + cost .

{ u’ G dx = J‘QE -
Ju(x) u  Ju=u(x)

Dalle tre regole di integrazione indefinita si ricava
no, se si tiene conto del Teorema fondamentale-del calcolo
integrale, le seguenti tre formule per il calcolo degli in

tegrali definiti.

D PR+ £ do= [P E G ax s [P E00 ax
a a a

2) ibf(x)G(x) dx = F(b)G(b) - F(a)G(a) - be(x)g(x) dx
a

dove sono sottointese le relazioni

F'(x) = £(x) , G'(x) = g(x)

Comunemente si suole indicare la differenza dei wvalo

ri che una funzione ¢(x) assume agli estremi di un inter

b
vallo [a, b] con il simbolo ]¢(X)Ja ,» cloé si pone

IERICERTE

Con questa convenzione la seconda regola per il calco
lo degli integrali definiti si pud scrivere anche nel modo

seguente

ib f(x)G(x) dx = [F(X)G(x)]: - fb F(x)g(x) dx .

a 4
b ru(b)
3) [ nfux)u'(x) dx = | h{u) du
g a(a)
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