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WIŚNIEWSKI

RISULTATO

IDEA DELLA

DIMOSTRAZIONE

TECNICAGLIA

1 - CONO

2 - CONTRAZIONI

3 - P-BUNDLES

4 - SPAZIO D’ARRIVO

5 - CONCLUSIONE

APPLICAZIONI

VARIETÀ DI FANO SENZA

CONTRAZIONI

BIRAZIONALI

UN TEOREMA DI ARAUJO

UNA CARATTERIZZAZIONE DEI PRODOTTI DI

SPAZI PROIETTIVI

Gianluca Occhetta

Dipartimento di Matematica - Università di Trento

Workshop - Higher dimensional varieties
Milano 27 ottobre 2006



PRODOTTI

MOTIVAZIONI

CONGETTURA DI MUKAI

IL TEOREMA DI
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X varietà proiettiva complessa liscia

X varietà di Fano ⇐⇒ −KX ampio

ρX = dimN1(X ) numero di Picard di X
rX = max{m ∈ N |−KX = mL} indice di X
iX = min{m ∈ N |−KX ·C = m C razionale },
pseudoindice di X

rX e iX interi positivi ≤ dimX +1
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WIŚNIEWSKI

RISULTATO

IDEA DELLA

DIMOSTRAZIONE

TECNICAGLIA

1 - CONO

2 - CONTRAZIONI

3 - P-BUNDLES

4 - SPAZIO D’ARRIVO

5 - CONCLUSIONE

APPLICAZIONI

VARIETÀ DI FANO SENZA

CONTRAZIONI

BIRAZIONALI

UN TEOREMA DI ARAUJO

VARIETÀ DI FANO

X varietà proiettiva complessa liscia

X varietà di Fano ⇐⇒ −KX ampio

ρX = dimN1(X ) numero di Picard di X
rX = max{m ∈ N |−KX = mL} indice di X
iX = min{m ∈ N |−KX ·C = m C razionale },
pseudoindice di X

rX e iX interi positivi ≤ dimX +1



PRODOTTI

MOTIVAZIONI

CONGETTURA DI MUKAI

IL TEOREMA DI
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X varietà di Fano liscia

CONGETTURA DI MUKAI

ρX (rX −1)≤ dimX

1990 Wiśniewski

iX > dimX+2
2 ⇒ ρX = 1

rX ≥ dimX+2
2 ⇒ ρX = 1 tranne che se X ' PrX−1×PrX−1

Congettura GM - Bonavero, Casagrande, Debarre, Druel 2002

CONGETTURA DI MUKAI GENERALIZZATA

ρX (iX −1)≤ dimX , e uguale sse X ' (PiX−1)ρX
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WIŚNIEWSKI

RISULTATO

IDEA DELLA

DIMOSTRAZIONE

TECNICAGLIA

1 - CONO

2 - CONTRAZIONI

3 - P-BUNDLES

4 - SPAZIO D’ARRIVO

5 - CONCLUSIONE

APPLICAZIONI

VARIETÀ DI FANO SENZA

CONTRAZIONI

BIRAZIONALI

UN TEOREMA DI ARAUJO

CONGETTURA DI MUKAI

X varietà di Fano liscia

CONGETTURA DI MUKAI

ρX (rX −1)≤ dimX

1990 Wiśniewski

iX > dimX+2
2 ⇒ ρX = 1

rX ≥ dimX+2
2 ⇒ ρX = 1 tranne che se X ' PrX−1×PrX−1

Congettura GM - Bonavero, Casagrande, Debarre, Druel 2002

CONGETTURA DI MUKAI GENERALIZZATA

ρX (iX −1)≤ dimX , e uguale sse X ' (PiX−1)ρX



PRODOTTI

MOTIVAZIONI

CONGETTURA DI MUKAI

IL TEOREMA DI
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FAMIGLIE DI CURVE RAZIONALI

Hom(P1,X ) schema che parametrizza f : P1 → X
Hombir (P1,X )⊂ Hom(P1,X ) aperto

Ratcurvesn(X) quoziente di Homn
bir (P

1,X ) per Aut(P1)

Famiglia di curve razionali: V ⊂ Ratcurvesn(X) irriducibile

U

π

��

i // X

V

Locus(V ) = i(U), Vx = π(i−1(x))

V non spezzante se V è propria.
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STIME DIMENSIONALI - I

X liscia V famiglia non spezzante

dimLocus(V )+dimLocus(Vx)≥ dimX −KX ·V −1;
dimLocus(Vx)≥−KX ·V −1.

EQUIVALENZA NUMERICA - I

V famiglia non spezzante, C curva in Locus(V )x . Allora [C ] = a[V ]

ESISTENZA DI CURVE RAZIONALI

∀x ∈ X Fano ∃ curva razionale C 3 x con −KX ·C ≤ dimX +1.

V i ⊂ Ratcurvesn(X) di grado anticanonico ≤ dimX +1 sono un
numero finito ⇒ esiste i t.c. Locus(V i ) domina X .
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WIŚNIEWSKI

RISULTATO

IDEA DELLA

DIMOSTRAZIONE

TECNICAGLIA

1 - CONO

2 - CONTRAZIONI

3 - P-BUNDLES

4 - SPAZIO D’ARRIVO

5 - CONCLUSIONE

APPLICAZIONI

VARIETÀ DI FANO SENZA

CONTRAZIONI

BIRAZIONALI

UN TEOREMA DI ARAUJO

LA DIMOSTRAZIONE DI WIŚNIEWSKI
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4 Si supponga ρ ≥ 2 e sia V ′ famiglia non spezzante

indipendente da V (e.g. curve di grado minimo in un raggio
estremale).

5 dimLocus(V ′
x)≥ iX −1 e N1(Locus(V ′

x)) = 〈[V ′]〉.
6 x ∈ Locus(V ′) =⇒ Locus(Vx)∩Locus(V ′

x) 6= /0.
7 dimLocus(Vx)∩Locus(V ′

x)≥ 2iX −2−dimX
8 Se iX > dimX+2

2 contraddizione.
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IL CASO AL BORDO

OSSERVAZIONE

Nel caso al bordo (iX = dimX+2
2 )

V ,V ′ famiglie non spezzanti.
V ,V ′ dominanti.
(−KX ·V −1)+(−KX ·V ′−1) = dimX
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CARATTERIZZAZIONE DI PRODOTTI

TEOREMA

Una varietà complessa proiettiva liscia X di dimensione n è
isomorfa a Pn(1)×·· ·×Pn(k)

se e solo se

∃V 1, . . . ,V k non spezzanti e dominanti con ∑−KX ·V k =
n+k tali che dim〈[V 1], . . . , [V k ]〉= k in N1(X ).

Basato su

TEOREMA (C-M-SB, K)

Una varietà complessa proiettiva liscia X di dimensione n è
isomorfa a Pn se e solo se ∃V non spezzante e dominante
tale che −KX ·V = n+1.
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WIŚNIEWSKI

RISULTATO

IDEA DELLA

DIMOSTRAZIONE

TECNICAGLIA

1 - CONO

2 - CONTRAZIONI

3 - P-BUNDLES

4 - SPAZIO D’ARRIVO

5 - CONCLUSIONE

APPLICAZIONI

VARIETÀ DI FANO SENZA

CONTRAZIONI

BIRAZIONALI

UN TEOREMA DI ARAUJO

CARATTERIZZAZIONE DI PRODOTTI

TEOREMA

Una varietà complessa proiettiva liscia X di dimensione n è
isomorfa a Pn(1)×·· ·×Pn(k)

se e solo se

∃V 1, . . . ,V k non spezzanti e dominanti con ∑−KX ·V k =
n+k tali che dim〈[V 1], . . . , [V k ]〉= k in N1(X ).

Basato su

TEOREMA (C-M-SB, K)

Una varietà complessa proiettiva liscia X di dimensione n è
isomorfa a Pn se e solo se ∃V non spezzante e dominante
tale che −KX ·V = n+1.



PRODOTTI

MOTIVAZIONI

CONGETTURA DI MUKAI

IL TEOREMA DI
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UN TEOREMA DI ARAUJO

INGREDIENTI

V 1, . . . ,V k famiglie non spezzanti di curve razionali, Y ⊂ X chiuso.

DEFINITION

Locus(V 1, . . . ,V k)Y è l’insieme degli x ∈ X t.c. esiste C1, . . . ,Ck
con le proprietà seguenti:

Ci appartiene alla famiglia V i .
Ci ∩Ci+1 6= /0.
C1∩Y 6= /0 and x ∈ Ck .

STIME DIMENSIONALI - II

X liscia, V 1, . . . ,V k famiglie non spezzanti le cui classi sono
linearmente independenti in N1(X ).

dimLocus(V 1, . . . ,V k)Y ≥ ∑
k
1(−KX ·V i )+dimY −k (se

6= /0).
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WIŚNIEWSKI

RISULTATO

IDEA DELLA

DIMOSTRAZIONE

TECNICAGLIA

1 - CONO

2 - CONTRAZIONI

3 - P-BUNDLES

4 - SPAZIO D’ARRIVO

5 - CONCLUSIONE

APPLICAZIONI

VARIETÀ DI FANO SENZA

CONTRAZIONI

BIRAZIONALI

UN TEOREMA DI ARAUJO

INGREDIENTI

V 1, . . . ,V k famiglie non spezzanti di curve razionali, Y ⊂ X chiuso.

DEFINITION

Locus(V 1, . . . ,V k)Y è l’insieme degli x ∈ X t.c. esiste C1, . . . ,Ck
con le proprietà seguenti:

Ci appartiene alla famiglia V i .
Ci ∩Ci+1 6= /0.
C1∩Y 6= /0 and x ∈ Ck .

STIME DIMENSIONALI - II

X liscia, V 1, . . . ,V k famiglie non spezzanti le cui classi sono
linearmente independenti in N1(X ).

dimLocus(V 1, . . . ,V k)Y ≥ ∑
k
1(−KX ·V i )+dimY −k (se

6= /0).



PRODOTTI

MOTIVAZIONI

CONGETTURA DI MUKAI

IL TEOREMA DI
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WIŚNIEWSKI

RISULTATO

IDEA DELLA

DIMOSTRAZIONE

TECNICAGLIA

1 - CONO

2 - CONTRAZIONI

3 - P-BUNDLES

4 - SPAZIO D’ARRIVO

5 - CONCLUSIONE

APPLICAZIONI

VARIETÀ DI FANO SENZA

CONTRAZIONI

BIRAZIONALI

UN TEOREMA DI ARAUJO

INGREDIENTI

EQUIVALENZA NUMERICA - II

Y ⊂ X chiuso, V famiglia non spezzante, C ⊂ Locus(V )Y curva.

C ≡ aCY +bCV a≥ 0

C

j(C  )Y

Y

CY

S

X

B

j

p



PRODOTTI

MOTIVAZIONI

CONGETTURA DI MUKAI

IL TEOREMA DI
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PASSO 1

NE (X ) = 〈[V 1], . . . , [Vk ]〉.

∀x ∈ X e ∀ permutazione i(1), . . . , i(k) di 1, . . . ,k

dimLocus(V i(1), . . . ,V i(k))x ≥−∑KX ·V i −k = n.

quindi X = Locus(V i(1), . . . ,V i(k))x .

C curva effettiva in X ; per Equivalenza numerica II per ogni
permutazione i(1), . . . , i(k) ∃λi(1), . . . ,λi(k), con λi(1) ≥ 0 t.c.

[C ] = λi(1)[V
i(1)]+ · · ·+λi(k)[V

i(k)]

[V 1], . . . , [V k ] indipendenti in N1(X ) ⇒ decomposizione unica.

NE(X ) = R+[V 1]+ · · ·+R+[V k ]
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CONTRAZIONI

PASSO 2

Contrazioni di X

NE(X ) è k−dimensionale e NE(X ) = 〈R1, . . . ,Rk〉.

σ =< Ri1 . . .Ril > faccia estremale
σ⊥ faccia generata dai raggi non in σ

ϕσ contrazione di σ , Gσ fibra di ϕσ , x ∈ Gσ

Gσ ⊇ Locus(V i1 , . . . ,V il )x ,

dimGσ ≥− ∑
j=1,...,l

KX ·V ij − l = ∑
j=1,...,l

n(ij)

G
σ⊥ fibra di ϕ

σ⊥ che passa per x ;

dimG
σ⊥ ≥− ∑

j=l+1,...,k
KX ·V ij − (k− l) = ∑

j=l+1,...,k
n(ij).
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Ogni contrazione estremale di X è equidimensionale e la sua fibra
generale è un prodotto di spazi proiettivi.
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PASSO 3

Fattorizzare le contrazioni

Σ faccia propria di NE(X ), σ sottofaccia di codimensione uno.

X

ϕσ

��

ϕΣ

!!B
BB

BB
BB

B

Yσ ψσΣ

// YΣ

Allora ψσΣ : Yσ → YΣ è un fibrato proiettivo fuori da un
sottoinsieme di codimensione due in YΣ.
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PASSO 4

Identificare lo spazio d’arrivo

Σ faccia di NE(X ) di dimensione ρX −1. Allora YΣ ' PdimYΣ .
σ sottofaccia di Σ di codimensione uno, τ = 〈σ ,Σ⊥〉.

X

ϕσ
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ϕτ
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BB

BB
BB

B

G
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��

ψστ

// Yτ

YΣ YΣ

dove G è la fibra generica di ψστ
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ψσΣ è un fibrato proiettivo fuori da un sottoinsieme di codim 2
G è estremale in NE(Yσ )

⇓
ψσΣ non è ramificata fuori da un sottoinsieme di codim 2.

⇓
YΣ ha singolarità quoziente.

⇓
YΣ è liscia.

⇓
YΣ ' PdimYΣ .

⇓
ψσΣ : G → YΣ è un isomorfismo.
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BIRAZIONALI

X Fano con sole contrazioni fibrate vale GM.

La descrizione del caso al bordo viene dal teorema.

Caso Particolare: X varietà di Fano di pseudoindice iX ≥ 2 che ha
solo fibrazioni e tale che ρX ≥ dimX .

⇓

X ' P1×P1×·· ·×P1.
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V famiglia non spezzante e dominante per X , x ∈ X , Cx
sottovarietà di P(TxX ) delle direzioni tangenti alle curve di V che
passano per x .

TEOREMA (ARAUJO)

Se per un generico x ∈X Cx è un sottospazio lineare, allora esiste
un aperto X 0 ⊂ X e un fibrato proiettivo ϕ : X 0 → T

TEOREMA (ARAUJO)

Sia X una varietà complessa proiettiva liscia di dimensione n con
V 1, . . . ,V k famiglie non spezzanti e dominanti t.c. per un punto
generico le sottovarietà delle direzioni tengenti in x alle curve di
V k sono sottospazi lineari di dimensione n(i)−1 con ∑n(i) = n.
Allora X ' Pn(1)×·· ·×Pn(k)



PRODOTTI

MOTIVAZIONI

CONGETTURA DI MUKAI

IL TEOREMA DI
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