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CONTRAZIONI

X varietà proiettiva complessa liscia
Contrazione: Mappa propria ϕ : X →W a fibre connesse su una
varietà normale
ϕ è una contrazione estremale o di Fano-Mori se −KX è ϕ-ampio
E (ϕ) più piccolo sottoinsieme di X con ϕ isomorfismo su X\E (ϕ).

ϕ è di tipo fibrato se E (ϕ) = X ;
ϕ divisoriale se codim E (ϕ) = 1;
ϕ è piccola se codim E (ϕ)≥ 2;
ϕ è elementare se ρ(X/W ) = 1.
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Contrazioni di tipo fibrato
W liscia, E fibrato vettoriale, X = P(E ), π : X →W
proiezione su W .
X varietà di Fano (−KX ampio), c : X →{∗} contrazione a un
punto.

Contrazione birazionale divisoriale
W varietà liscia, Z ⊂W sottovarietà liscia, σ : X →W
blow-up di W lungo Z.

Contrazione piccola

E = O⊕O(1)⊕2, X = PP2(E ); |ξ | definisce f : X →W, che
contrae P2 a un punto.
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TEOREMA DEL CONO

N1(X ) = {1−cicli}
≡ ⊗R ' Rρ(X ) ' N1(X ) = {divisori}

≡ ⊗R

NE (X )=

Cj razionale irriducibile ridotta
0 <−KX ·Cj ≤ dimX +1.

R+[Cj ] discreti in
{Z ∈ N1(X ) | KX ·Z <−ε}
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JUMPING FIBERS IN DIMENSIONE QUATTRO

UN NUOVO PROBLEMA IN DIMENSIONE CINQUE

DEFINIZIONI ED ESEMPI

MOTIVAZIONI

TEOREMA DEL CONO

N1(X ) = {1−cicli}
≡ ⊗R ' Rρ(X ) ' N1(X ) = {divisori}

≡ ⊗R

NE (X )= NEKX≥0(X )+∑R+[Cj ]

Cj razionale irriducibile ridotta
0 <−KX ·Cj ≤ dimX +1.

R+[Cj ] discreti in
{Z ∈ N1(X ) | KX ·Z <−ε}
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RISULTATI IN DIMENSIONE BASSA

JUMPING FIBERS IN DIMENSIONE QUATTRO

UN NUOVO PROBLEMA IN DIMENSIONE CINQUE

DEFINIZIONI ED ESEMPI

MOTIVAZIONI

TEOREMA DI CONTRAZIONE

FX faccia estremale di X

Dal Teorema di contrazione e dal Teorema di razionalità segue

∃ ϕ : X →W

morfismo proiettivo su una varietà normale, t.c.
1 ∀ C curva irriducibile su X , ϕ(C ) è un punto ⇔ [C ] ∈ FX .
2 ϕ ha fibre connesse.
3 ϕ è definita da |m(KX + τL)|, con L ϕ-ampio e r ≥ 1.

ϕ è una contrazione estremale e si dice che KX + τL è un divisore
che supporta la contrazione ϕ .
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UN NUOVO PROBLEMA IN DIMENSIONE CINQUE

DEFINIZIONI ED ESEMPI

MOTIVAZIONI

CONTRAZIONI E PROBLEMI DI CLASSIFICAZIONE

1 Modelli minimali:
Trovare in una classe di varietà (algebriche proiettive
complesse) birazionali tra loro un oggetto semplice.

2 Varietà di Fano:
Varietà con anticanonico ampio (e quindi cono delle curve
poliedrale)
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JUMPING FIBERS IN DIMENSIONE QUATTRO

UN NUOVO PROBLEMA IN DIMENSIONE CINQUE

SUPERFICI

VARIETÀ DI DIMENSIONE TRE

CONTRAZIONI ELEMENTARI

Ci sono tre tipi di contrazioni elementari di superfici:
Fibrate

1 P1-bundle su curva liscia;
2 P2 →∗.

Birazionali

1 Contrazione di una (−1) curva.
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Fibrate

1 Conic bundles su superfici lisce;
2 Fibrazioni in del Pezzo su curve lisce;
3 X3 →∗ Varietà di Fano con ρ = 1
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1 Scoppiamenti di punti e curve lisce in varietà lisce;
2 Divisori (P2, Q2,S2) a punti singolari;
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SUPERFICI

VARIETÀ DI DIMENSIONE TRE

TRE-VARIETÀ DI FANO

Se X ha una contrazione divisore a punto, allora ha anche una
contrazione elementare di tipo conic bundle.

ϕ : X → X ′ scoppiamento liscio

−KX ampio =⇒

{
−KX ′ ampio
X conic bundle

Le tre-varietà di Fano si ottengono per scoppiamenti successivi di
conic bundles, di fibrazioni in superfici di del Pezzo o di tre-varietà
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CONTRAZIONI ELEMENTARI

Fibrate
1 Conic bundles su varietà di dimensione tre;
2 Fibrazioni in del Pezzo su superfici lisce;
3 Fibrazioni in tre-varietà di Fano su curve lisce;
4 X4 →∗ Varietà di Fano con ρ = 1

Divisoriali
1 Scoppiamenti di punti, curve e superfici lisce in varietà lisce;
2 Divisori a superfici singolari;
3 Divisori a curve di punti singolari (fibra generica P2,Q2 o S2);
4 Divisori (tre-varietà di del Pezzo) a punti singolari.

Piccole
1 P2 con normale ⊕2O(−1) a punto.
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Bll (Q4)

Q4

σ

-
�

η

P3

ϕ

-

Mappa razionale η : Q4 → P3 definita dal sistema lineare degli
iperpiani che contangono una retta l

η : Bll (Q4)→Q4 scoppiamento lungo l

ϕ risoluzione di η
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Q4
�

ψ

P4 3 p

ϕ

-

I = {(π,q) | q ∈ π}

ψ : I →Q4 è un P2 bundle

ϕ : I → P4 ha come fibra generica un P2 e come fibra speciale una
quadrica Q4

Λ1 e Λ2 sezioni generiche in O(1,1)

X = Q4×P4∩Λ1∩Λ2
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IRRIDUCIBILITÀ DELLA FIBRA GENERICA

IDEA DELLA DIMOSTRAZIONE ( VERSIONE LIGHT)
ESEMPIO

IL RISULTATO

TEOREMA

ϕX : X →W contrazione elementare divisoriale supportata da
KX + τL, E divisore eccezionale. Se τ ≥ dimX −4 allora la fibra
generica G è irriducibile, tranne in un caso in cui

1 dimX = 5 e τ = 1;
2 ϕX (E ) è una curva;
3 G è unione di due componenti irriducibili PP1(O⊕2⊕O(2))

che si tagliano in una quadrica liscia.
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RIDUZIONE CON SEZIONI VERTICALI

ϕ : X →W contrazione elementare divisoriale di una varietà liscia
di dimensione cinque supportata da KX + τL
Il divisore eccezionale E è irriducibile.

r = dimϕ(E ), Z1, . . . ,Zr molto ampi su W e Y i = ϕ∗(Zi )

Y :=
⋂
i

Yi , Z :=
⋂
i

Zi ,

La restrizione ϕ : Y → Z è una contrazione estremale supportata
da KY + τLY , che manda il divisore G ⊂ Y a un punto.
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ESEMPIO

PRO E CONTRO

Pro : la fibra è un divisore

G = G1 + · · ·+Gs ;

mettendo in evidenza una componente

G = Gi + G̃i Di := G̃i |Gi .

abbiamo una buona formula per il canonico:

KGi =−(τ +q)LGi −Di .

Contro: la contrazione non è più elementare.
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CURVE RAZIONALI

V famiglia di curve razionali in Gi genericamente non spezzante e
tale che esista C in V che taglia il luogo liscio di Gi .

dimLocus(V )+dimLocus(Vx)+1≥ dimGi −KGi ·C

dimLocus(Vx)+1≥ (τ +q)L ·C +Di ·C
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FAMIGLIE DI CURVE RAZIONALI

1 Ogni Gi of G è coperta da una famiglia non spezzante W i tale
che L ·W i = 1. Le famiglie W j e W k sono indipendenti;

2 Gj ,k componente irriducibile di Gj ∩Gk ; allora
NE(Gj ,k) = 〈[W j ], [W k ]〉 ed esistono curve in W j e W k

contenute in Gj ,k ;

COROLLARIO

1 Locus(Wi )x 6= Gi

2 Se Gk ·Wi > 0 allora Gk è l’unica componente che taglia Gi .
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FAMIGLIE DI CURVE RAZIONALI

Infatti da

3≥ dimGi ≥ dimLocus(W i )x +1≥ τ +q +Di ·Wi ≥ 3+Gt ·W i

segue che Gt ·Wi = 0, quindi Locus(W i )x è due dimensionale ed è
una componente dell’intersezione con ρ = 1. Contraddizione

Allo stesso modo si prova che τ = q = 1
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PASSO 2: LE CONTRAZIONI PICCOLE SONO ISOLATE
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� � � �
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� � � �
� � � �
� � � �

Altrimenti Gj ,k conterrebbe una curva
del luogo eccezionale della contrazione
piccola (per ragioni dimensionali)

Quindi, poichè

NE(Gj ,k) = 〈[W j ], [W k ]〉

il raggio coinciderebbe con una del-
le famiglie, che hanno un luogo
divisoriale.
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PASSO 3: CI SONO AL PIÙ DUE COMPONENTI

Una componente irriducibile G1 è positiva su un raggio R2 il cui
luogo (per il passo precedente) è un divisore G2.

Si mostra quindi che W 2 = R2.

Quindi G1 è l’unica componente che taglia G2.

G2 è positiva un raggio, divisoriale e contenuto in G1.

Quindi G2 è l’unica componente che taglia G1.
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PASSO 4: DESCRIZIONE

La contrazione ϕ : Y → Z contrae due raggi estremali divisoriali di
lunghezza uno.

Per la classificazione sono due P2-bundle su P1.

E’ facile vedere che i luoghi eccezionali sono PP1(O⊕2⊕O(2)) e
che si tagliano come previsto.
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ESEMPIO

COSTRUIRE LA SEZIONE VERTICALE

e1,e2,v1,v2 base di un reticolo
w1 = 2e1− e2− v1, w2 = 2e2− e1− v2.

∆ il fan generato da questi vettori e che contiene i coni

〈e1,v1,w1,v2〉 〈e1,v1,w1,w2〉 〈e1,e2,v1,w2〉 〈e1,e2,v1,v2〉
〈e2,v2,w2,v1〉 〈e2,v2,w2,w1〉 〈e1,e2,v2,w1〉 〈e1,e2,w1,w2〉

Sia Σ = 〈v1,v2,w1,w2〉; ∆ è una suddivisione di Σ. Il morfismo
birazionale corrispondente è la contrazione cercata ϕ : Y → Z .

La cosa importante è l’esistenza di un’azione di Z2 che scambia e1
ed e2, v1 e v2, w1 e w2.

CONTRAZIONI ESTREMALI



CONTRAZIONI ESTREMALI

RISULTATI IN DIMENSIONE BASSA

JUMPING FIBERS IN DIMENSIONE QUATTRO

UN NUOVO PROBLEMA IN DIMENSIONE CINQUE

IRRIDUCIBILITÀ DELLA FIBRA GENERICA

IDEA DELLA DIMOSTRAZIONE ( VERSIONE LIGHT)
ESEMPIO

COSTRUIRE LA SEZIONE VERTICALE

e1,e2,v1,v2 base di un reticolo
w1 = 2e1− e2− v1, w2 = 2e2− e1− v2.
∆ il fan generato da questi vettori e che contiene i coni

〈e1,v1,w1,v2〉 〈e1,v1,w1,w2〉 〈e1,e2,v1,w2〉 〈e1,e2,v1,v2〉
〈e2,v2,w2,v1〉 〈e2,v2,w2,w1〉 〈e1,e2,v2,w1〉 〈e1,e2,w1,w2〉

Sia Σ = 〈v1,v2,w1,w2〉; ∆ è una suddivisione di Σ. Il morfismo
birazionale corrispondente è la contrazione cercata ϕ : Y → Z .

La cosa importante è l’esistenza di un’azione di Z2 che scambia e1
ed e2, v1 e v2, w1 e w2.

CONTRAZIONI ESTREMALI



CONTRAZIONI ESTREMALI

RISULTATI IN DIMENSIONE BASSA

JUMPING FIBERS IN DIMENSIONE QUATTRO

UN NUOVO PROBLEMA IN DIMENSIONE CINQUE

IRRIDUCIBILITÀ DELLA FIBRA GENERICA

IDEA DELLA DIMOSTRAZIONE ( VERSIONE LIGHT)
ESEMPIO

COSTRUIRE LA SEZIONE VERTICALE

e1,e2,v1,v2 base di un reticolo
w1 = 2e1− e2− v1, w2 = 2e2− e1− v2.
∆ il fan generato da questi vettori e che contiene i coni

〈e1,v1,w1,v2〉 〈e1,v1,w1,w2〉 〈e1,e2,v1,w2〉 〈e1,e2,v1,v2〉
〈e2,v2,w2,v1〉 〈e2,v2,w2,w1〉 〈e1,e2,v2,w1〉 〈e1,e2,w1,w2〉

Sia Σ = 〈v1,v2,w1,w2〉; ∆ è una suddivisione di Σ. Il morfismo
birazionale corrispondente è la contrazione cercata ϕ : Y → Z .

La cosa importante è l’esistenza di un’azione di Z2 che scambia e1
ed e2, v1 e v2, w1 e w2.

CONTRAZIONI ESTREMALI



CONTRAZIONI ESTREMALI

RISULTATI IN DIMENSIONE BASSA

JUMPING FIBERS IN DIMENSIONE QUATTRO

UN NUOVO PROBLEMA IN DIMENSIONE CINQUE

IRRIDUCIBILITÀ DELLA FIBRA GENERICA

IDEA DELLA DIMOSTRAZIONE ( VERSIONE LIGHT)
ESEMPIO

COSTRUIRE LA SEZIONE VERTICALE

e1,e2,v1,v2 base di un reticolo
w1 = 2e1− e2− v1, w2 = 2e2− e1− v2.
∆ il fan generato da questi vettori e che contiene i coni

〈e1,v1,w1,v2〉 〈e1,v1,w1,w2〉 〈e1,e2,v1,w2〉 〈e1,e2,v1,v2〉
〈e2,v2,w2,v1〉 〈e2,v2,w2,w1〉 〈e1,e2,v2,w1〉 〈e1,e2,w1,w2〉

Sia Σ = 〈v1,v2,w1,w2〉; ∆ è una suddivisione di Σ. Il morfismo
birazionale corrispondente è la contrazione cercata ϕ : Y → Z .

La cosa importante è l’esistenza di un’azione di Z2 che scambia e1
ed e2, v1 e v2, w1 e w2.

CONTRAZIONI ESTREMALI



CONTRAZIONI ESTREMALI

RISULTATI IN DIMENSIONE BASSA

JUMPING FIBERS IN DIMENSIONE QUATTRO

UN NUOVO PROBLEMA IN DIMENSIONE CINQUE

IRRIDUCIBILITÀ DELLA FIBRA GENERICA

IDEA DELLA DIMOSTRAZIONE ( VERSIONE LIGHT)
ESEMPIO

COSTRUZIONE A NASTRO DI MOEBIUS

� � �
� � �
� � �
� � �

� � �
� � �
� � �
� � �

� � �
� � �
� � �
� � �

� � �
� � �
� � �
� � �

�������
�������
�������
�����
�����
�����

� � �
� � �
� � �
� � �

� � �
� � �
� � �
� � �

	 	 	
	 	 	
	 	 	
	 	 	


 
 


 
 


 
 


 
 


�����
�����
�����
�����

�����
�����
�����
�����  

 
 
 

� �
� �
� �
� �

C ′ curva liscia con un’azione libera di Z2, che induce un
rivestimento C ′→ C .

Consideriamo le azioni prodotto π : Y ×C ′→ X e π ′ : Z ×C ′→W .
Esiste un morfismo ϕX : X →W che fa commutare il diagramma

Y ×C ′ π
- X

Z ×C ′

ϕ×1

?
π ′

- W

ϕX

?
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