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Derivabilità e differenziabilità

La Regola della Catena
La regola della catena

Example

Se g : R → R, h : R → R sono derivabili allora

g ◦ f : R → R

è differenziabile e

d

dx
(g ◦ h)(x) = g′(h(x))h′(x).
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Derivabilità e differenziabilità

La Regola della Catena
La regola della catena

Example

Se f : R2 → R e h : R → R sono differenziabili allora

h ◦ f : R2 → R

è differenziabile e

∇(h ◦ f )(x) = h′(f (x))∇f (x)
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Derivabilità e differenziabilità

La Regola della Catena
La regola della catena

Example

Se f : R2 → R, r : R → R
2 sono differenziabili allora

f ◦ r : R → R

è differenziabile e

d

dt
(f ◦ r)(t) =

d

dt
f (r1(t), r2(t))

= Jf◦r(t) = Jf (r(t)) · Jr(t) regola della catena

= 〈∇f (r(t)), r′(t)〉

= (∂1f (r(t)), ∂2f (r(t))) ·

(

r ′1(t)
r ′2(t)

)

= (∂1f )(r(t)) · r ′1(t) + (∂2f )(r(t)) · r ′2(t).
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Derivabilità e differenziabilità

La Regola della Catena
La regola della catena

Example ( Derivazione di funzioni composte: esempio)

Se f : R2 → R e r : R → R
2 sono differenziabili, allora

(r ◦ f )(x) :=

(

r1(f (x))
r2(f (x))

)

: R2 → R
2

è differenziabile perché entrambe le componenti lo sono e

Jr◦f (x) =

[

∂1(r1 ◦ f )(x) ∂2(r1 ◦ f )(x)
∂1(r2 ◦ f )(x) ∂2(r2 ◦ f )(x)

]

=

[

r ′1(f (x))∂1f (x) r ′1(f (x))∂2f (x)
r ′2(f (x))∂1f (x) r ′2(f (x))∂2f (x)

]

=

(

r ′1(f (x))
r ′2(f (x))

)

· (∂1f (x), ∂2f (x)) = Jr(f (x)) · Jf ((x)
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Derivabilità e differenziabilità

La Regola della Catena

Dimostrazione

Ortogonalità di gradiente e linee di livello

Teorema: la regola della catena

Siano F : Rn → R
p, G : Rp → R

m tali che

sia definita G ◦ F : Rn → R
m,

F sia differenziabile in x0 ∈ R
n,

G sia differenziabile in y0 := F(x0) ∈ R
p

allora

G ◦ F è differenziabile in x0 ∈ R
n

e

JG◦F(x0) = JG(F(x0)) · JF(x0).
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Derivabilità e differenziabilità

La Regola della Catena

Dimostrazione

Ortogonalità di gradiente e linee di livello

Traccia di prova:
Per le ipotesi di differenziabilità di F e di G

F(x0 + h) = F(x0) + JF(x0) · h + oRp(‖h‖) per h → 0 in R
n;

G(y0 + k) = G(y0) + JG(y0) · k + oRm(‖k‖) per k → 0 in R
p.

(G ◦ F)(x0 + h) = G(F(x0 + h))

= G (F(x0) + JF(x0) · h + oRp(‖h‖))

= G (F(x0) + k)

abbiamo denotato k := JF(x0) · h + oRp(‖h‖)

= G(F(x0)) + JG(F(x0)) · k + oRm(‖k‖)

= G(F(x0)) + JG(F(x0)) · JF(x0)h+

+ JG(F(x0)) · oRp (‖h‖) + oRm(‖k‖)
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Derivabilità e differenziabilità

La Regola della Catena

Dimostrazione

Ortogonalità di gradiente e linee di livello

La prova si conclude se dimostriamo che

JG(F(x0)) · oRp(‖h‖) + oRm(‖k‖) = oRm(‖h‖) per h → 0.

Infatti, in questo caso otterremmo che, per h → 0

(G ◦ F)(x0 + h) = G(F(x0)) + JG(F(x0)) · JF(x0)h + oRm(h).

Questo dice che

G ◦ F è differenziabile in x0

per l’unicità del differenziale,

JG◦F(x0) = JG(F(x0)) · JF(x0).
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Derivabilità e differenziabilità

La Regola della Catena

Dimostrazione

Ortogonalità di gradiente e linee di livello

Dimostriamo quindi che

JG(F(x0)) · oRp(‖h‖) + oRm(‖k‖) = oRm(‖h‖) per h → 0

o, esplicitando k, dimostriamo che per h → 0,

JG(F(x0)) · oRp (‖h‖) + oRm (‖JF(x0) · h + oRp(‖h‖)‖) = oRm(‖h‖)

Consideriamo separatamente i due addendi e dimostriamo che per
h → 0,

JG(F(x0)) · oRp (‖h‖) = oRm(‖h‖).

oRm(‖JF(x0) · h + oRp(‖h‖)‖) = oRm(‖h‖).

Raul Paolo Serapioni



Derivabilità e differenziabilità

La Regola della Catena

Dimostrazione

Ortogonalità di gradiente e linee di livello

JG(F(x0)) è una matrice (m × p) e quindi esiste una costante c1 > 0

tale che per ogni v ∈ Rp vale

‖JG(F(x0)) · v‖ ≤ c1 ‖v‖

Quindi

lim
h→0

‖JG(F(x0)) · oRp(‖h‖)‖

‖h‖
≤ lim

h→0

c1 ‖oRp(‖h‖)‖

‖h‖
= 0,

e abbiamo provato che

JG(F(x0)) · oRp (‖h‖) = oRm(‖h‖).
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Derivabilità e differenziabilità

La Regola della Catena

Dimostrazione

Ortogonalità di gradiente e linee di livello

Esiste c2 > 0 tale che ‖JF(x0) · h‖ ≤ c2 ‖h‖ per ogni h ∈ Rn; esiste

δ > 0 tale che ‖oRp(‖h‖)‖ ≤ ‖h‖ per ‖h‖ < δ.
Quindi

‖JF(x0) · h + oRp(‖h‖)‖ ≤ (c2 + 1) ‖h‖ per ‖h‖ < δ.

Infine: lim
h→0

‖oRm (‖JF(x0) · h + oRp(‖h‖)‖)‖

‖h‖

= lim
h→0

‖oRm (‖JF(x0) · h + oRp(‖h‖)‖)‖

‖JF(x0) · h + oRp(‖h‖)‖

‖JF(x0) · h + oRp(‖h‖)‖

‖h‖

≤ lim
h→0

‖oRm (‖JF(x0) · h + oRp(‖h‖)‖)‖

‖JF(x0) · h + oRp(‖h‖)‖
(c2 + 1) = 0

Quindi anche

oRm(‖JF(x0) · h + oRp(‖h‖)‖) = oRm(‖h‖).
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Derivabilità e differenziabilità

La Regola della Catena

Dimostrazione

Ortogonalità di gradiente e linee di livello

Example

A sia un aperto di R2, f : A → R e f ∈ C1(A);

r : (t0 − ε, t0 + ε) → A sia una curva C1;

r parametrizzi un tratto di una linea di livello di f , cioè

f (r(t)) = costante, per ogni t ∈ (t0 − ε, t0 + ε).

Allora, f ◦ r : (t0 − ε, t0 + ε) → R è una funzione costante per
t ∈ (t0 − ε, t0 + ε), quindi

0 =
d

dt
f (r(t)) = ∂1f (r(t)) r ′1(t) + ∂2f (r(t)) r ′2(t)

= 〈(∇f )(r(t)), r′(t)〉

otteniamo che

〈(∇f )(r(t)), r′(t)〉 = 0.
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Derivabilità e differenziabilità

La Regola della Catena

Dimostrazione

Ortogonalità di gradiente e linee di livello

Corollario

Se

f ∈ C1(A) e ∇f 6= 0,

una linea di livello di f si può parametrizzare con una curva

r di classe C1 e con r′(t) 6= 0,

allora, nei punti della linea di livello,

la linea di livello è ortogonale a ∇f .
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