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Invertibilita locale di funzioni R — R". Una condizione sufficiente per invertibilita locale
Invertibilita locale e globale

[Memo] Invertibilita locale di funzioni di una variabile

Sia AapertoinR, f: A— R, f € C'(A). Se esiste xy € A:

f'(x0) # 0

allora

@ f e localmente invertibile in (un intorno di) xo,
cioé esistono intervalli aperti / 5 xp e J > f(xp) tali che

f:l—=J

e biunivoca (e quindi invertibile);
o f~'e&diclasse C'inJe

—1y/ _ 1
TV = 51
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pery € J.




Invertibilita locale di funzioni R" Una condizione sufficiente per invertibilita locale

Invertibilita locale e globale

Example (Lipotesi f € C'(/) & necessaria.)
f: R — R definita da:

[ x+2x?sin(1/x)  x#0
f(x) := { 0 X0

e derivabile per ogni x € R, f/(0) = 1 ma f non & invertibile in
nessun intorno di 0.
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Invertibilita locale di funzioni R — R". Una condizione sufficiente per invertibilita locale
Invertibilita locale e globale
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Invertibilita locale di funzioni R" R, Una condizione sufficiente per invertibilita locale

Invertibilita locale e globale

[Memo] Invertibilita di funzioni lineari
Se A é una matrice n x ne L : R" — R” & la funzione lineare
definita da

L(x):=A-x

allora L & biunivoca se e solo se det A # 0 e, in questo caso

L'x)=A".x.
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Invertibilita locale di funzioni R — R". Una condizione sufficiente per invertibilita locale
Invertibilita locale e globale

Teorema di invertibilita locale

Sia A C R" aperto, f: A — R", fc C'(A). Se

esiste Xg € A: det J;(Xp) # 0

allora

@ f & localmente invertibile in (un intorno di) xg, cioé esistono
due aperti V 5 xg e W 3 yq := f(Xg) tali che

f:-v—-Ww, € biunivoca;

of':W—Vediclasse C'inWe

J(y) = [ (' w)]
per tuttigliy € W.




Invertibilita locale di funzioni R” na condizione sufficiente per invertibilita locale
F
Invertibilita locale e globale

Teorema: (invertibilita locale e invertibilita globale in R).

Sia /un intervallo e f € C(/).
Se, per ogni xp € I, f &€ localmente invertibile in un intorno di
Xo € 1, allora

f:1— f(/) & biunivoca

e quindi f & globalmente invertibile.
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Invertibilita locale di funzioni R” — R”. Una condizione sufficiente per invertibilita locale
Invertibilita locale e globale

Example (Linvertibilita locale non implica l'invertibilita globale)
f: R? — R? definita da

f(x,y) .= (e*cosy)es + (e*siny)es
& localmente invertibile in ogni < ;0 ) € R?, infatti
0

eXcosy —eXsiny
e*siny e*cosy

h(x,y) = [

det J(xo, yo) = €7 # 0

ma non & globalmente invertibile (infatti non & iniettiva) su R2.

-
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Invertibilita locale di funzioni R” — R”. Una condizione sufficiente per invertibilita locale
Invertibilita locale e globale

Example (Lazione di f(x, y) := (e*cosy)e + (e*siny)es)

Le immagini delle rette verticali blu sono circonferenze con

raggio e~.
Le immagini delle rette orizzontali rosse sono semirette uscenti

dall’origine.
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Teorema del Dini
ne del teorema del Dini

Funzioni implicite

Problema
In quali condizioni un’equazione

F(x,y)=0

definisce una "linea regolare" nel piano?
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Teorema del Dini
Dimostrazione del teorema del Dini
Regolarita ulteriore

Funzioni implicite

@ x? 4 y? — 1 = 0 definisce una circonferenza;

xy = 0 definisce una coppia di rette.

4x? + xy + y? — 1 = 0 definisce un’ellisse "ruotata";
x34+y? -3xy=0

x2+y2—xy=0

¢ ¢ ¢ ¢ ¢
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Teorema del Dini
Dimostrazione del teorema del Dini
Regolarita ulteriore

Funzioni implicite

xy=0 42+ xy+y?°—1=0
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Teorema del Dini
Dimostrazione del teorema del Dini
Regolarita ulteriore

Funzioni implicite

x34+y?2—3xy=0 xX24+y2—xy=0
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Teorema del Dini
Dimostrazione del teorema del Dini
Regolarita ulteriore

Funzioni implicite

x3+y?-3xy+01=0 xX34+y?—xy—-01=0
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Teorema del Dini
Dimostrazione del teorema del Din

Funzioni implicite Regolarita ulteriore

Definizione: funzioni definite implicitamente
Sia A c R?e F : A — R. Diciamo che

¢o: =R l'intervallo in R

e definita implicitamente dall’equazione F(x,y) = 0 se
(x,6(x)) € Aperognix e le

F(x,¢(x)) =0, perogni x € /.

Analogamente ¢ : J — R € definita implicitamente se ... e
F(¢(y),y) = 0 perogni y € J.

b
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Teorema del Dini
Dimostrazione del teorema del Dini

Funzioni implicite Regolarita ulteriore

¢:|:2(—1,1)—>R, gbi(X) =+ 1 — x2

Yr:(=1,1) =R, Ya(y) =£4/1-y2

sono definite implicitamente dall’equazione

F(x,y) =x2+y?—1=0.
Infatti, per esempio,
F(x.0+(x)) =x* +4(x)? =1=0  perxe(-1,1),

Fr(y),y) =v4(y)2+y*—1=0  perye(-1,1).

e
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Teorema del Dini
Dimostrazione del teorema del Dini
Regolarita ulteriore

Funzioni implicite

Teorema del Dini: ipotesi

Sia A C R? aperto, F: A — R, F € C'(A).
Se esiste (xp, yp) € A:

F(XO’yO) =0

8}’F(X0’y0) 7é 0

allora

Raul Paolo Serapioni



Teorema del Dini
Dimostrazione del teorema del Dini

Funzioni implicite )
P Regolarita ulteriore

Teorema del Dini: tesi

@ esistonoe > 0e § > 0 ed una unica ¢

¢: I — Js,
I.:= (X0 —e,X +¢€), T5s := (Yo — 0, Yo + 9), tale che
#(x0) =yo.  F(x,¢(x)) =0 perxeZ
@ 9pcC'(T.)e

OxF(x, ¢(x))

Y0 = =5, Fx, o))

per x € ..
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Teorema del Dini
Dimostrazione del teorema del Dini
Regolarita ulteriore

Funzioni implicite

Osservazione 1
Se l'ipotesi 9, F(Xp, yo) # 0 fosse sostituita dalla simmetrica

6XF(X0’.y0) 7é 0

allora si prova I'esistenza di «, definita in un intorno di y;, tale
che

Y(Yo) = Xo

F(y(y),y) = 0.

Raul Paolo Serapioni



Teorema del Dini
Dimostrazione del teorema del Dini
Regolarita ulteriore

Funzioni implicite

Osservazione 2

Il Teorema del Dini afferma che se VF(xo, o) # 0 allora
l'insieme di livello "definito" dall’'equazione

F(x,y) = F(xo, Yo)

e una linea regolare perché e localmente grafico di una
funzione di classe C'.
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Teorema del Dini
Dimostrazione del teorema del Dini

Funzioni implicite ;
P Regolarita ulteriore

F(x,y) =x2+y?>+y—1
(%0, ¥0) == (0, (V5 —1)/2)
F(X0,¥0) =0

dyF(x0,y0) >0
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Teorema del Dini
Dimostrazione del teorema del Dini
Regolarita ulteriore

Funzioni implicite

Traccia di dimostrazione:

@ Supponiamo 9y, F(xo, o) > 0.
Poiché F € C'(A) e 9,F(xo, o) > 0 allora esistono 1 > 0
ed>0tc.

dyF(x,y) >0 per ogni x e y t.c.

Xo—€e1<X<Xp+er1eyp—-0<y<y +9.
@ La funzione

Yo —d,% +0] > t— F(xo,t)

e strettamente crescente. Poiché F(xp, o) = 0 ne segue
che
F(X0,¥0 —0) <0,  F(xo,¥0+9)>0.
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Teorema del Dini
Dimostrazione del teorema del Dini
Regolarita ulteriore

Funzioni implicite

@ Esiste 0 < € < ¢4 tale che

F(x,y0—0) <0
F(X>y0+5)>o

perxp —e < X < Xp + €.
® Perognixg—e<x<xy+e

F(X7y0_5)<0¢ F(X>y0+5)>o
y — F(x,y) & strettamente crescente

quindi, per il Teorema degli zeri, esiste un unico y = y(x)
tale che

F(x,y(x)) =0, perogni x € (Xo — &, Xp + €).
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Teorema del Dini
Dimostrazione del teorema del Dini
Regolarita ulteriore

Funzioni implicite

Abbiamo quindi dimostrato che esiste una unica funzione

¢: (X —¢&,X% +¢e) = (Yo— 0, ¥ +9)

tale che
F(x,¢(x)) = 0.
Resta da provare che ¢ € continua e derivabile.
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Teorema del Dini
Dimostrazione del teorema del Dini
Regolarita ulteriore

Funzioni implicite

@ Continuita di ¢:
siaXx e (xo—e,X +¢)e (Xp)ntc. x, — X pern— +oc.
@ Se ¢(xn) — y allora y = ¢(X). Infatti, per continuita di F
0 = F(Xn, 0(Xn)) — F(X,¥) e quindi
F(x,y)=0
D’altra parte ¢(X) € I'unico y € (yo — 8, ¥o + 9) tale che
F(x,y) = 0. Quindi y = ¢(X).
@ ¢(x,) € limitata, quindi ogni sotto successione ha una sotto

successione convergente, che converge a ¢(x) per
'argomentazione precedente.

Quindi abbiamo provato che

lim  &(xn) = o(X).

n——o00
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Teorema del Dini

Lo Dimostrazione del teorema del Dini
Funzioni implicite

Regolarita ulteriore

@ Derivabilita di ¢:
se p1 = (X1, 9(x1)) e p2 := (X2, ¢(x2)), per il Teorema del
valore intermedio, esiste q appartenente al segmento di
estremi p1 e p» tale che

0 =F(x2, ¢(X2)) — F(x1,¢(x1)) = (VF(Q), P2 — P1)
= (0xF(a)) (X2 — x1) + (9y F(Q)) (6(X2) — d(x1))

P(x2) — ¢(X1) OxF(q)

X2 —xi  0yF(q)
Se xo — xq allora po — p1 € 9 — p1 quindi

p(x) —o(x1)  OxF(p1)

! =i = .
) X2IB>1X1 Xo — Xq oy F(p1)
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Teorema del Dini
Dimostrazione del teorema del Dini
Regolarita ulteriore

Funzioni implicite

Parafrasi del teorema del Dini

Sia A aperto in R?, f € C'(A).
Il Teorema del Dini afferma che se

VF(p) # 0, perognip € A

allora
le linee di livello di F in A sono linee regolari, cioé sono
localmente grafici di funzioni di classe C'.
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Teorema del Dini
Dimostrazione del teorema del Dini
Regolarita ulteriore

Funzioni implicite

Siamo nelle ipotesi e con le notazioni del Teorema del Dini.
Lequazione della retta tangente al grafico di ¢ nel punto

X0 = (X0, ¥0) = (X0, #(X0)) €

8XI:(XOL}/O)

X —Xp),
3, F (0. y0) X ~0)

¥y =¢(x0) + ¢'(x0)(X —X0) = Yo —
equivalentemente
IxF (X0, Y0)(X — Xo0) + 0y F (X0, Yo)(¥ — ¥o) = 0.
e, in notazione vettoriale

(VF(x%),x —x% = 0.
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Teorema del Dini
Dimostrazione del teorema del Dini
Regolarita ulteriore

Funzioni implicite

Corollario del teorema del Dini

Nelle stesse ipotesi e notazioni del Teorema del Dini,
supponiamo ulteriormente che

F e C3(A).

Allora la funzione definita implicitamente ¢ € piu regolare:

¢ € C*((x0 — &, % +¢)).

Pil in generale: se per k > 1, F € CK(A) allora ¢ € C*.
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Teorema del Dini

Lo Dimostrazione del teorema del Din
Funzioni implicite

Regolarita ulteriore

Traccia di dimostrazione:
Se F € C?(A) allora oxF e 9,F € C'(A).
Poiché ¢ € C'(Z.) allora anche le funzioni composte

X = (0xF)(x, ¢(x)) € C'(T.),

X = (8yF)(x,6(x)) € C'(Z.).

auind (04F)(x, 6(x))
1y WOx )X, o(X 1
X 00 =G, Fixet) < ¢ )
e infine
¢ € C3(Z.).
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