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N={0,1,2,3,...}

Z=1{..,-2-1,01,23,...}
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Classi di equivalenza di frazioni

Sem,m,nnecZesen#0en #0allora

m . . m’ / /
- € equivalente a ra seesolose mn =mn

La classe di equivalenza di I & I'insieme di tutte le frazioni
equivalentia 2.

Q := {Classi di equivalenza di frazioni}

Le operazioni + e - e 'ordinamento < sono definiti nel modo
usuale.
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Espressioni decimali limitate e illimitate periodiche

Le frazioni hanno rappresentazioni decimali (quasi) uniche.

1 4 _ 4 _
4025 2=1833..=13 5=013

Osservazione

0,9=1; 2,429 = 2,43
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Q € un campo ordinato

@ Lafunzione + : Q x Q — Q ha le proprieta:

perognip,q,r € Q p+q=q+p
(p+q)+r=p+(q+r)
p+0=p
esiste 'opposto diognip € Q p+(—p)=0
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Q € un campo ordinato

@ Lafunzione - : Q x Q — Q ha le proprieta:

perognip,q,r € Q p-q=q-p
(p-q)-r=p-(q-r)
p-1=p

p-p'=1 sep+#0.

@ Proprieta distributiva: (p+q)-r=p-r+q-r
@ Relazioni con ordine
p<q = p+r<q+r
p<qel<r = p-r<q-r.
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@ Q é denso : fra due numeri qualsiasi esistono sempre
infiniti numeri razionali.

® Q ha la proprieta di Archimede' (non esistono "infiniti" o
"infinitesimi" in Q):

¥Vx>0,¥y >0,dne N:xn>y.

"Archimede di Siracusa (Siracusa c. 287- Siracusa.c. 212 a.C.)
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Il principio di induzione

Principio di Induzione

Se A e un sottoinsieme di N tale che

(l: 0€A
(il): sencAalloran+1ecA

allora A = N.

'

Variante del principio di Induzione

Siany € N. Se A C N e tale che

(I) npeA
(f): sencAalloran+1cA

alloraA={neN:n>ny}.

-
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Il principio di induzione

Teorema
Per ogni naturale n > 1 P(n) & vera.
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Il principio di induzione

Cenno di dimostrazione per induzione:

V:={neN:P(n) évera}.

@ P(1) é vera. Quindi
1eV

Q SeP(n) e veraalloraP(n+1) évera. Infatti

n+1

> k= Zk+ (n+1) (n;” (n+1):—(n+1)2(n+2)
k=1

Quindi
neY — n+1eV.

Per il principio di induzioneV ={neN:n> 1}
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Il principio di induzione

La disuguaglianza di Bernoulli?

(1+x)">1+ nx, per ogni x > —1 e perogni n € N.

5 — (14
1+3x

Figure: Grafici di (1 + x)% e 1 + 3x.

2Jacob Bernoulli (Basilea 1655 —Basilea 1705)
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Il principio di induzione

La formula del binomio
Per ogni n € N e per ogni a,b € R vale

(a+b)" = zn: <Z> 2Rk,

k=0

3

n!

n n g
<0> =1, (n) =1, per "definizione".
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Il principio di induzione

Osservazione

Cenno di prova:

® Laformula é verapern=1.
Infatti, per n = 1, la formula diventa

at+rb=a+b

ed € quindi vera.
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Il principio di induzione

@ Formula vera pern>1 — formula vera pern+ 1.

(a+ b)"™' = (a+ b)(a+ b)"
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Il principio di induzione

@ Formula vera pern>1 — formula vera pern+ 1.

(a+ b)"™' = (a+ b)(a+ b)"

n

=(a+b)>_ <Z> a"kbX  peripotesi induttiva
k=0
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Il principio di induzione

@ Formula vera pern>1 — formula vera pern+ 1.

(a+ b)"™' = (a+ b)(a+ b)"

n

=(a+b)>_ <Z> a"kbX  peripotesi induttiva
k=0

_ zn: (Z) ant1-kpk zn: <Z> gk pk+1
k=0 k=0
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Il principio di induzione

@ Formula vera pern>1 — formula vera pern+ 1.

(a+ b)"™' = (a+ b)(a+ b)"

n

=(a+b)>_ <Z> a"kbX  peripotesi induttiva
k=0

Z (Z) gh+1- kbk+z< > gk pk+1

k=0

n —
_ gty Z (’7) gt i—kpk o kz_o <Z> g kpkt1 . pnti

by
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Il principio di induzione

(a + b)n+1

n n—1
gt Z <Z> ar1—kpk o Z (Z) al—kpk+1 4 pn+
k=1 k=0
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Il principio di induzione

(a+ b)n+1
n n n—1 n
_ An+1 n+1—k k n K pk+1 n+1
amtt+ 2 < k> b* + kz(:) ( k) b1 1+ b
n+1 6 n n+1—k k § n+1—k k n+1
=a™+) (, D b+ b
k=1 k=1
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Il principio di induzione
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Il principio di induzione

(a+ b)n+1
n n n—1 n
n+1 n+1—k Ik n—Kk pk-+1 n+1
at! + <k>a b +Z<k>a b1+ b
k=1 k=0
gy ~(n an+1—kbk+zn: ati—kpk 4 pntt
k k—1
k=1 k=1
_ gty ~((n (" a1—kpk o pn+
pa k k—1
n+1 i <n + 1> n+1—k jk n+1
=a""m" + K a b*+b
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Il principio di induzione

_ S <”+ 1>an+1—kbk
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Cardinalita di un insieme

Vedi per esempio: Cap 1. 5.1, 7.

Definizione (elementare)

@ Diciamo che un insieme non vuoto X ha n elementi (dove n
€ un naturale positivo) se esiste una funzione biunivoca ¢

o:{1,2,...,n} —» X.

Cioe "X si pud mettere in corrispondenza biunivoca" con
insieme {1,2,..., n}. Sidice anche che X ha cardinalita
n.

@ Uninsieme X si dice numerabile (equivalentemente: X &
costituito da una infinita numerabile di elementi) se esiste
una funzione biunivoca ¢ : N — X.
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Cardinalita di un insieme

Teorema
Z. e Q sono numerabili.

—

Cenno di prova: Una funzione biunivoca ¢ : N — Z & suggerita
dal seguente disegno

01 2 3 4 5 6
N S N N R A
01 -1 2 -2 3 -3..

b
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Cardinalita di un insieme

Una possibile funzione biunivoca ¢ : N — {ge Q:q >0} &
suggerita dal disegno

11 2/1 3/1 4/1
e v v

1/2 2/2 3/2 4/2
e e e

1/3 2/3 3/3 4/3
e e v

1/4 2/4 3/4 4/4
e e e

1/5 :
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Cardinalita di un insieme

e quindi

2 3 4 5 6...

1
N T R e
/

0
!
0 1/1 2/1 1/2 3/1 2/2 1/3...

1
oppure, depurato dalle ripetizioni,

2 3 4 5 6 7..

0 1
N
012 1/2 3 1/3 4 3/2...

Infine con un procedimento analogo a quello usato per
costruire la corrispondenza fra N e Z si ottiene una
corrispondenza biunivoca fra N e Q.

Raul Paolo Serapioni



Cardinalita di un insieme

Teorema

Lunione di una famiglia numerabile di insiemi numerabili &
numerabile.

Cenno di prova: X1, X, X5 ...sono insiemi. Se ciascun
insieme X; € (finito o) numerabile allora

X=XiUXUXgu--- =[] X
i=1

€ numerabile.
Infatti
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Cardinalita di un insieme

Xi={ x4 X1,2
v

Xo={ X1 Xo.2
v

Xz:={ X1 X32
v

Xo =1 Xaq Xa,2
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N

X133

X233

X33

X433

N

X1.4

X2,4

X3.4

Xa.4

L o .
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