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Vedi, per esempio: Cap 2. par2.1,2.2,2.3, 2.4, 2.6

Teorema: "v/2 non & razionale"
Non esiste alcun numero g € Q tale che g% = 2.

I

Esistono segmenti la cui lunghezza non & esprimibile con un
numero razionale (e.g. la diagonale del quadrato di lato
unitario).
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Un modello per i numeri reali: i numeri reali come allineamenti
decimali illimitati

R:={m,ajazag---: peZ ajcf{0,1,..,9}}

Come in Q, le espressioni decimali periodiche con periodo 9
vanno identificate con una espressione decimale limitata.
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Lordinamento < in R si definisce nel modo usuale. J

SemeNex:=m,ajasas... allora

m<x<m-+1
1
10
y

m,aqae <X < (m,a1a2) + m

m,aq <x < (m,aq) +

1
maq...a <x < (m,aq... —
oq. ..ok < (m, o ak)+10k

Le due successioni di numeri razionali identificano
univocamente x.
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Somma e prodotto

Somma e prodotto si definiscono per approssimazioni. J

X :=m, aiasas. .. Yy :=n,531B253 ...

Se supponiamo che 0 < me 0 < nallora x + y & identificato da

m+n<x+y<m+n+2
2
(m7a1)+(n>ﬂ1) §X+Y< (m>a1)+(n7/81)+ﬁ
2

(m,...ax)+(n,...0Bk) §X+y<(m,...ak)+(n,...ﬂk)+W

Se m e n hanno segno qualsiasi si procede analogamente.
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X =M aiasasg... y=n,p1585...

Se 0 < me0 < nallora x - y € identificato da
m-n<x-y<m-n+C

(m7a1)'(n751) SX}/< (m,a1)'(n,ﬂ1)+%

C

(m,...ak)-(n,...,Bk)gx-y<(m,...ak)-(n,...ﬂk)JrW

dove C > 0 dipende solo da x e y.

Se m e n hanno segno qualsiasi si procede analogamente.

e
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R & un campo ordinato

La somma e il prodotto definiti nel modo suggerito sopra hanno
tutte le (solite) proprieta.

Teorema
R & un campo ordinato

—

@ Lafunzione 4+ : R x R — R ha le proprieta:

perogni x,y,r e R X+y=y+x
X+y)+r=x+(y+r)
X+0=x

esiste 'opposto di ogni x € R x+(—x)=0

e
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R & un campo ordinato

@ Lafunzione - : R x R — R ha le proprieta:

perogni x,y,r € R X-y=y-x
(x-y)-r=x-(y-r
esiste 'unita x-1=p
esiste linversodiognix #0  x-x'=1  sex #0.
@ Proprieta distributiva: (X+y)-r=x-r+y-r

@ Relazioni con ordine

X<y = X+r<y+r
x<yel0<r = x-r<y-r.
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@ N, Z e Q sono "naturalmente” sottoinsiemi di R.

@ Q é denso in R: fra due numeri qualsiasi esistono sempre
infiniti numeri razionali.

@ R ha la proprieta di Archimede (non esistono "infiniti" o
"infinitesimi" in R):

Vx>0,Vy>0,dne N:xn>y.
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Linsieme dei numeri reali pud essere definito

@ in modo assiomatico (vedi per esempio il primo capitolo di
Enrico Giusti, Analisi 1, Boringhieri)

@ i numeri reali possono essere "costruiti” a partire dal
campo Q dei numeri razionali con costruzioni come "i tagli
di Dedekind" o "le classi separate e contigue”.
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v/2 & un elemento di RR. )

\/E:m,omag....
me N, aq,as,... sono calcolati iterativamente in modo che

m? <2 < (m+1)?
1 2
(m,aq)? <2 < <(m,a1) + ﬁ)

1\2
(m, a4 ~~-ak)2 <2< <(m,a1 ...ak)+W>
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Si definiscono in modo analogo

® V2, perneN,n>0
2% :=/2M pern>0
2%, perxeR

m*, permeN,xeR
(Z)*:= ™ pern>0

y* pery>0exeR.
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Estremo superioref/inferiore

Sia E C R:

se esiste a € R tale che Vx € E : x < « allora « si dice
maggiorante di E; analogamente per minorante;

se esiste un me E C Rtaleche Vx € E: x < mallora m si
dice massimo di E; analogamente per minimo.

4

Definizione

E si dice limitato superiormente se esiste almeno un
maggiorante per E; analogamente si definisce limitato
inferiormente; E si dice limitato se € limitato superiormente e
limitato inferiormente;
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Estremo superioref/inferiore

Definizione

@ Se E & un sottoinsieme limitato e non vuoto di R definiamo
estremo superiore e estremo inferiore di E come

sup E :=il minimo maggiorante di E
inf E :=il massimo minorante di E.

@ se E non é limitato superiormente definiamo
sup E := +o0;

@ se E non é limitato inferiormente definiamo

inf E := —o0.
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Estremo superioref/inferiore

Teorema:

Se A € un sottoinsieme limitato e non vuoto di R allora esistono
sup A e inf A.

Teorema

R & un campo ordinato e completo.
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Estremo superioref/inferiore

Caratterizzazione di sup E oppure inf E.
a = sup E se e solo se

(1 x < a, Vx e E
(i) Ve > 0 esiste un x € E tale che a — ¢ < x;

analogamente per inf E.
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Estremo superioref/inferiore

Osservazione: Q non € completo.

E :={gcQ:qg?< 2} & uninsieme limitato.
Non esistono (in Q) né il minimo dei maggioranti di E né il
massimo dei minoranti di E.
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Estremo superioref/inferiore

Teorema
R non & numerabile.

Cenno di prova: Sia ¢ : N — R, allora ¢ non € surjettiva.

0):= mo, agq1 a2 g3
m, o141 Q12 Q13
mo, o1 Q22 023
ms, oa31 Q@32 Q@33
= My, a1 Q42 043
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Estremo superioref/inferiore

Teorema
R non & numerabile.

Cenno di prova: Sia ¢ : N — R, allora ¢ non € surjettiva.

#(0) := mo, ap1 ap2 o3
d(1):= my, a1 a2 a3
#(2):= mp, apq o a3
$(3)
o(4)

‘= M3, a3q1 032 @33

AWM= O
USSR

= My, a1 Q42 043

y:i=n,51B2P3... ¢ p(N))sen#moe 1 #ar1€ P # sz ...
U
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