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Teorema del confronto

Se an ≤ sn ≤ bn, definitivamente per n → +∞, e se

lim
n→+∞

an = lim
n→+∞

bn

allora

lim
n→+∞

sn = lim
n→+∞

an.

Variante del teorema confronto

Se an ≤ sn, definitivamente per n → +∞, e se

lim
n→+∞

an = +∞

allora

lim
n→+∞

sn = +∞.
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Example

Se β ∈ R, β > 0 e sn := n
√
β.

lim
n→+∞

n
√

β = 1.

Cenno di prova: Se β > 1 allora sn > 1. Quindi sn = 1 + hn con

hn > 0.

Per disuguaglianza di Bernoulli β = (1 + hn)
n ≥ 1 + nhn, quindi

0 < hn ≤ (β − 1)/n =⇒ hn → 0.

Se 0 < β < 1, allora n
√
β = 1

1+kn
con kn > 0. Segue che

0 < kn ≤ 1

n
(
1

β
− 1) =⇒ kn → 0.
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Example (La progressione geometrica)

Se α ∈ R e sn := αn.

lim
n→+∞

αn =















0 se −1 < α < 1

1 se α = 1

+∞ se α > 1

non esiste se α ≤ −1.

Raul Paolo Serapioni



Example (La serie geometrica)

Sia α ∈ R e

sn := 1 + α+ α2 + · · ·+ αn =

n
∑

k=0

αk

Osserviamo che

1 + α+ α2 + · · ·+ αn =
1 − αn+1

1 − α

quindi se |α| < 1

+∞
∑

k=0

αk := lim
n→+∞

(

1 + α+ α2 + · · ·+ αn
)

=
1

1 − α
.
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Example (Le serie numeriche)

a1,a2,a3, . . . è una successione di numeri reali (o complessi).

La successione delle somme parziali degli ak è

sn := a1 + a2 + · · · + an =

n
∑

k=1

ak

Definiamo
+∞
∑

k=1

ak := lim
n→+∞

n
∑

k=1

ak .
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Teorema di esistenza del limite per successioni monotone

Sia (sn)n : N → R monotona crescente.

Se (sn)n è limitata superiormente allora

lim
n→+∞

sn = sup
n

sn;

se (sn)n è superiormente illimitata allora

lim
n→+∞

sn = +∞.

Analogamente se (sn)n : N → R monotona decrescente.
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Cenno di prova:

Se esiste n̄ tale che supk sk = sn̄ allora la successione è

definitivamente costante e uguale a sn̄.

Se sn < supk sk , ricordando la caratterizzazione

dell’estremo superiore:

per ogni ε > 0 esiste (almeno) un elemento sn̄ tale che

sup
n

sn − ε < sn̄ ≤ sup
n

sn.

Per la monotonia di (sn)n

sup
n

sn − ε < sm ≤ sup
n

sn per ogni m > n̄.

Per l’arbitrarietà di ε questo implica lim
n→+∞

sn = sup
n

sn.
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Example

Se α > 0 e se b > 1

lim
n→+∞

nα = +∞

lim
n→+∞

1

bn
= 0

lim
n→+∞

log n = +∞

Raul Paolo Serapioni



Teorema: algebra dei limiti

Se (an)n e (bn)n sono successioni convergenti e se

lim
n→+∞

an = α, lim
n→+∞

bn = β

allora

lim
n→+∞

(an + bn) = α+ β;

lim
n→+∞

(an − bn) = α− β

lim
n→+∞

(anbn) = αβ

lim
n→+∞

an

bn
=

α

β
, se β 6= 0.
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Teorema: algebra dei limiti

Se (an)n e (bn)n sono successioni convergenti e se

lim
n→+∞

an = α > 0 lim
n→+∞

bn = β

allora

lim
n→+∞

abn
n = lim

n→+∞

ebn log an = αβ .
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Algebra dei limiti: qualche generalizzazione

Se lim
n→+∞

an = α e lim
n→+∞

bn = +∞ allora

lim
n→+∞

(an + bn) = +∞.

Se lim
n→+∞

an = α > 0 e lim
n→+∞

bn = +∞ allora

lim
n→+∞

(anbn) = +∞.
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Algebra dei limiti: qualche generalizzazione

Se (an)n è limitata e lim
n→+∞

bn = +∞ allora

lim
n→+∞

(an + bn) = +∞.

Se (an)n è limitata e lim
n→+∞

bn = +∞ allora

lim
n→+∞

an

bn
= 0.
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Algebra dei limiti: qualche generalizzazione

Se 1 < α ≤ (an)n e lim
n→+∞

bn = +∞ allora

lim
n→+∞

abn
n = +∞.

Se 0 ≤ (an)n ≤ α < 1 e lim
n→+∞

bn = +∞ allora

lim
n→+∞

abn
n = 0.
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Sono casi critici nell’algebra dei limiti

lim
n→+∞

an = +∞ e lim
n→+∞

bn = −∞, sono informazioni non

sufficienti per conoscere esistenza e/o valore di

lim
n→+∞

(an + bn).

lim
n→+∞

an = 0 e lim
n→+∞

bn = ±∞, sono informazioni non

sufficienti per conoscere esistenza e/o valore di

lim
n→+∞

(anbn).

lim
n→+∞

an = ±∞ e lim
n→+∞

bn = ±∞ (oppure lim
n→+∞

an = 0 e

lim
n→+∞

bn = 0), sono informazioni non sufficienti per

conoscere esistenza e/o valore di

lim
n→+∞

an

bn
.
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