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Casi critici nell’algebra dei limiti

Sono casi critici nell’algebra dei limiti

@ lim a,=+xe I|m b, = —oo, sono informazioni non
n—-+oo — 400

sufficienti per conoscere esistenza e/o valore di

nﬂToo(a” + bp).

@ |lm a,=0e Ilim b= +oo, sono informazioni non
n——+o00 n—-+o0

sufficienti per conoscere esistenza e/o valore di

lim (anbn).

n——o00

@ lim a,=+occe lim b,=+oco (oppure lim a,=0¢€
n n—+oo n (pp n—+oo n

n_>+oo . . . . .
lim b, = 0), sono informazioni non sufficienti per
n—+-oo .
conoscere esistenza e/o valore di
. a
lim 22
n—+oo bn
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Casi critici nell’algebra dei limiti

Seag#0,8)#0e h k € N allora

+o0 sek>h

k k=1, . @
i aonh—l—amh 1+ —i—ak: _0 sek—=nh

n=too Bon + f1n"=1 + - 4 B Bo
0 sek<h
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Casi critici nell’algebra dei limiti

Teorema

Supponiamo a > 1 e p > 0. Allora
an
lim — =400
n—-+oo N
. nP
lim —— =400
n—+oo log n
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Casi critici nell’algebra dei limiti

Ulteriori casi critici nell’algebra dei limiti:

@ |lm a,=+4+cce lim b,=0,
n——+o00 n——+o00

@ a,>0, Im a,=0e Ilim b,=0,
n—+oo n—+oo

@ lim a,=1e I|lim b,=+c0,
n—-+oo n—-+oo

sono informazioni non sufficienti per conoscere esistenza e/o
valore di

i n
nﬂToo(a” )
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Casi critici nell’algebra dei limiti

og n

|
@ Vn=en —»e’=1pern— +oo.

@ V21 =2 2 pern— +oo.

@ V2™ =2" 5 400 pern — +oc.
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Casi critici nell’algebra dei limiti

Teorema
La successione

e convergente e si definisce

1 n
e:= lim <1 aF —)
n—-+oo n
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Casi critici nell’algebra dei limiti

Se definiamo

S1 = 2 g1 = 4

So= 2,25 oo = 3,375
s3= 2,37037... o3 = 3,16049...
S = 2,58117... 09 = 2,86797...

Sio= 2,59374... o0 = 2,85312...
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Casi critici nell’algebra dei limiti

Cenno di Prova:

1\,
@ S, = (1 + = € monotona crescente.

1 n 1 n+1

1 n+1 R
® op = <1 + E) € monotona decrescente.

@ Quindi s, € monotona crescente e superiormente limitata,

infatti
1 n 1 n+1
Sn::<1+ﬁ> <O'n::<1+E> §0'1:4

e quindi (sp)n € convergente.
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Casi critici nell’algebra dei limiti

Corollario

PerogniacR
n
im (1+2) = e

n—-+oo

Corollario

Se a, =+ +x
1\
lim (1 + —) =e.
n——+o00 dn
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Casi critici nell’algebra dei limiti

Teorema (Eulero 1748)
1\" 1
Jdn (15) = Xq

n
lim <1+1> = |im <1_|_1_|_1_|_1_|_...+1_>

n—-4-o0 n
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Casi critici nell’algebra dei limiti

Se definiamo

1\ 11 1
sn::<1+—> ) h=1+1+ -+ <+ + —.
n n

2 6
S1 = 2 t = 2
So = 2,25 b = 2,5
S3 = 2,37037... 3= 2,6666
Sio= 2,59374... o= 2,718281801...
Si00 = 2,70481... tioo = oltre 15 decimali esatti

S1000 = 2,71692...

e
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Serie numeriche

Serie numeriche: si tratta di dare un senso opportuno alla
nozione di somma di infiniti addendi reali o complessi.

Vedi: Cap 8: par2.1,2.2, 2.3
2.1 Definizione di serie e prime proprieta
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Serie numeriche

Si usa la seguente terminologia e simbologia.
Una serie numerica

o

D a

k=0

e la seguente coppia di successioni:

@ una successione ag, a1, a, ... di numeri reali (o
complessi) detti termini 0 addendi della serie

@ e la associata successione sy, s1, So, ... delle somme
parziali della serie

n
Spi=atar+at-+an=)y a
k=0

Raul Paolo Serapioni



Serie numeriche

Definizione

—+o00 n

ag = lim
> ac= lm > a,
k=0 k=0

se il limite esiste finito 0 -oc0.
Tale limite si dice somma della serie.

@ Se il limite esiste finito la serie >_;°5 ax & convergente.
@ Seil limite & oo la serie "33 ax & divergente.
@ La serie é irregolare negli altri casi.
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Serie numeriche

Osservazione

Una serie a termini non negativi € convergente oppure &
divergente a +oo, infatti la successione delle somme parziali &
monotona.

Osservazione

Il carattere di una serie, cioe il suo essere convergente,
divergente o irregolare, non &€ modificato se sono modificati un
numero finito di addendi della serie.

Osservazione

Se " a, & convergente allora_lim Z a, =
—H—oo
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Serie numeriche

Example (La serie geometrica)
Si dice serie geometrica una serie del tipo
“+00

Zak:1+a+a2+...
k=0

dove a € R oppure « € C si chiama ragione della serie.

Esempio 2.1 pag 429
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Serie numeriche

Poiche
N P N 11— aN+1
SN ;:Za =1+ta+ta?+---+a¥=
1—-«
k=0
Quindi, se o € R,
divergente a + oo sea>1
1 — oNt+1
SN=—7"7" — convergente a se —1<ax<1
1—a No4oo 1 -«

| irregolare sea < —1.
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Serie numeriche

Example (La serie ‘telescopica’ di Mengoli)

+o0 1

Zn(n+1)

n=1

e convergente e
+o00 1

Zn(n+1) =1

n=1

Esempio 2.2 pag 430
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Serie numeriche

Infatti &€ possibile scrivere in forma chiusa le somme parziali:

n=1

1 1 1

“2723 7 TN N

:(1_1 +<1_1>+...+<L_l>
2 2 3 N-1 N
1

R Ve

Raul Paolo Serapioni



Serie numeriche

Example (La serie armonica)

Z =145 LIRS
k 3 4 kK

e una serie divergente.

Vedi: Esempio 2.3 pag 431
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Serie numeriche

Traccia di prova (Nicole Oresme circa 1350):

s—1+1+1+1>2
4= 2734
——
>3
SR L L
8~ T2"3"4 "5 8 2
~——
> >
S L L L AL BRI
= T573"74"5 8 16
~——
>3 >3 >3
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Serie numeriche

S 1+ L +-F L >1+ N — +
2N 2 oN 2 N oo
quindi I'intera successione sy che & monotona crescente ha

limite +co.
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