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Definizione

Sia /unintervallo, x € le f: | — R.
f si dice derivabile in x; se esiste finito il limite del rapporto

incrementale
l f(XO = h) - f(Xo)
im .
h—0 h

Tale limite, se esiste finito, viene chiamato derivata di f in xy ed
e indicato come

f/(XO) — I!'ino f(XO + h}] — f(XO)'

Vedi: Definizione 1.1, pag 242
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Definizione

Sia lunintervallo, xo e e f: | — R.
f si dice derivabile in / se f € derivabile in ogni puntodi /. Se f &
derivabile in / la funzione

f:l—-R  x—f(x) perogni x € |

si dice funzione derivata di f. |

Vedi: Definizione 1.1, pag 242
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Altre notazioni

f(x)

of df df(x)

ax ° &(X) ° o (notazione di Leibniz)

f(x) (notazione di Newton)
usata spesso se x é la variabile tempo

Df(x)
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@ Se f:R — R & costante, i.e. f(x) := ¢y per x € R allora

f(x)=0  perognix €R;

@ se f: R — R & una potenza con esponente intero, i.e.
f(x):=x"perxeR,neNen>1allora

f'(x) = nx"" per ogni x € R;
infatti
i XN —x" . nx""1h + potenze di h di grado > 2
h—0 h T 0 h
= nx"!
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Example

Se f: RT™ — R & una potenza con esponente reale positivo, i.e.
f(x) := x> per x e R*, a > 0 allora

f'(x) =ax>~!'  perx>0;

infatti
a _ yo o
i XA —x G A/X) -1
h—0 h h—0 h
_ Xa—1 lim (1 + h/X) — 1
h—0 h/x
:Xa—1 lim (1+y) -1
y—0
= ax2~!

b
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@ Se f: R — R & l'esponenziale f(x) := e~ allora

f(x)=¢e" perxeR;

infatti

ex+h — X eh
lim ——— = & lim
h—0 h h—0 h

= er

@ Sef:R— Reéf(x):=a¥ pera>0,allora
f'(x) = &log a, per x € R;

infatti

ax-i—h _ g ehloga —1
lim —— = a*loga lim ——— = a*log a.
h—0 h h—0 hloga
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Teorema
Se f & derivabile in xg € / allora f & continua in xg.

Prova: Dobbiamo provare che
lim f(x) = lim f(xo + h) = f(xo)-
h—0

X—Xp

Questo segue da

h

: . f(xo+h)—f(x0)
an M0+ h) = 1(x0) = Aam, h

_ f i _
= () im h=0.

Vedi: Proposizione 1.1, pag 244
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Example (Esistono funzioni continue ma non derivabili)

La funzione valore assoluto
X — | X]| per ogni x € R

e continua ma non derivabile in xo = 0.

Vedi: Esempio 1.5, pag 244
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La migliore approssimazione lineare: |l differenziale.

Definizione

Sia /unintervallo, xp € le f: | — R.
@ Se esiste A € R tale che

. f(xo +h) —f(x0) — Ah
lim
h—0 h

=0

allora f si dice differenziabile in xg.
@ La funzione

df, R R  hes dfy (h) == Ah

si dice differenziale di f in xg.

Vedi: Definizione 1.2, pag 257
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Equivalenza fra derivabilita e differenziabilita.

f & differenziabile in xo se e solo se f & derivabile nel punto xg.
Inoltre A = f'(xp).

Traccia di dimostrazione:
f(xo + h) — f(x0) — Ah

/|7|£>no h 0
€ equivalente a
lim f(X0+h)_f(X0)_A:o
h—0 h

che é equivalente a

f/(XO) — ,|7|Ln0 f(XO + h/?' - f(XO)

esistee f(x)=A.

IO
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Osservazione
Se f: | — R & derivabile in xy € I allora definiamo

retta tangente al grafico di f in (xo, f(X0))
la retta di equazione
y = (%)(x — xo) + f(Xo).

0, equivalentemente, il grafico della funzione

x = ' (x0)(X — Xo) + f(xp)-
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Definizione
Derivata destra, sinistra. Punto angoloso in un grafico.

Definizione

Punto a tangente verticale, cuspide.

Vedi: pag.244 e pag.245.

Raul Paolo Serapioni



Derivate di ordine superiore

Definizione

@ Se f: | — R é derivabile, se f' : | — R & a sua volta
derivabile in xp € /, la derivata di f' in xp si chiama derivata
seconda di f e si denota f”(xp).

@ Analogamente si definiscono le derivate terze, quarte etc.

b
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Notazioni per derivate di ordine superiore

f(x) = dz((;) = fx) = D@f(x)

£(x) = F®)(x) dz((s’,‘) = —  D®f(x)
d'f

@ = T8 pwr

fM(x) = dnd;(f) = D"f(x)
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Se f(x) := x", n e N, allora per x € R

f'(x) = nx"~!

f'(x) =n(n—1)x""2  sen>2
fOx)=n(n—1)(n-2)x"3  sen>3
fM(x)=n(n—1)...(n—h+1)x"""  seh<n
f("(x) = n!

f)(x) = f(M2(x) = ... = 0.
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Sef:RT - Re&f(x):=x“perx R, a>0allora

f'(x) = ax* !

'(x) = a(a — 1)x*2,

fMN(x) = a(a—1)...(a— h+1)x>"

Vedi: Esempi, 1.6, 1.7,18, 1.9 a pag 246
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Example (Derivata di funzioni trigonometriche)

Dsin(x) = cos(x); Dcos(x) = —sin(x).
inoltre
D@ sin(x) = —sin(x);  D® sin(x) = — cos(x).
quindi
sin(x) = D™ sin(x) = D® sin(x) = ...
cos(x) = D™ cos(x) = D® cos(x) = ...

Vedi: Esempi, 1.6, 1.7,18, 1.9 a pag 246
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Teorema: Derivata di somma, prodotto e quoziente

Se f e g sono derivabili in xg allora

(Af) (x0) = Af'(x0)
(f+9) (x0) = f'(%) + g'(%)
(19)'(x0) = f'(x0) 9(x0) + f(x0) 9'(X0)-

Inoltre, se g(xp) # O,

< f>/ (x0) = f'(%0) 9(%0) — f(x0) g'(X0)

g (9(x0))?

Vedi: Teorema 1.2, pag 248.
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Osservazione

Linsieme C'(/) delle funzioni derivabili con derivata continua su
un intervallo / & uno spazio vettoriale.
La derivazione D

D:c'(l)—co())
fecl(l)y— Df e CO())

& una funzione lineare fra i due spazi vettoriali C' (/) e C°(/).
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Teorema. (Regola della catena)

Se f & derivabile in xp e se g & derivabile in f(xp) allora
@ la funzione composta g o f € derivabile in xp e
°

(90 f)(x0) = g'(f(x)) f'(x0)

Vedi: Teorema 1.3, pag 251
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Teorema. (Derivazione della funzione inversa)

Se f é invertibile in un intorno di xp, se f & derivabile in x; € se
f'(xo) # 0 allora

@ la funzione inversa ="' & derivabile in yp := f(x) €
°

(F)(v0) =

:
f'(x0)

Vedi: Teorema 1.4, pag 254
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