SETTIMANA 20 - ALCUNE SOLUZIONI

o Sia f:R? = R definita da
2
fla,y) =" (aw —y°).
Trovate o in modo che
(1) la direzione di massima crescita in (0,1) sia lungo la tangente alla parabola di equazione

y=(z+1)%
(2) il piano tangente in (0,1) al grafico di f sia perpendicolare alla retta di equazioni
3r =2y = 62.

Una possibile soluzione:

(1): La direzione di massima crescita di una funzione in un punto (x,y) ¢ la direzione
del gradiente nel punto stesso. Calcoliamo quindi V f(0,1), che ¢ dipendente da « e poi
scegliamo « in modo che abbia la stessa direzione della retta tangente alla parabola in (0, 1).

In un generico punto (z,y)

Vilx,y) = (612(20($ + o — 2zy3), —3y26x2)
e nel punto (0,1)
vf(07 1) - ((X, _3)
Vogliamo trovare i valori v per cui il vettore (o, —3) & proporzionale al vettore associato
alla retta tangente alla parabola in (0,1). Consideriamo quindi la parabola y = 22 + 22 + 1

e cerchiamo un’espressione della retta tangente. La pendenza della retta si puo ottenere
calcolando la derivata per z = O:

Y@ =2w+2  y(0)=2
La retta tangente e della forma y = 2x + ¢ dove ¢ si ottiene imponendo il passaggio della
retta per il punto (0,1). In questo modo troviamo che ’equazione della retta tangente in
(0,1) ¢
20 —y+1=0.
Un vettore parallelo alla direzione della retta tangente ¢ (1,2). Dal momento che vogliamo
che questa sia la direzione di massima crescita, imponiamo che

(o, =3) = \(1,2)
Osservando la seconda componente troviamo subito che A = —% e quindi o = —%.

(2): 1l piano tangente al grafico di f nel punto punto (0,1, f(0,1)) ha equazione

z=f(0,1) 4+ %(O, )z + 2—5(0,1)(31 -1)

Quindi
z=—-14+ar—3(y—1)=ar—3y+2
e un vettore ortogonale al piano tangente ¢ il vettore (o, —3, —1).

Per esprimere la condizione di perpendicolarita fra piano e retta ¢ comodo scrivere ’equazione
della retta 3x = 2y = 6z in forma parametrica:

{(z,y,2) : 3z =2y = 62} = {(2t,3t,t) : t € R}.
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Il piano tangente ¢ perpendicolare alla retta se un vettore perpendicolare al piano ¢ pro-
porzionale a un vettore parallelo alla retta, quindi, se esiste A # 0 t.c.

(a,—3,—1) = A(2,3,1)

Guardando la seconda e la terza componente ¢ immediato verificare che \ esiste e vale —1.
Da questo segue che a = —2.

Trovate i punti stazionari delle sequenti funzioni e studiatene la natura.
Esempio 1:

f@,y) = 2° + 3% + 4wy + ¢

Una possibile soluzione:
0xf (x,y) = 32° 4 62 + 4y
Oy f(x,y) = 4z + 2y.

I punti stazionari sono quelli per i quali 0, f(z,y) = 9, f(x,y) = 0. Quindi sono le soluzioni

del sistema
{ 322 4+ 6z +4y =0

dr +2y =0
. . (z=0 e=2/3 .
Il sistema ha le soluzioni: { y=0 © { Y = —4/3 e 1 punti stazionari sono P; = (0,0) e

P, =(3,-3).

97 . f (x,y) = 62 46
07 f(w,y) =4=20; f(z,y)
o, fx,y) =

La matrice Hessiana ¢

Hf(z,y) = [ 6:6:6 ;l }

Calcolando H f(z,y) nei due punti stazionari otteniamo:
6 4

H f (P 1) - 4 2
di H f(P;) hanno segno discorde, ne consegue che P, ¢ un punto di sella.

]; il determinante ¢ det H f(P;) = 12 — 16 = —4 < 0. Gli autovalori

)
Hf(P) = 140 ;l } il determinante ¢ det H f(P;) = 20 — 16 = 4 > 0. Gli autovalori
di H f(P,) hanno segno concorde, quindi sono o entrambi positivi o entrambi negativi. La

traccia di Hf(P;) = 12 > 0 quindi gli autovalori possono essere solo entrambi positivi.
Concludendo P, ¢ un punto di minimo locale.
Esempio 2: Studiate, in funzione di @ € R, i punti stazionari in R? di

fz,y) = z* + az’y + 12, a € R.

Una possibile soluzione:
Ou f(2,y) = 42° + 2azy

Oy f(z,y) = az® + 2y.
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inoltre
32 ,f(a,y) =12 + 2ay
0z yf (w,y) = 2az = 8, f(z,y)
9y f(x,y) =2

La matrice Hessiana ¢

1222 + 2ay, 2ax
Hf(z,y) = [ %0 5

I punti stazionari sono quelli per i quali 0, f(z,y) = 9, f(z,y) = 0. Quindi sono le soluzioni
del sistema

423 + 2azxy = 0

ax’? +2y =0

La seconda equazione da una relazione fra le due variabili solo se a # 0. Distinguiamo
quindi i due casi a =0 e a # 0.

423 =0

2% = 0 che ha I'unica soluzione x = y = 0. Quindi,

Se a = 0: il sistema si riduce a {

c’e il solo punto stazionario Py := (0,0). Hf(Py) = [ 00 } ¢ diagonalizzata, i suoi

0 2
autovalori sono 0 e 2. Quindi & semidefinita positiva. Il teorema generale non e quindi
conclusivo in questo caso, perd basta osservare che, in questo caso, f(z,y) := 2% + 2.
Quindi f(z,y) > 0 per ogni (z,y) € R? e f(x,y) = 0 solo per (z,y) = (0,0). Quindi
Py =(0,0) ¢ un punto di minimo assoluto.

2

Se a # 0: la seconda equazione del sistema (1) implica y = —ax2 che sostituito nella

prima equazione da
3 a’
2 2—— | =0.

Se a? = 4 I'equazione & un’identitd (cioe & verificata per ogni z € R). Esistono quindi
infiniti punti stazionari P, = (z,—2?%) se a = 2 oppure P, = (x,2%) se a = —2.
Osserviamo che

se a=2: f(z,y) =2* +22%y+y? = (22 +y)? > 0e f(P) = f(z,—2%) = 0 quindi
tutti i punti P, sono di minimo assoluto per f.

se a =—2: f(x,y) =a* — 222y +y? = (2> —y)2 > 0e f(P) = f(x,2%) = 0 quindi
tutti i punti P, sono di minimo assoluto per f.

Se a? # 4 il sistema (1) ha l'unica soluzione Py = (0,0). Anche in questo caso

0 0 . . . TR . . e
Hf(Py) = [ g o | ©1suol autovalori sono 0 e 2. Quindi & semidefinita positiva. Il
teorema generale non ¢ conclusivo in questo caso e, per determinare la natura del punto
stazionario Py, ¢ necessario studiare il segno di f in un intorno di (0,0). A questo scopo
osserviamo che

f(m 4 2 2 $_4 .%'_2 1 2
Y) =2t +arty +yt = y2+ay+ Yy

e che il trinomio t* + at +1 > 0 per ogni t € R se a® < 4 perche il discriminante &

negativo. Quindi, se a? < 4 la quantita all’interno della parentesi in (2) & positiva per

(x,y) # (0,0). Ne consegue che (0,0) & un punto di minimo.

Invece, se a®? > 4, il trinomio t?> 4+ at + 1 cambia segno per ¢ € R. Precisamente,

2 +at +1 < 0 per t compreso fra 3(—a — Va2 —4) e 3(—a + Va2 —4). Quindi,
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ricordando (2), f(z,y) <0 se %2 & compreso fra 3(—a —va? —4) e 3(—a+ Va2 — 4).
Questa ¢ una regione compresa fra due parabole tangenti fra loro nell’origine.

Conclusione

Se |a|] < 2: Torigine (0,0) ¢ 'unico punto stazionario ed ¢ un minimo assoluto.

Se a = 2: i punti (z, —2?) per z € R sono tutti punti stazionari e sono minimi assoluti.

Se a = —2: i punti (x,2?) per z € R sono tutti punti stazionari e sono minimi assoluti.

Se |a| > 2: Torigine (0,0) ¢ 'unico punto stazionario ma non ¢ né massimo né minimo
perché f cambia segno in ogni intorno di (0, 0).

e Una funzione f: A C R™ — R si dice si dice armonica in un aperto A se
n
0% f
Af(x):=) —5(x)=0

per ogni x € A. L’operatore differenziale A := >} | % e detto operatore di Laplace.
h

(1) (Esercizio 2 pag 335): Sian =2, A:=R?\{(0,0)} er: A — R definita da r(z,y) :=
V% +y2. Calcolate per (z,y) € A

Ar,  A>r?), A<1>.

r
(2) Nel caso generale n > 2 e r(x) := /a2 + - + x2 calcolate, per x # 0,
1
Ar, A(r?), A <—> .
r
(3) Trovate il dominio naturale di f e verificate che é armonica
f(x,y) := arctan Tt y;
r—=y

(4) Trovate il dominio naturale di g e verificate che é armonica
g(w,y) = log(z” +y?).
(Soluzione):
(1):  Calcoliamo

X
Do (Vi +it) = ———. D, (Va?+i?) =
xT

Y2 /22 1 42
2 92 2 z?
D; . <\/x2 + y2) =, Dy, < x2 4 y2) =—
(22 +y2)2 (22 +y?)2

dunque
1 1

\/.%'2 +y2 B T(.%',y).

Svolgendo i conti fatti in precedenza per r%(z,y) = 22 + y? otteniamo

Durey) =20, Dypey) =2y, Dist=Dirt=2,

Ar(x) =

da cui
Ar¥(z,y) =4.

Infine




9 1 322 1

D —
TVERE @)t @)

Njw

D2 3y 1
VR @) @)
da cui otteniamo
AL 3@+ 2
VI @ )i (@24 y?)t
1
(a2 +y?)>2
1
(r(z,y))?

(2):  Calcoliamo prima di tutto

Dl‘hr(x) = h

)
Vai 4+ a2
2 R T R
thvxhr(x) = 2 943 )
(a3 4+ a3)

dunque segue dalla definizione di operatore di Laplace

n—1 - n—1
VaT+- a2 r(x)
Svolgendo i conti fatti in precedenza per r?(x) otteniamo che

DJC}LTZ(X) =2xy,, D? T'Z(X) =2,

Ar(x) =

ThyTh
da cui
Ar?(x) =2n.
Infine abbiamo che
D 1 L Tp
) (@ a2)t]
5 [ 3x7 B 1

da culi otteniamo

_ 3—n
(a7 + - +a3)

_3-n

~ (r(x))?

In particolare se n = 3,



*z o D= {(z,y) : 2 £ y}.

(3): Il dominio naturale di f(x,y) := arctan i

=10

ty

F1cure 1. Grafico vicino all’origine di f(z,y) := arctan * . Nel disegno ap-

pare il comportamento della funzione vicino alla ”linea di frattura” del grafico. La
funzione si avvicina al valore 7/2 da una parte e al valore —7/2 dall’altro lato.

f & armonica se Af(x) = 0. Per n = 2 operatore di Laplace si riduce a:

2 2
Af6) = 55 (w0) + 5 % ()
Le derivate parziali prime sono:
of Yy of T
%(x’y):_m’ 8—y(ﬂ7ay)=m
Le derivate parziali seconde sono:
0% f

L) = o ()= o (s )=
0x2"’ or \ 0z’ Oz \ 22 + y? (22 4 y?2)?

Lo =2 (L) o (5)- o
o> Y "oy \ay Y )T o\ 2 )T @1 2

82f 82f 2 2
Af(x) = @(%?J) + a—y2(x’y) - (22 -fZZ//2)2 (@ fz2)2 -

Quindi

Quindi f € una funzione armonica.

(4): Consideriamo ora g(z,y) := log(z*® + y?).

Procedendo come nel caso precedente, calcoliamo le derivate prime :
dg 2x dg 2y
%(%y):m, @(x,y)zm

Adesso calcoliamo le derivate parziali seconde:

@(m ):2 @(m ) _ 0 2 :2(332-|‘y2)—4332
a2 Y T g\ o Y Oz \ 22 + y? (22 4 y?2)?
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d%g d (g d x 2(z2 + y?) — 4y?
—Q(x?y):_ —(2,y) )=+ 2 2 )= 2 2\2
dy oy \ Oy dy\z2+y (2% +y?)

Calcolando 'operatore Laplaciano per g troviamo

0?g 0%g 2(2? +y?) — 42?22 +y?) — 4y

Ag(x) = @(Ly) a—y2(az,y) = (22 + y2)? (22 + 2)2

L’operatore Laplaciano di g € zero: la funzione g ¢ armonica.



