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Momento	
  angolare	
  

Consideriamo	
  una	
  par.cella	
  di	
  massa	
  m	
  che	
  si	
  muove	
  
con	
  velocità	
  	
  	
  	
  	
  .	
  La	
  quan.tà	
  di	
  moto	
  è	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  .	
  
Scegliamo	
  un	
  punto	
  arbitrario O e	
  definiamo	
  il	
  
momento	
  angolare	
  (o	
  momento	
  della	
  quan.tà	
  di	
  
moto)	
  della	
  par.cella	
  rispe>o	
  al	
  punto	
  O	
  	
  la	
  grandezza	
  
	
  
	
  
	
  
[Il	
  punto	
  O	
  è	
  anche	
  de/o	
  “polo”	
  per	
  il	
  calcolo	
  del	
  momento.	
  Non	
  
coincide	
  necessariamente	
  con	
  l’origine	
  del	
  sistema	
  di	
  riferimento.	
  
A/enzione	
  all’ordine	
  dei	
  fa/ori	
  nel	
  prodo/o	
  ve/oriale!]	
  


L = r × p

v vmp 
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Quali	
  informazioni	
  con.ene?	
  

L = r × p

x

y

z

r

v

O

È	
  nullo	
  se	
  il	
  moto	
  è	
  radiale	
  rispe>o	
  a	
  O.	
  	
  InfaG,	
  se	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  
allora	
  

vuv rˆ=


0ˆ =×=×=×= rurmvvrmprL 

rû
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Quali	
  informazioni	
  con.ene?	
  

L = r × p

x

y

z

r

v

rû

È	
  non	
  nullo	
  solo	
  se	
  la	
  
velocità	
  ha	
  componen.	
  
“angolari”	
  rispe>o	
  a	
  O,	
  	
  
perpendicolari	
  a	
  	
  	
  	
  	
  	
  .	
  	
  rû

O
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
L = r × p

x

y

z

r

v

Nel	
  tempo	
  dt	
  la	
  par.cella	
  percorre	
  uno	
  
tra>o	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  e	
  spazza	
  un’area	
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
L = r × p
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y
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Quindi	
  il	
  modulo	
  del	
  
momento	
  angolare	
  fornisce	
  
una	
  misura	
  dell’area	
  
spazzata	
  nell’unità	
  di	
  tempo	
  
(velocità	
  areale)	
  
	
  
	
  
	
  
e	
  la	
  sua	
  direzione	
  è	
  
perpendicolare	
  al	
  piano	
  
individuato	
  da	
  	
  	
  	
  e	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  .	
  	
  	
  

rd dA dA
dt

=
|

L |
2m

O
r rd 

L




14/12/12 

4 

Momento	
  angolare	
  

Esempio:	
  par.cella	
  che	
  si	
  
muove	
  di	
  moto	
  circolare	
  
uniforme.	
  Il	
  momento	
  
angolare	
  è	
  perpendicolare	
  
all’orbita	
  (con	
  verso	
  
individuato	
  dalla	
  regola	
  della	
  
mano	
  destra)	
  ed	
  ha	
  modulo	
  	
  

|

L |=m | r || v |=mR2ω

y

z

mr

L


vR O

x
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Altro	
  esempio:	
  par.cella	
  che	
  si	
  
muove	
  di	
  moto	
  reGlineo	
  
uniforme.	
  Il	
  momento	
  
angolare	
  è	
  perpendicolare	
  al	
  
piano	
  individuato	
  dalla	
  
traie>oria	
  e	
  dal	
  punto	
  O,	
  ed	
  ha	
  
modulo	
   L =m | v || r | senϑ

=mvb
y

z

m
r

L


v

b
distanza	
  della	
  
re/a	
  dal	
  punto	
  O x

O
ϑ
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In	
  sintesi:	
  il	
  momento	
  angolare	
  fornisce	
  l’orientazione	
  
del	
  piano	
  orbitale	
  istantaneo	
  e	
  la	
  velocità	
  areale	
  
calcolata	
  rispe>o	
  ad	
  un	
  polo	
  O.	
  	
  
	
  
Nota:	
  il	
  momento	
  angolare	
  dipende	
  dalla	
  scelta	
  
arbitraria	
  di	
  O.	
  Ma	
  allora	
  quale	
  u.lità	
  può	
  avere	
  ??	
  
	
  
Per	
  capirlo,	
  conviene	
  vedere	
  cosa	
  succede	
  se	
  usiamo	
  la	
  
seconda	
  legge	
  di	
  Newton...	
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Calcoliamo	
  la	
  derivata	
  temporale	
  del	
  momento	
  angolare:	
  
	
  
	
  
	
  
Il	
  primo	
  addendo	
  è	
  nullo	
  e	
  per	
  il	
  secondo	
  usiamo	
  la	
  II	
  
legge	
  di	
  Newton:	
  	
  
	
  
	
  
La	
  quan.tà	
  a	
  destra	
  è	
  de>a	
  momento	
  della	
  forza	
  
rispe>o	
  al	
  polo	
  O	
  (lo	
  stesso	
  rispe>o	
  al	
  quale	
  viene	
  
calcolato	
  il	
  momento	
  angolare!):	
  
	
  
[nota:	
  nel	
  caso	
  di	
  più	
  forze	
  agenA	
  sulla	
  parAcella,	
  F	
  è	
  la	
  risultante]	
  

d

L
dt

=
d
dt
(r × p) = d

r
dt
×
p+ r × d

p
dt

=mv × v + r × d
p
dt

d

L
dt

=
r ×

F


τ ≡
r ×

F

d

L
dt

=

τ
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Abbiamo	
  quindi	
  trovato	
  la	
  legge	
  	
  
	
  
	
  
	
  
come	
  dire>a	
  conseguenza	
  della	
  seconda	
  legge	
  di	
  Newton.	
  	
  
Vale	
  sempre,	
  ed	
  è	
  indipendente	
  dalla	
  scelta	
  arbitraria	
  del	
  
polo	
  O,	
  a	
  pa>o	
  che	
  venga	
  usato	
  lo	
  stesso	
  O	
  per	
  il	
  
momento	
  angolare	
  e	
  per	
  il	
  momento	
  delle	
  forze!!	
  	
  
	
  
Ci	
  tornerà	
  u.le	
  in	
  varie	
  occasioni.	
  Qui	
  vediamo	
  l’esempio	
  
dei	
  campi	
  di	
  forze	
  centrali.	
  	
  

d

L
dt

=

τ

Le	
  forze	
  centrali	
  sono	
  quelle	
  per	
  cui	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  dove	
  r	
  
è	
  la	
  distanza	
  dal	
  punto	
  O	
  dove	
  si	
  trova	
  la	
  sorgente	
  del	
  
campo.	
  	
  

x

y

z


F = f (r)ûr

Se	
  scegliamo	
  O	
  come	
  polo	
  
per	
  il	
  calcolo	
  del	
  momento	
  
delle	
  forze,	
  abbiamo	
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O


τ ≡
r ×

F

= f (r)r × ûr = 0
r

Il	
  momento	
  delle	
  
forze	
  è	
  nullo.	
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Quindi	
  per	
  le	
  forze	
  centrali,	
  la	
  legge	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  diventa	
  

x

y

z
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O

r
Il	
  momento	
  
angolare,	
  calcolato	
  
rispe>o	
  ad	
  O,	
  si	
  
conserva	
  !!	
  

d

L
dt

=

τ

d

L
dt

= 0

Finora	
  abbiamo	
  visto	
  tre	
  leggi	
  di	
  conservazione:	
  
	
  
ü Se	
  una	
  par.cella	
  non	
  è	
  sogge>a	
  a	
  forze,	
  la	
  sua	
  quan?tà	
  
di	
  moto	
  si	
  conserva	
  [generalizzabile	
  a	
  sistemi	
  isola.	
  di	
  N	
  
par.celle	
  interagen.	
  solo	
  tra	
  loro]	
  

ü Se	
  una	
  par.cella	
  è	
  sogge>a	
  a	
  sole	
  forze	
  conserva.ve,	
  la	
  
sua	
  energia	
  meccanica	
  si	
  conserva.	
  

ü Se	
  una	
  par.cella	
  è	
  sogge>a	
  ad	
  un	
  campo	
  di	
  forze	
  
centrali,	
  il	
  suo	
  momento	
  angolare	
  rispe>o	
  alla	
  sorgente	
  
del	
  campo	
  si	
  conserva.	
  	
  	
  

Leggi	
  di	
  conservazione	
  


