. Per il primo punto si puo usare il lemma sulle anticatene, pero bisogna formularlo.

(a) Provare che un ideale monomiale ¢ finitamente generato.

(b) Provare che ogni ideale di k[z1, ..., x,] puo essere generato da un numero finito
di elementi.
(c) Provare che ogni ideale di k[xy,...,z,| ha una base di Grébner finita.
. Siano f,g € k[xy,...,x,]. Supponiamo che il minimo comune multiplo di LM(f) e

LM(g) ¢ il prodotto LM(f)LM(g). Provare che S(f,g) riduce a 0 modulo {f,g}.

. Sia I C k[z1,...,2,] un ideale, e G una base di Grobner di I rispetto all’ordine
lessicografico, dove 1 >ex>1ex To > -+ + >lex Tp. Sia [} = I N klzyyq, ..., z,]. Provare
che GNklx;4q,...,2,] € una base di Grébner di 1.

. Sia k un campo e T1,...,T, C k sottoinsiemi finiti. Poniamo t; = |T;|, T' = T} X
cex T, C k™ e

I(T)={f €klz1,...,zn] | f(p) =0 per ognip e T}.

Sia
filws) = [J (@i = s).
seT;
Provare che fi,..., f, € una base di Grobner di I(7T), rispetto a qualsiasi ordine
monomiale.

(a) Sia z € R, z > 1. Siano % i convergenti della frazione continua per z. Di-

1
mostrare che |b? — ciz?| < 2.

(b) In che modo questo risultato viene usato nell’algoritmo per fattorizzare un intero
usando frazioni continue?

. Sia f € F,[z]. Sia v € F,[z] tale che v? = v mod f. Allora

f= H med(f,v — a).
a€l,

q—1

2

. Sia ¢ una potenza di un primo dispari. Sia v € F}. Si sa che v = 1 se solo se y

g1
¢ un quadrato, e v 2 = —1 se solo se v non ¢ un quadrato. Fare vedere come su
questo fatto si basa un metodo probabilistico per fattorizzare polinomi in F,[z].

. Sia f € Z[z] e p un primo. Siano g, h € Z[x] con

o deg(g) + deg(h) = deg(f),
e mcd(h, g) =1 mod p,



e f = ghmod p* (per un certo k > 0).

Allora esistono §, h € Z[x] con

o deg(j) = deg(g), deg(h) = deg(h),
e = ¢gmod pF, h = h mod pF,

e f = ghmod pFtt.

Fare vedere come la dimostrazione da un metodo per trovare g, h.



