Esercizio 3.5.6 (Polinomi di Swinnerton-Dyer).

Siano pi,...,p, i primi n primi (cioe p; = 2, p, = 3,...). Sia F,, = Q(\/P1,-- - /Dn)-
Anche poniamo

E, = {E: (61,...,€n) | € € {O,l}}
Per € € £, mettiamo

0= (Vi) (V)™

Consideriamo la seguente affermazione

Gal(F,/Q) = {oe € &}, dove oc(v/pi) = (—=1)“\/pi, e {ac|e€ E}e una base di F, su Q.
(1)

Vogliamo provare (1) con induzione su n.

1. Provare che F;, ¢ il campo di spezzamento di (z% —p;) - -- (% — p,) su Q.

2. Provare (1) per n = 1.

3. Adesso assumiamo che (1) sia vero per un n > 1. Vogliamo provarlo per n + 1.

(a) Sia a € F,, con o(a) = £« per ogni o € Gal(F,/Q). Provare che a = ac, per
certi a € Q e € € &,. (Suggerimento: scriviamo « come combinazione lineare
dei a., e assumiamo che il coefficiente di due, diciamo a.(1) e ae(2), sia nonzero,
e dedurre una contraddizione.)

(b) Provare che /pni1 & Fi.

(c) Finire la dimostrazione.

4. Poniamo

Su= T @= (0B + -+ ()" VB

ec&n

Provare che S,, € Q[z].

5. Sia f € Q[z] il polinomio minimo di /p1 + - - - + \/Pn. Provare che ogni (—1),/p1 +
-+ (=1)\/pn per € € &, & una radice di f.

6. Provare che f = .5,,; e che quindi S, & irriducibile.

Sy, & detto polinomio di Swinnerton-Dyer; si pud provare che sta in Z[x]. Abbiamo per
esempio

Sy =23 — 4482 4 848642 — 9028096x2° + 6023979522** — 26625650688x%% + 8019187220482°
— 1666564151705628 + 2392107604623362'° — 23490147461365762 + 154591515162705922:12
— 658924928866713602° + 1725809523247022082° — 2556908517185290242:°
+ 183876928237731840x* — 4466081249257062422 4+ 2000989041197056.



