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CHAPTER 1

Complementi di teoria della misura

[* Prima settimana (20/02/2012); 3 *|

1. Misure esterne metriche, gli esempi di L" e H*

DEFINIZIONE 1.1. Una misura esterna su uno spazio metrico (X,d) é detta “di Carathéo-
dory” (o anche “metrica”) se

p(AUB) = p(A) + ¢(B)
per ogni coppia di insiemi A, B € 2% tale che
dist(A, B) := inf{d(a,b) |a € A,b € B} > 0.

TEOREMA 1.1 (***). Sia ¢ una misura esterna di Carathéodory su uno spazio metrico
(X, d). Allora ogni sottoinsieme chiuso di X é misurabile.

OSSERVAZIONE 1.1. Si puo provare che vale anche il “viceversa” di Teorema 1.1: Se ¢
¢ una misura esterna su uno spazio metrico (X, d) e se ogni sottoinsieme chiuso di X &
misurabile, allora ¢ & di Carathéodory ([5, Theorem 1.7]).

PROPOSIZIONE 1.1 ([1]). Sia dato T C 2% e indichiamo con A la famiglia delle o-algebre
in X contenenti Z. Allora
$(Z) = Ngea

e una o-algebra in X. Essa e detta “la o-algebra generata da L.

PROPOSIZIONE 1.2 (**). Sia X uno spazio topologico e indichiamo con KC, F e G, rispet-
tivamente, la famiglia degli insiemi compatti, la famiglia degli insiemi chiusi e la famiglia
degli insiemi aperti di X. Allora:

(1) Si ha X(F) =3(G);
(2) Se X ¢é uno spazio di Hausdorff, vale l'inclusione %(KC) C X(F);
(3) Se (X,d) é uno spazio metrico separabile, si ha £(K) = X(G).

OSSERVAZIONE 1.2. In uno spazio topologico che non sia metrico e separabile puo ef-
fettivamente accadere che X(K) # X(F) = X(G). Si consideri per esempio [0,1] con
la topologia discreta e cioe G = 2[%1. Osserviamo che K coincide con la famiglia dei
sottoinsiemi finiti di [0, 1]. Se consideriamo la o-algebra

Yo = {E € 2% | #(E) <R, oppure #(E°) < R}
si ha X(K) € Xy € 21, Inoltre, evidentemente, vale ¥ # 291 = G = 3(G).



DEFINIZIONE 1.2. Siano X uno spazio topologico, ¢ una misura esterna su X e M, la
o-algebra degli insiemi misurabili rispetto a . Allora:

(i) La o-algebra X(F) = 3(G) viene indicata con B(X) e i suoi elementi sono detti
“instems boreliani”;
(ii) ¢ é detta “boreliana” (oppure “di Borel”) se B(X) C M,;
(iii) ¢ ¢ detta “Borel regolare” se ¢ boreliana e se inoltre per ogni insieme A € 2%
esiste B € B(X) tale che B D A e p(B) = p(A);
(iv) ¢ e detta “di Radon” se é Borel regolare e se p(K) < oo per ogni insieme compatto
K i X.

Da Teorema 1.1 segue subito il seguente risultato.

COROLLARIO 1.1 (°). Ogni misura esterna di Carathéodory su uno spazio metrico ¢ bore-
liana.

LEMMA 1.1 (°). Consideriamo uno spazio topologico X e sia D C 2% tale che:

(i) F,G C D;

(ii) D é chiuso rispetto all’'unione numerabile e rispetto all’intersezione numerabile.

Allora B(X) C D.

TEOREMA 1.2 (***). Sia ¢ una misura esterna boreliana su uno spazio metrico (X, d) e
sia B € B(X). Si verificano i sequenti fatti:

(1) Se ¢(B) < oo, allora per ogni e > 0 esiste un insieme chiuso F tale che ' C B
e p(B-F) <<

(2) Se B C Ux,V;, dove i V; sono insiemi aperti tali che ¢(V}) < oo, allora per ogni
e > 0 esiste un insieme aperto G O B tale che (G — B) < ¢.

[* Seconda settimana (27/02/2012); 6 *|

COROLLARIO 1.2. Sia ¢ una misura esterna Borel regolare su uno spazio metrico (X, d)
e sia € M. Si verificano 1 sequenti fatti:

(1) Se p(E) < oo, allora per ogni € > 0 esiste un insieme chiuso F tale che F C E
ep(E—F)<eg;

(2) Se B C U, Vj, dove i V; sono insiemi aperti tali che ¢(V;) < oo, allora per ogni
e > 0 esiste un insieme aperto G D FE tale che o(G — E) < ¢.

TEOREMA 1.3 ([1]). Si consideri la funzione L™ : 28" — [0, +o0] definita da

L"(E) := inf { > () {L}eR(E)} (ECR")



dove R(E) indica la famiglia dei ricoprimenti numerabili di E costituiti di intervalli aperti
in R™, mentre v(1;) denota la misura elementare dell’intervallo I;. Allora L™ é una misura
esterna detta “misura esterna di Lebesgue n-dimensionale”.

Il seguente risultato elenca alcune proprieta della misura esterna di Lebesgue.

TEOREMA 1.4 ([1]). Valgono i sequenti fatti:

(1) Per ogni a € R™ si ha L"({a}) =0;

(2) Se I ¢ un intervallo aperto in R", si ha L"(I) = v(I);

(3) Per ogni E C R"™ e per ogni T € R™ si ha L*"(E + 1) = L"(E);
(4) Per ogni E C R™ e per ogni p € R" si ha L"(pE) = p"L"(E).

TEOREMA 1.5 (**). La misura esterna di Lebesgue n-dimensionale ¢ una misura esterna
metrica ed e di Radon.

EseEmpio 1.1 (Esistenza di insiemi non misurabili). Consideriamo la seguente relazione
di equivalenza in [0,1]:  ~ y se z —y € Q. Grazie all’assioma della scelta possiamo
poi “costruire” un insieme E di rappresentanti delle classi di equivalenza. Se QN [0, 1] =
{¢i}ien, poniamo infine

E,=(EN0,¢]+1—q¢)U(EN(g1] —q).

Allora E non e misurabile. Se lo fosse, lo sarebbero anche tutti gli F;. Poiché questi
sono a-due-a-due disgiunti e la loro unione ¢ [0,1] (osserviamo che, poiché 0 necessita
di un “trattamento speciale”, e piu rapido, ancorché sufficiente, limitarsi a provare che
(0,1] C U;E;), si giungerebbe all’assurdo:

1=L£Y[0,1]) = 51( Us E) => LNE) =Y _LYE).
OSSERVAZIONE 1.3. Senza ’assioma della scelta ¢ impossibile provare 1’esistenza di insiemi
non misurabili (Solovay, 1970).

OSSERVAZIONE 1.4. Utilizzando l'insieme di Cantor si puo provare che esistono sottoin-
siemi di R"™ che sono misurabili rispetto a £ ma non sono boreliani.

TEOREMA 1.6 ([1]). Dati E C R™ e § > 0, indichiamo con Rs(E) la famiglia dei ricopri-
menti numerabili {C;} di E tali che diam(C;) < 6 per ogni j. Per s € [0,+00), poniamo
anche

7TS/2 +oo
a(s) = ———, ING) ::/ e “x'tdx.
r(s+1) 0
Allora la funzione Hy : 28" — [0, 00] definita da

() =t { Salo) (5 2) |0y e ot}

J

e una misura esterna.



TEOREMA 1.7 ([1]). Sia s € [0,4+00) e E C R". Allora la funzione 6 — H3(E) é
monotona decrescente, quindi esiste

La mappa H* : 28" — [0, +00] & una misura esterna metrica.

DEFINIZIONE 1.3. 'H?® ¢é detta “misura esterna di Hausdorff s-dimensionale”.

Alcune ulteriori proprieta della misura esterna di Hausdorff sono raccolte in questo teo-
rema.

TEOREMA 1.8 ([1]). Si ha:

0 =4 (misura del conteggio);

(1) H

(2) H* = L™ (in R™);

(3) Per ogni E C R™ e per ogni 7 € R si ha H*(E + 1) = H*(E);

(4) Per ogni E C R™ e per ogni p € R" si ha H*(pE) = p*H*(E);

(5) Se H*(E) < 0o, con E CR™ e s >0, allora H'(E) = 0 per ogni t > s.

OSSERVAZIONE 1.5. Se ¢ > n si ha H'(R") = 0.

Da Teorema 1.1 e Teorema 1.7 segue subito che H* e boreliana. In realta vale il seguente
risultato piu forte.

TEOREMA 1.9 (**). La misura esterna di Hausdor{f é una misura esterna Borel regolare,
ma non di Radon (eccetto che per s =n).

Come ci si aspetta vale il seguente risultato.

TEOREMA 1.10. Nel contesto delle sottovarieta regolari, si ha:

(1) Se v :[a,b] — R"™ é una curva regolare, allora

H o) = [ 11

(2) Se p: ACR? — R"™ ¢ una superficie regolare, allora

Hp(A) = [ |92 5 %

Xi

0s  Os

EseEmpiO 1.2. Sia C l'insieme di Cantor. Se esiste s tale che H*(C) € (0,+o0) allora
s=1In2/In3.

dsdt.

DEFINIZIONE 1.4. La “dimensione di Hausdorff” dell’insieme E C R™ é il numero

dimg (E) = inf{s € [0, +00) | H*(E) = 0}.



EsEmMPIO 1.3. Se C ¢ una curva regolare (in R"), allora dimy(C') = 1. Se S ¢ una
superficie regolare (in R"), allora dimy(S) = 2. L’insieme di Cantor ha dimensione di
Hausdorff pari a In2/1n 3 (sketch-proof da Esempio 1.2, per una dimostrazione completa,
vedasi [4, Theorem 1.14]).

OSSERVAZIONE 1.6. La “misura di Lebesgue” L£"| 4., e la “misura di Hausdorff” H*| a4,
per semplicita sono solitamente indicate con £" and H® rispettivamente.

[* Terza settimana (05/03/2012); 9 *]

2. Funzioni misurabili
Il Teorema di Egoroff e il Teorema di Lusin

TEOREMA 2.1 (Egoroff (**)). Siano dati:

(i) uno spazio con misura (X, A, n) tale che ju(X) < +oo;
(ii) una successione di funzioni misurabili f; : X — R (j = 1,2,...) che converge
puntualmente quasi ovunque a f : X — R.

Allora per ogni € > 0 esiste A. € A tale che (X — A.) < e e f; converge a f uniforme-
mente in A..

OSSERVAZIONE 2.1. Il Teorema 2.1 non vale (in generale) se pu(X) = +00, nemmeno
nel caso speciale della o-finitezza. Per esempio, consideriamo [0, +00) con la misura di
Lebesgue L' [0, +00) e sia

fr(z) = o x € [0, +00).

Si ha che f; converge puntualmente alla funzione identicamente nulla. Allora, se fosse
vero il Teorema di Egoroff, si giungerebbe alla conclusione assurda che f; converge uni-
formemente a zero su un insieme illimitato.

OSSERVAZIONE 2.2. In generale, il teorema di Egoroff pud non valere se f : X — R. Si
consideri per esempio X = (0,1) con la misura di Lebesgue £'L_(0,1) e f; = j. Allora f;
converge puntualmente a +o0o, ma evidentemente la tesi di Teorema 2.1 non vale.

TEOREMA 2.2 ([1]). Siano dati uno spazio con misura (X, A, ) e una funzione misurabile
f:X —[0,400]. Allora esiste una successione di funzioni semplici e misurabili s; : X —
R tali che 0 < s; < sj41 < f e s; converge puntualmente a f. Inoltre, se f ¢ limitata la
convergenza € uniforme.

DEFINIZIONE 2.1. Sia (X, A, 1) uno spazio con misura tale che X sia anche uno spazio
topologico e si abbia B(X) C A. Allora una funzione f : X — R si dice “quasi continua”
se per ogni € > 0 esiste un sottoinsieme chiuso F' di X tale che p(X — F) < e e f|F ¢
continua.
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TEOREMA 2.3 (Lusin (***)). Sia dato uno spazio con misura (X, A, u) con u(X) < +oo
e tale che:

(i) X e uno spazio topologico e B(X) C A;
(ii) per ogni A € A e per ogni € > 0 esiste un sottoinsieme chiuso F di A soddis-
facente (A — F) <e.

Allora ogni funzione misurabile f : X — R & quasi continua.

Ricordando Corollario 1.2, si ottiene subito il seguente risultato.

COROLLARIO 2.1 (°). Sia ¢ una misura esterna Borel regolare su uno spazio metrico
(X, d) tale che o(X) < 4+o00. Allora ogni funzione misurabile f : X — R é quasi continua.



CHAPTER 2

Spazi L? e Teorema di Radon-Nikodym.

[* Quarta settimana (12/03/2012); 12 *]

1. Spazi L*.

DEFINIZIONE 1.1. Sia (i(, A, i) uno spazio con misura e sia f : X — R una funzione
misurabile. Allora M € R e detto “maggiorante essenziale” di f se vale f(x) < M quasi
ovunque rispetto a p. L’insieme dei maggioranti essenziali di f € indicato con My.

OSSERVAZIONE 1.1. Nelle ipotesi di Definizione 1.1, si ha evidentemente M; > 4o0.
Anzi, precisamente, si ha

My = {400} oppure M/ ¢ una semiretta destra chiusa.
Infatti, se My # {400} si ha certamente, prima di tutto, che M; ¢ una semiretta

destra. Per verificare la chiusura, consideriamo una successione m; decrescente tale che
m; — inf M. Posto
E,={reX|f(x)>m;} A
osserviamo che (per ogni j)
p(E;) =0, E; C Ejp
Ne viene che
w(U;E;y) = lim p(E;) = 0.
Ma
U;E; ={x € X| f(z) > inf M;}
e quindi inf M, € M;.

DEFINIZIONE 1.2. Sia (X, A, ) uno spazio con misura. Se p € [1,+00], con LP(X)
indicheremo la classe delle funzioni misurabili f : X — R tali che || f]], < oo, dove

1fI], = Uy [fIPdp)'? se 1 < p < +oo,
T min My se p = +00.

Nel corso della dimostrazione della sottostante disuguaglianza di Holder si usa il seguente
semplice risultato.

11
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PROPOSIZIONE 1.1 ([1]). Sia (X, A, p) uno spazio con misura. Inoltre sia f : X — R
una funzione misurabile tale che f > 0 quasi ovunque rispetto a p e soddisfacente

/ fdp =0.
Allora f =0 quasi ovunque rispetto a .

TeEOREMA 1.1 (Disuguaglianza di Holder (**)). Sia (X, A, 1) uno spazio con misura e
siano f,g: X — R due funzioni misurabili. Allora

[1£91dn < £l Dl
dove p,p’ € [1,400] sono coniugati, cioé tali che p=1 e p' = 400 (0 viceversa) oppure
1 1
-+—-=1 (con p,p’ € (1,+00)).
Pl )
TEOREMA 1.2 (*). Siano (X, A, u) spazio con misura, p € [1,+0c] e f: X — R misura-
bile. Allora

() A1l = 0;
(2) Ifll, =0 se e solo se f =0 quasi ovunque (rispetto a );
(3) llefllp = lel 1fllp, per ogni c € R.

TEOREMA 1.3 (**). Siano (X, A, ) spazio con misura e p € [1,400]|. Allora LP(X) é
uno spazio vettoriale e vale la disuguaglianza triangolare

Wf+allp < Nl + llgllp (Disuguaglianza di Minkowski)
per ogni f,g € LP(X).
OSSERVAZIONE 1.2. Facendo il quoziente di LP(X) rispetto alla relazione di equivalenza
f~g seesolose f=gq.o.

si ottiene in modo naturale uno spazio vettoriale che, per semplicita, continueremo a
indicare con la notazione LP(X). La funzione che associa a una classe di equivalenza F' il
numero || f,, dove f & un rappresentante qualsiasi di F', definisce una norma sul quoziente
LP(X). Sempre per semplicita, non indicheremo mai tale norma di F' con notazioni del
tipo ||F'|| ma scriveremo piuttosto || f||,.

TEOREMA 1.4 (Fisher-Riesz (***)). Siano (X, A, n) spazio con misura e p € [1,+00].
Allora lo spazio vettoriale normato LP(X) ¢ uno spazio di Banach.

[* Quinta settimana (19/03/2012); 15 *]

Dalla dimostrazione di Teorema 1.4 segue subito il seguente risultato.

PROPOSIZIONE 1.2 (°). Siano (X, A, u) spazio con misura e p € [1,4+00]. Allora ogni
successione convergente in LP(X) ha una sottosuccessione convergente q.o.
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OSSERVAZIONE 1.3. In generale una successione convergente in LP(X) non converge q.o.
Esempio.

EsemPIO 1.1. Consideriamo lo spazio con misura (N, 2", 1), dove p indica la misura del
conteggio. Se p € [1,+o0], indichiamo con [, la famiglia delle successioni {a;}32, in R tali
che [[{a;}|;, < +oo, dove

{3, = {

Allora (I, || - ||z,) € uno spazio normato isometrico a LP(N) e quindi e anche completo.

1
(Zj |aj]p) 7ol <p < 400,

sup; |aj| se p = +00.

DEFINIZIONE 1.3. Sia X un insieme e A una o-algebra in X. Allora una funzione v :
A — R é detta “misura con segno” se sono verificare le sequenti proprieta:

(1) v assume al pit uno soltanto dei valori +00 e —o0;
(i) v(0) = 0;

(iii) Se {A;} & una famiglia numerabile di insiemi in A a-due-a-due disgiunti, allora

le due serie
SUANV0, S (=v(4;) VO
J J

non divergono mai contemporaneamente e si ha

v(U;4;) =D v(4)).

J

La terna (X, A,v) é detta “spazio con misura con segno”. Inoltre si dice che un insieme
A € A ¢ “positivo (risp. negativo) [risp. nullo] per v” se v(E) > 0 (risp. v(E) < 0)
[risp. v(E) = 0] per ogni E € A tale che E C A:

OSSERVAZIONE 1.4. Sia (X, A, 1) uno spazio con misura e sia f : X — R una funzione
misurabile tale che almeno una di f V0 e (—f) V 0 sia sommabile. Allora

(1.1) ymy:Af@, A€ A

definisce una misura con segno assolutamente continua rispetto a p (Definizione 1.4). Os-
serviamo che {x € X | f(z) > 0} ¢ un insieme positivo per v, mentre {z € X | f(x) < 0}
¢ un insieme negativo per v. L’insieme {z € X | f(z) = 0} ¢ nullo per v. Sorge spon-
taneamente la seguente questione: se v € una misura con segno assolutamente continua
rispetto a u, allora & vero che v si puo rappresentare nella forma integrale (1.1)? Ebbene,
a tale questione risponde affermativamente il teorema di Radon Nikodym (Teorema 2.1)
che proveremo presto. Le proposizioni che seguono serviranno per dimostrare questo
importante risultato.

LEMMA 1.1 (**). Consideriamo uno spazio con misura con segno (X, A,v) e E € A tale
che v(E) € (0,4+00). Allora esiste A € A tale che A C E, A ¢é positivo e v(A) > 0.

[* Sesta settimana (26/03/2012); 18 *|
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TEOREMA 1.5 (Decomposizione di Hahn (***)). Sia (X,.A, v) uno spazio con misura con
segno. Allora esistono P, N € A disgiunti e tali che P ¢é positivo per v, N € negativo per
veX=PUN.

OSSERVAZIONE 1.5. Se c¢’¢ un insieme non vuoto e nullo per v, allora esistono piu decom-
posizioni di Hahn.

DEFINIZIONE 1.4. Sia X un insieme e sia A una o-algebra in X.

(1) Se p: A — [0,+00] & una misura e v : A — R ¢ una misura con segno, allora
si dice che ‘v ¢é assolutamente continua rispetto a p1” se v(A) = 0 ogni volta che
AeAeu(A)=0. In tal caso si scrive v << p.

(2) Se pr, p2 : A — [0, +00] sono misure, allora si dice che “uy e p1o sono mutuamente
singolari” se esiste A € A tale che p1(A) =0 e pu(X — A) = 0. In tal caso si
serive i L po.

TEOREMA 1.6 (Decomposizione di Jordan (**)). Dato uno spazio con misura con segno
(X, A, v), esiste una ed una sola coppia di misure mutuamente singolari vt e v~ tale che:

(i) almeno una di esse & finita;
(ii) wale v(A) = vT(A) — v (A) per ogni A € A.

La misura |v| := vt + v~ ¢ detta “variazione totale di v”.

PROPOSIZIONE 1.3 (*). Siano X un insieme, A una o-algebra in X, pn: A — [0, +00] una
misura e v : A — R una misura con segno. Allora le sequenti condizioni sono equivalenti:

(1) v << p;
(2) v < p;
(B) vt << pev << pu.

TEOREMA 1.7 (**). Siano X un insieme, A una o-algebra in X, p: A — [0,+00] una
misura e v : A — R una misura con segno (nota bene: v é finita!). Allora v << p se e
solo se per ogni € > 0 esiste § > 0 tale che u(E) < § implica |v(E)| < e.

2. Il Teorema di Radon-Nikodym.

DEFINIZIONE 2.1. Siano X un insieme e A una o-algebra in X. Una “partizione (mi-
surabile di X )” é una famiglia finita P : {Ay, ..., Ay} di insiemi misurabili a-due-a-due
disgiunti tali che U;A; = X. Una partizione P’ ¢ detta “raffinamento” di P se per ogni
A" € P esiste A € P tale che A" C A.

LEMMA 2.1 (**). Siano X un insieme, A una o-algebra in X e A\, : A — [0, +00) due
misure (nota bene: X\, u sono finite) tali che \(A) < p(A) per ogni A € A. Sia P =
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{Ay,..., Ay} una partizione misurabile di X e sia P’ un raffinamento di P. Poniamo
TONA)
hp = ©a,
z; (Ai)

2%33 =0 se u(A;) = 0. Analogamente definiamo hp:.

dove si assume la convenzione
Allora, per ogni A € P si ha

)\(A):/Ahpd,u:/Ahp/du

Wy~ [ W du= [ (hpr = hp)? dpu > 0.
/A pr Al AP H A( P P) dp =
[* Settima settimana (02/04/2012); 21 *|

TEOREMA 2.1 (Radon-Nikodym “piccolo” (***)). Sia (X, A, u) uno spazio con misura
tale che pu(X) < +oo e sia A una misura su A tale che A\(A) < u(A) per ogni A € A.
Allora esiste una funzione misurabile f : X — [0, 1] tale che

MNA) = [ fu

per ogni A € A (nota bene: f é sommabile!). Inoltre, se g : X — [0, +00| € una funzione

misurabile, st ha
[ gdr=[ ofdn.
X X

TEOREMA 2.2 (Radon-Nikodym (***)). Siano dati uno spazio con misura o-finita (X, A, u)
e una misura con segno o-finita v : A — R tali che v << p. Allora esiste una funzione
misurabile f : X — R tale che almeno una di f V0 e (—f) V0 sia sommabile (quindi f ¢
integrabile) e vale

v(4) = [ fau

per ogni A € A. Tale funzione [ é chiamata “la derivata di Radon-Nikodym di v rispetto
a pn” e si denota col simbolo g—;.

[* Ottava settimana (09/04/2012); 22 *|

OSSERVAZIONE 2.1. Il Teorema di Radon-Nikodym non vale senza l'ipotesi di o-finitezza,
per esempio (in R") per u=H’ e v = L".

Il seguente risultato si dimostra sfruttando I’argomento utilizzato all’inizio del primo passo
della dimostrazione di Teorema 2.2.

TEOREMA 2.3 (Decomposizione di Lebesgue (**)). Si considerino un insieme X, una
o-algebra A in X e due misure o-finite p, v : A — [0, +00]. Allora esiste una ed una sola
coppia di misure vy, vy : A — [0,+00] tali che v = vy + vy con vy << pevy L p. La
coppia (v, v1) € detta “decomposizione di Lebesque di v rispetto a p”.
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[* Nona settimana (16/04/2012); 25 *|

Dal teorema di Radon-Nikodym “grande”e dal teorema di decomposizione di Lebesgue
segue subito il seguente risultato.

TEOREMA 2.4 (°). Si considerino un insieme X, una o-algebra A in X e due misure
o-finite p, v : A — [0, +00]. Allora esiste una unica misura vy : A — [0, +00] e una unica
funzione f : X — [0, 400| integrabile rispetto a p tali che vy L p e vale

V(E) = /Efdqu n(E)

per ogni B € A.



CHAPTER 3

Analisi funzionale. Spazi di Banach e di Hilbert.

1. Spazi di Banach, Teorema di Hahn-Banach.

DEFINIZIONE 1.1. Siano X eY spazi vettoriali (su R). Allora L(X,Y) denota lo spazio
vettoriale degli operatori lineariT : X — Y. Se (X, ||-||x) e (Y, ||-|ly) sono spazi vettoriali
normati, BL(X,Y) indica il sottospazio vettoriale di L(X,Y) formato dagli operatori
lineari e continui T : X — Y. Per semplicita scriveremo X' in luogo di BL(X,R).

OSSERVAZIONE 1.1. Se (X, || ||x) e (Y, ]| - ||y) sono spazi vettoriali normati di dimensione
finita allora BL(X,Y) = L(X,Y).

OSSERVAZIONE 1.2. Siano (X, |- [|x) e (Y, ]| - |ly) spazi vettoriali normati e T' € L(X,Y).
Allora T ¢ continuo se e solo se T' € continuo in un punto fissato qualsiasi z¢ € X.

PROPOSIZIONE 1.1 (**). Se (X, - ||x) e (Y, || - |ly) sono spazi vettoriali normati e T €
L(X,Y), le sequenti affermazioni sono fra loro equivalenti:

(1) T € BL(X,Y);

(2) T é continuo in in un punto fissato qualsiasi xo € X;

(3) Esiste M > 0 tale che | Tx|y < M ||z||x per ogni x € X;

(4) T ¢ Lipschitz;

(5) T ¢ limitato, i.e. T(A) é un insieme limitato in'Y se A € un insieme limitato in

X
Esempio 1.1. Sia X := C'([0,1]), Y := C°([0,1]) e || - [[x :== || - [ly == || - |- Allora
I'operatore
T: X =Y, Tf:=f

¢ lineare ma non & continuo (e.g. se f;(t) := ¢/, la successione {f;} ¢ limitata mentre
{T'f;} ¢ illimitata). Osserviamo che se in X consideriamo la norma || - |1 (al posto di
| - ||o) allora 'operatore T' risulta essere continuo.

TEOREMA 1.1 (***). Siano (X, |- ||x) e (Y| - |lv) spazi vettoriali normati. Allora:

(1) Per ogni T € BL(X,Y), l'insieme
Mrp :={M >0|||Tx|ly < M ||z|x per ogni x € X}

e una semiretta destra propria e chiusa;

17
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(2) La funzione
BL(X,Y)> T ||T|pL := min Mr € R
¢ una norma in BL(X,Y);
(3) SeT € BL(X,Y) si ha

Tx
(1.1) IT|| g = sup |Tz]ly = sup ||[Tx|y = sup ||Tx|y;
o0 [[Zllx  japx=1 el x <1

(4) Se se (Y, || - |ly) € uno spazio di Banach, allora (BL(X,Y),| - |sL) € uno spazio
di Banach.

OSSERVAZIONE 1.3. Nel caso che la palla unitaria chiusa di (X, || -||x)

Bx = {z e X|[lz] <1}
sia insieme compatto (per esempio se X ha dimensione finita), gli ultimi due “sup” in
(1.1) sono in realta dei “max”. Vediamo ora un esempio in cui tale conclusione non &
verificata. Consideriamo il caso che (X, |- |x) e (Y,| - |ly) coincidano entrambi con lo
spazio di Banach (ly, || - ||;;) definito in Esempio 1.1 di Chapter 2. Sia poi T : [} — [
I'operatore lineare che associa a x = (21, xg,...) l'elemento Tx = (y1, ¥z, ... ), con

( 1)
yii=|1— =)z
)

per ogni ¢ = 1,2,... Si vede allora facilmente che ||T||pr = 1 ma che non esiste alcun
x € By, tale che | Tx|;, = ||T||L = 1.

[* Decima settimana (23/04/2012); 28 *|

La precedente osservazione mostra, tra l’altro, che B;, non € un insieme compatto. In
realta questo fatto si estende a tutti gli spazi normati di dimensione infinita. Vale infatti
il seguente risultato.

TEOREMA 1.2 (°). Sia (X, || ||x) uno spazio vettoriale normato. Allora Bx é un insieme
compatto se e soltanto se X ha dimensione finita.

Esso € una conseguenza immediata del seguente lemma.

LEMMA 1.1 (**¥). Sia (X, || - ||x) uno spazio vettoriale normato di dimensione infinita.

Allora esiste una famiglia numerabile {x1,xs,...} di vettori unitari in X tali che
dist(x;, span{zy, ... ,xj_1}) =1

per ogni j = 2,3, ...

TEOREMA 1.3 (Hahn-Banach analitico (***)). Siano X uno spazio vettoriale (su R), G

un sottospazio vettoriale di X e g : G — R un operatore lineare. Supponiamo che esista

una funzione p : X — R positivamente omogenea e subadditiva tale che g < p|lg. Allora
esiste un operatore lineare f : X — R tale che flc =g e f <p.
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OSSERVAZIONE 1.4. Se X ¢ uno spazio vettoriale e p : X — R e una funzione positiva-
mente omogenea, allora p(0) = 0. Infatti p(0) = p(2-0) = 2p(0), da cui la tesi.

2. Separazione di insiemi convessi. Teoremi dell’uniforme limitatezza,
dell’applicazione aperta e del grafico chiuso.

COROLLARIO 2.1 ((**)). Sia (X, | -||) uno spazio vettoriale normato. Valgono i sequenti
fatti:

(1) Se G ¢é un sottospazio vettoriale di X e g : G — R é un operatore lineare continuo,
allora esiste f € X' tale che

fle=g9. Ml =l9llprem = suwp lg@)l;

flzfl <1

2) Per ogni x¢g € X esiste f € X' tale che
( g

f(zo) =zl [[fllsr=1.
Si ha pertanto

lwoll = max h(zo) = max  [h(xo)|.
Irll <1 Il g, <1

[* Undicesima settimana (30/04/2012); 29 *]

Come applicazione del Teorema di Hahn-Banach, proveremo Teorema 2.1. Questo impor-
tante risultato di analisi convessa stabilisce una proprieta di separazione dei convessi in
uno spazio vettoriale normato. Per la dimostrazione ci serviremo, oltre che del Teorema
di Hahn-Banach, anche del seguente lemma in cui si introduce la funzione radiale di un
convesso e si prova che essa € una seminorma.

LEMMA 2.1 (**). Sia (X, || - ||) uno spazio vettoriale normato e sia A un sottoinsieme
aperto e convesso di X tale che 0 € A. Allora, per ogni x € X, l’insieme

R, ={t>0]xz/t € A}
e una semiretta destra. La “funzione radiale di A7 cosi definita
pa: X —[0,400], pa(x):=inf R,

ha le sequenti proprieta:

pa € positivamente omogenea,
pa(z) <1 se e solo se x € A;
pa € subadditiva;

Ser >0 ¢ tale che rBx C A allora pa(x) < ||z||/r, per ogni x € X.

(1)
(2)
(3)
(4)
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[* Dodicesima settimana (07/05/2012); 32 *]

TEOREMA 2.1 (Separazione di convessi (**)). Sia (X, ||-||) uno spazio vettoriale normato.
Consideriamo due sottoinsiemi convessi non vuoti e disgiunti A, B di X e supponiamo
che A sia aperto. Allora esiste un iperpiano chiuso che separa A e B, cioé esistono

feX"\{0} ea €R tali che fla<a e flp>a.

Vale anche il seguente ulteriore teorema di separazione, per la cui dimostrazione riman-
diamo a [2, Teorema 1.7].

TEOREMA 2.2 (Separazione stretta di convessi). Sia (X, || - ||) uno spazio vettoriale nor-
mato. Consideriamo due sottoinsiemi convessi non vuoti e disgiunti A, B di X con A
chiuso e B compatto. Allora esiste un iperpiano chiuso che separa strettamente A e B,
cioe esistono f € X'\{0}, a € R ed e > 0 tali che fla<a—ce flp>a+e.

Torniamo ora ad LP, per studiarne lo spazio duale. Vale il seguente teorema.

TEOREMA 2.3 ((**)). Sia (X, A, 1) uno spazio con misura, p € [1,+00] e g € LP(X).
Allora il funzionale

[ [ fodu  ferr(X)
definisce un elemento di (LP(X))' indicato con Jg. Inoltre:
(1) Perp>1siha || Jgllsr = [lgllp
(2) Sep=1 e p e o-finita, vale ||Jgllsr = ||9||o-

OSSERVAZIONE 2.1. Nel caso p = 1 l'ipotesi di o-finitezza e in generale necessaria, come
mostra il seguente esempio. Sia (X, .4, i) lo spazio con misura tale che

X = R, A= Mﬁl

LY (A) se AN(0,+00) =0
pA) = {—i—oo se AN (0,+00) # 0.

Osserviamo che se f € L'(X) allora f|(g o) = 0. Infatti per ogni = € (0, +00) si ha
oo > [ [fldu= [ | fldn
R {z}

che sarebbe assurdo se fosse f(z) # 0. Se g € la funzione caratteristica della semiretta
(0, 400), si ha pertanto fg = 0 per ogni f € L'(X) da cui

Jg=0.
Quindi | Jg|lpr =0 < 1= |g|co-
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Nella prossima osservazione esibiremo un esempio di funzionale di (L*°)" che non ¢ im-
magine di J : L' — (L°°)". Per costruirlo, ci serviremo del teorema di Hahn-Banach (anzi
di Corollario 2.1) e del Lemma fondamentale del Calcolo delle Variazioni del quale richia-
miamo qui 'enunciato, mentre rimandiamo a [2, Corollario IV.24] per una dimostrazione.

TEOREMA 2.4 (Lemma fondamentale del Calcolo delle Variazioni ). Sia g € L'(Q), con
Q sottoinsieme aperto di R™. Supponiamo che

/@gzo
Q

per ogni p € C°(§2). Allora g =0 g.o. in S

OSSERVAZIONE 2.2. Per p = 400 la mappa J, in generale, non e suriettiva. Consideriamo
per esempio R con la misura di Lebesgue £! e la mappa

d:C.(R) — R, © — D(p) == ¢(0).

Ovvialmente C.(R) ¢ un sottospazio vettoriale di L>*(R) e si vede subito che (con la
notazione di Corollario 2.1)

12l 52 (ccmym) = 1.
Grazie a Corollario 2.1 esiste F' € (L*(R))’ tale che

Fle.®) = @, | F|r = 1.

Ragionando per assurdo proviamo ora che J : L'(R) — (L>®(R))’ non ¢ suriettiva: se lo
fosse, esisterebbe g € L'(R) tale che Jg = F e quindi anche

[ padc’ = Jg(p) = Flg) = 2(9) = 2(0)

per ogni ¢ € C.(R). In particolare

/gogdﬁl =0
R

per ogni ¢ € C.(R\{0}). Da Teorema 2.4 seguirebbe subito che g = 0 q.o. e di qui
verrebbe la conclusione assurda che F' = 0. Dobbiamo percio ammettere che J non &
suriettiva.

[* Tredicesima settimana (14/05/2012); 35 *|

Il seguente importante risultato e la successiva osservazione completano il “quadro teorico”
relativo allo spazio duale di LP.

TEOREMA 2.5 (Rappresentazione di Riesz (***)). In ognuna delle sequenti ipotesi alter-
native

(i) p=1ep éo-finita
(i) p € (1, 4+00)
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si ha che la mappa J : LP (X) — (LP(X)) introdotta in Teorema 2.3 & un isomorfismo
1s0metrico.

OSSERVAZIONE 2.3. Per p = 1 esistono misure che non sono o-finite e per le quali la tesi
di Teorema 2.5 non vale. Infatti, nel caso dell’esempio esaminato in Osservazione 2.1 si
ha Jo) = 0 (anzi, Jp@,) = 0 per ogni » > 0 1), i.e. J non e iniettiva. Osservazione
2.2 mostra invece che Teorema 2.5 puo non valere per p = 4o00.

Il seguente risultato servira per provare il successivo teorema, dovuto a Banach e Stein-
haus. Per la sua dimostrazione vedasi [2, Lemma II.1].

TEOREMA 2.6 (Lemma di Baire). Sia X uno spazio metrico completo. Sia {X;} una

famiglia numerabile di sottoinsiemi chiusi di X tali che X{ = 0 per ogni i. Allora si ha
anche (U; X;)° = 0.

TEOREMA 2.7 (Uniforme limitatezza (**)). Siano dati uno spazio di Banach (X,| || x) e
uno spazio vettoriale normato (Y, || - |ly). Si consideri una famiglia {T;}ie; di BL(X,Y),
non necessariamente numerabile, tale che sup, ||Tiz||y < 400 per ogni x € X. Allora
sup; || 15|l s < +00.

[* Quattordicesima settimana (21/05/2012); 38 *]

COROLLARIO 2.2 (*). Siano (X,| - |lx) e (Y, - |ly) uno spazio di Banach e uno spazio
vettoriale normato, rispettivamente. Sia {T;}ien una successione in BL(X,Y") tale che per
ogni € X esiste Tax :=lim; Tyx (inY ). AlloraT € BL(X,Y) e ||T||gr < sup; | 15|51 <
+00.

Se (Z, || - ||) & uno spazio vettoriale normato, con la notazione Uy(zg, 7o) si indica la palla
aperta centrata in zy € Z e di raggio ro > 0. Vale il seguente importante risultato, di cui
proveremo solo il punto (2).

TEOREMA 2.8 (Applicazione aperta (***)). Siano (X, |- ||x) e (Y,| - |ly) due spazi di
Banach e sia dato T € BL(X,Y') suriettivo. Allora:

(1) Esiste r > 0 tale che Uy (0,7) C T(Ux(0,1));
(2) T trasforma ogni aperto di X in un aperto di Y.

OSSERVAZIONE 2.4. Se (X, | - ||x) e (Y, || - ||y) sono spazi di Banach. Allora X x Y con
la norma

I Plxxy = llzlix +lylly,  (y) € X XY
¢ a sua volta uno spazio di Banach.

TEOREMA 2.9 (Grafico chiuso (*)). Siano (X, || -|x) e (Y, | - |ly) due spazi di Banach e

sia dato T € L(X,Y) tale che il suo grafico {(z,Tx)|x € X} & un sottoinsieme chiuso di
(X XY, |- |lxxy)- Allora T é continuo.
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OSSERVAZIONE 2.5. Il teorema del grafico chiuso non si estende, in generale, alle mappe
non lineari. Per esempio, se X =Y = R, il grafico della funzione cosi definita

0 sex <0
M) = {1/x se x>0

e un sottoinsieme chiuso di R x R. Evidentemente, pero, f non e continua.

3. Spazi di Hilbert.

DEFINIZIONE 3.1. Uno spazio di Hilbert é uno spazio Banach (H, || -||) in cui la norma é
indotta da un prodotto scalare (-,-), cioé vale ||h|| = (h, h)'/? per ogni h € H.

OSSERVAZIONE 3.1. Se (X, ||-]|) € uno spazio vettoriale normato in cui la norma ¢ indotta
da un prodotto scalare (-, -), vale la seguente “uguaglianza del parallelogramma”:

lz + 511 + lle = ylI* = 2([ll* + lylI*)

per ogni x,y € X. Tale uguaglianza puo servire per escludere che una norma assegnata
sia indotta da un prodotto scalare. Per esempio, la seguente norma di R? non la verifica
e quindi non viene da un prodotto scalare:

(@1, 22)]| == max{|z1], [22]},  (w1,22) € R™.

EsEMPIO 3.1. Sia (X, A, ) uno spazio con misura. Allora (L*(X), || - |]2) ¢ uno spazio di
Hilbert. Infatti la norma | - ||s & indotta dal prodotto scalare

(f.9):= [ fodn.  fige L*(X).

[* Quindicesima settimana (28/05/2012); 41 *|

Il seguente risultato di natura geometrica per gli spazi di Hilbert ha importanti appli-
cazioni (per esempio alle disuguaglianze variazionali).

TEOREMA 3.1 (***). Sia K un sottoinsieme convesso e chiuso di uno spazio di Hilbert

H. Allora:

(1) Per ogni x € H esiste uno e un solo punto y € K tale che ||z — y|| = dist(z, K).
Tale punto é detto “la proiezione di x su K” ed ¢ indicato con Pk(

T);
(2) Datix € H ey € K si ha che y = Pg(x) se e solo se (x —y,z—1y) < 0 per ogni
z € K;
(3) Per ogni x1,x9 € H si ha | Px(x2) — Pr(x1)]| < [|z2 — 21]|.

Nel caso particolare di un sottospazio chiuso di uno spazio di Hilbert si ottiene facilmente
il seguente corollario.
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COROLLARIO 3.1 (*). Se K ¢ un sottospazio chiuso di uno spazio di Hilbert H, si ha
Im(I — Pg) = K+
Vale quindi la decomposizione H = K @& K*.

TEOREMA 3.2 (Rappresentazione di Riesz (**)). Dato uno spazio di Hilbert H, conside-
riamo la mappa J : H — H' che associa a h € H il funzionale lineare continuo

Jh:H—-R, z~ Jh(z):=(h,z).

Allora J é un isomorfismo isometrico.

Veniamo ora alla questione dell’esistenza di basi ortonormali in uno spazio di Hilbert.

DEFINIZIONE 3.2. Sia H uno spazio di Hilbert. Allora un sottoinsieme F di H ¢ detto
“famiglia ortonormale (in H)” se per ogni z,y € F' si ha

0 sex#y
(@.9) =1, a
sexr =y.

Una “famiglia ortonormale completa (in H)” o “base ortonormale (di F')” é una famiglia
ortonormale F' che soddisfa la sequente condizione: se h € H é tale che (h,x) = 0 per
ognit x € F' allora si ha h = 0.

OSSERVAZIONE 3.2. Sia F' una famiglia ortonormale in uno spazio di Hilbert H e si indichi
con I' lo spazio vettoriale delle combinazioni lineari finite di elementi di F'. Se I'" & denso
in H allora F' & una famiglia ortonormale completa.

Come applicazione del Lemma di Zorn si prova facilmente I’esistenza delle famiglie ortonor-
mali complete.

TEOREMA 3.3 (*). Ogni spazio di Hilbert H contiene una famiglia ortonormale com-
pleta. Se H ¢ separabile allora ogni famiglia ortonormale (in particolare, ogni famiglia
ortonormale completa) ¢ numerabile.

4. Serie di Fourier in uno spazio di Hilbert, teoria L.

TEOREMA 4.1 (**). Sia {u1,us,...} una famiglia ortonormale numerabile in uno spazio
di Hilbert H. Valgono allora i sequenti fatti:

(1) Per ogni h € H si ha 3;(h,u;)? < ||h||* (disuguaglianza di Bessel);

(2) Se h€ H e cy,co,... sono numeri reali, si ha
m

=1 =1

per ognim > 1. L’uguaglianza vale se e solo se ¢; = (h,u;) per ognii=1,... ,m;
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(3) Siano c1,co,... numeri reali. Allora Y_; c;u; converge in H se e soltanto se
S ¢t < +oo. In questo caso la somma della serie non dipende dall’ordine dei
suoi addendi (si dice anche che “la serie converge incondizionatamente”).

TEOREMA 4.2. Sia F' una famiglia ortonormale in uno spazio di Hilbert H. Allora, per
ogni h € H:

(1) Linsieme Fp, :={u € F'|(h,u) # 0} é numerabile;

(2) Sewuy,uy, ... sono gli elementi di Fy,, la serie Y- ;(h,u;j)u; converge incondiziona-
tamente;
(3) Se F' é una famiglia ortonormale completa e uy,us, ... sono gli elementi di Fy,

si ha 32 ;(h,uj)u; = h.

Un’importante applicazione della teoria precedente si ottiene per H = L*(—m, ), dove
la misura sottogiacente ¢ ovviamente quella di Lebesgue in R. Si tratta della cosiddetta
“teoria L? delle serie di Fourier” che qui descriveremo sommariamente.

Prima di tutto e facile provare che il “sistema trigonometrico”

- Py e

¢ una famiglia ortonormale in L?*(—m, w). Da Teorema 4.2 si ottiene allora che per ogni
f € L*(—m,m) la “serie di Fourier di f” definita come segue

(4.2) f 1) + Z l (f,cosnt)cosnt + 71r<f’ sin nt) sinnt}

converge incondizionatamente in L?(—, ).

In realta l'insieme F' definito in (4.1) € una famiglia ortonormale completa. Si puo di-
mostrare questo fatto utilizzando i seguenti due risultati di approssimazione, che enun-
ciamo soltanto. Il primo ¢ una conseguenza del Teorema di Stone-Weierstrass [6], mentre

il secondo si ottiene per regolarizzazione mediante prodotto di convoluzione [2, Corollario
IV.23].

TEOREMA 4.3. Sia ¢ € C(K), con K un sottoinsieme compatto di R™. Allora per ogni
e > 0 esiste un polinomio P : R" — R tale che supy |¢ — P| < e.

TEOREMA 4.4. Lo spazio vettoriale Co(—m, ) ¢ denso in (L*(—m, ), || - ||2)-

Infatti, da Teorema 4.3 e Teorema 4.4 otteniamo:

COROLLARIO 4.1. Le combinazioni lineari finite di elementi del sistema trigonometrico
(4.1) formano uno spazio vettoriale denso in (L*(—m,m), ||-||2). Quindi, per Osservazione
3.2, il sistema trigonometrico ¢ una famiglia ortonormale completa.
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Da Corollario 4.1 e Teorema 4.2(3) segue ora subito il seguente risultato.

COROLLARIO 4.2 (°). Per ogni f € L*(—m, ), la serie di Fourier (4.2) converge incon-
dizionatamente a f in (L2(—m,7), || - ||2)-

Combinando Corollario 4.2 e Proposizione 1.2, otteniamo:

COROLLARIO 4.3 (°). Se f € L2(—7T 7T) allora esiste una sottosuccessione di

(4.3) Sn(t) == f 1) + Z f cosnt) cosnt + 71r(f’ sinnt) sin nt

che converge puntualmente quasi ovunque in (—m,T).

OSSERVAZIONE 4.1. Nel 1915 Lusin pose la questione della convergenza quasi ovunque di
“tutta” la successione (4.3). La risposta affermativa venne oltre cinquant’anni dopo, in
un profondo lavoro di Lennart Carleson [3].
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