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Prova scritta del 6 giugno 2016

Risoluzione degli esercizi

Esercizio 1

Consideriamo il settore di disco unitario
S:={(z,y) eR? |22 +9y* <1, —z <y < za}.
Allora EN (S x R) coincide col sottografico della funzione
(z,y) = 1—2, (x,y)€S

e quindi
L3(E) = 4/(1 — x)dzdy.
s
Possiamo ora introdurre il cambio di variabili (polari)
@:[0,1] x [-7/4,7/4] — S, (p,0) — (pcosh, psinb)

e ricordare che Jo(p,0) = p. Dalla formula dell’area e dal Teorema di Fubini,
otteniamo

L3(E) :4/ (1 —pcosB)pdpb
[0,1]x[—7/4,7/4]

4/ (/ 1—pcos€)pd9>d
[0,1] w/4,m /4]

4/ [0 — ,081n9] W/4 dp
[071]

= 4/[071] p (g - p\/§> dp



Esercizio 2

Si ha
rotF = (-1,-1,-1)

da cui

/ rot F = /(rotF) vdH? = /—1d7—[2 = —H?*(S) = —3m.
(S,v) S S

/ F:/F+/F
a(S,v) A 5

D’altro canto

dove
A(t) := (2cost,2sint, 1), t€]0,2n]
e
~(t) := (cost,sint, 1), t € [2m,0].
Quindi
27 0
[ = [ ro®) Nwas [ Fow)ed
a(S,v) 0 2

2m
:/ (2cost + 2sint,2sint + 1,1 4 2cost) - (—2sint, 2 cost, 0) dt+
0
+/ (cost +sint,sint + 1,1 4 cost) - (—sint, cost,0) dt
2
2m
:/ (—4costsint — 4sin®t + 4 costsint + 2cost) dt+
0

2
f/ (—costsint —sin?t 4 costsint + cost) dt
0

Percio vale, effettivamente

)

J

rot F = / F.
V) a(S,v)



Esercizio 3

Si ha (n > 0)
17 IR 1 (7
ap = — f(t) cos(nt) dt = — sintcos(nt)dt + — [ costcos(nt) dt.
TJ TJ T Jo

Per n = 0 troviamo subito

1 /0 1 [7 2
aozf/ sintdt+—/ costdt = ——.
™) _r T Jo m

Per n =1 si ha

1 /° 1 (" 1 1
alzf/ sintcostdt—&—f/ COSQtdtZO—I-*Xz:f.
m T Jo T 2 2

—T
Per n > 2 useremo le seguenti ben note formule trigonometriche:

sin(a + 8) + sin(a — 8)
2

sina cos 8 =

cos(a + ) + cos(a — fB)

cosacos 3 = 5

Infatti da esse segue subito che (n > 2)

10 L[
ap = — / sint cos(nt) dt + — / costcos(nt) dt
T J_ . ™ Jo

T I
= — sin(1 + n)t + sin(1 — n)t dt + 2—/ cos(1 + n)t 4 cos(1 — n)tdt
0

2 J_ . i
1 fcos(l+n)t N cos(l —n)t\ "
S 2w l+n 1-n /,
G G V| 1
2t \ 1+n 1—-n l+n 1-n
1

S 0—n)r (=) —=1)

e cio¢ (n > 2)

2 . N .
m S€ . € pari,
an = Y . .
0 se n e dispari.
Infine la serie di Fourier di f ha le seguenti proprieta di convergenza:
e Essa converge a f in L?(—m,7);

e In z € (—m,0) U (0,7) essa converge a f(z), in — essa converge a —1/2,
in 0 essa converge a 1/2.



