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Risoluzione degli esercizi

Esercizio 1

Consideriamo il settore di disco unitario

S := {(x, y) 2 R2 |x2
+ y

2  1, �x  y  x}.

Allora E \ (S ⇥ R) coincide col sottografico della funzione

(x, y) 7! 1� x, (x, y) 2 S

e quindi

L3
(E) = 4

Z

S
(1� x)dxdy.

Possiamo ora introdurre il cambio di variabili (polari)

' : [0, 1]⇥ [�⇡/4,⇡/4] ! S, (⇢, ✓) 7! (⇢ cos ✓, ⇢ sin ✓)

e ricordare che J'(⇢, ✓) = ⇢. Dalla formula dell’area e dal Teorema di Fubini,

otteniamo

L3
(E) = 4

Z

[0,1]⇥[�⇡/4,⇡/4]
(1� ⇢ cos ✓)⇢ d⇢✓

= 4

Z

[0,1]

 Z

[�⇡/4,⇡/4]
(1� ⇢ cos ✓)⇢ d✓

!
d⇢

= 4

Z

[0,1]
⇢ [✓ � ⇢ sin ✓]

⇡/4
�⇡/4d⇢

= 4

Z

[0,1]
⇢

⇣
⇡

2

� ⇢

p
2

⌘
d⇢

= ⇡ � 4

p
2

3

.



Esercizio 2

Si ha

rot F ⌘ (�1,�1,�1)

da cui

Z

(S,⌫)
rot F =

Z

S
(rot F) · ⌫ dH2

=

Z

S
�1 dH2

= �H2
(S) = �3⇡.

D’altro canto Z

@(S,⌫)
F =

Z

�
F +

Z

�
F

dove

�(t) := (2 cos t, 2 sin t, 1), t 2 [0, 2⇡]

e

�(t) := (cos t, sin t, 1), t 2 [2⇡, 0].

Quindi

Z

@(S,⌫)
F =

Z 2⇡

0
F (�(t)) · �0

(t) dt+

Z 0

2⇡
F (�(t)) · �0

(t) dt

=

Z 2⇡

0
(2 cos t+ 2 sin t, 2 sin t+ 1, 1 + 2 cos t) · (�2 sin t, 2 cos t, 0) dt+

+

Z 0

2⇡
(cos t+ sin t, sin t+ 1, 1 + cos t) · (� sin t, cos t, 0) dt

=

Z 2⇡

0
(�4 cos t sin t� 4 sin

2
t+ 4 cos t sin t+ 2 cos t) dt+

�
Z 2⇡

0
(� cos t sin t� sin

2
t+ cos t sin t+ cos t) dt

= �3⇡.

Perciò vale, e↵ettivamente

Z

(S,⌫)
rot F =

Z

@(S,⌫)
F.



Esercizio 3

Si ha (n � 0)

an =

1

⇡

Z ⇡

�⇡
f(t) cos(nt) dt =

1

⇡

Z 0

�⇡
sin t cos(nt) dt+

1

⇡

Z ⇡

0
cos t cos(nt) dt.

Per n = 0 troviamo subito

a0 =

1

⇡

Z 0

�⇡
sin t dt+

1

⇡

Z ⇡

0
cos t dt = � 2

⇡

.

Per n = 1 si ha

a1 =

1

⇡

Z 0

�⇡
sin t cos t dt+

1

⇡

Z ⇡

0
cos

2
t dt = 0 +

1

⇡

⇥ ⇡

2

=

1

2

.

Per n � 2 useremo le seguenti ben note formule trigonometriche:

sin↵ cos� =

sin(↵+ �) + sin(↵� �)

2

e

cos↵ cos� =

cos(↵+ �) + cos(↵� �)

2

.

Infatti da esse segue subito che (n � 2)

an =

1

⇡

Z 0

�⇡
sin t cos(nt) dt+

1

⇡

Z ⇡

0
cos t cos(nt) dt

=

1

2⇡

Z 0

�⇡
sin(1 + n)t+ sin(1� n)t dt+

1

2⇡

Z ⇡

0
cos(1 + n)t+ cos(1� n)t dt

=

1

2⇡

✓
cos(1 + n)t

1 + n

+

cos(1� n)t

1� n

◆�⇡

0

=

1

2⇡

✓
(�1)

1+n

1 + n

+

(�1)

1�n

1� n

� 1

1 + n

� 1

1� n

◆

=

1

(1� n

2
)⇡

�
(�1)

1+n � 1

�

e cioè (n � 2)

an =

(
2

(n2�1)⇡ se n è pari,

0 se n è dispari.

Infine la serie di Fourier di f ha le seguenti proprietà di convergenza:

• Essa converge a f in L

2
(�⇡,⇡);

• In x 2 (�⇡, 0) [ (0,⇡) essa converge a f(x), in �⇡ essa converge a �1/2,

in 0 essa converge a 1/2.


