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Risoluzione degli esercizi

1. Definiamo
E1 = {(x,y) S R2 |1' S [07 1}, Yy S [71’2,1'2]}7
Byi={(z,y) € R |(z— 12 +12 < 1,0 > 1}

E .= E1 UEQ.

Rappresentare graficamente I'insieme E e usare la formula di Green per calcolare
/ (—y(z — 1) +In(1 + ), 2y° + cosy)
(0E,7)

dove 7 ¢ il campo vettoriale unitario che orienta positivamente OF.

Risoluzione. Posto
I:= / (—y(z — 1) +In(1 + 2), zy* + cosy) ,
(OE,T)
per la formula di Green si ha

I= /E %(my2 +cosy) — %(—y(m — 1> +In(1 + x)) dL?(z, y)

- / ¥ + (z — 1)2 dL%(x, )
FE

e cioe
I=1+1

con
I = / v} + (= 1)%dL(z,y), L= / y* + (z —1)?dL%(z,y).
E1 E2

Calcoliamo questi due integrali:



e Dal teorema di Fubini otteniamo

1—/1 /m +(z—1)%d d—/126+22( 1)%d _ 1T
1= ) 7z2y X Y xr = ; 33: xo (X m—105,

e Considerando la (2, 2)-parametrizzazione regolare di Eo
¢(p,0) = (1+ pcost, psind), (p,0) € R:=[0,1] x [-7/2,7/2]

e applicando la formula ell’area, troviamo
I ::/ v+ (& — 1) dL(z,y) = / p*dL?(p,0)
w(R) R

e quindi, per il teorema di Fubini

w/2 1
-722/ (/ p3dp>d9:
—7/2 0

17 7T

=105 1

I

Si conclude che



2. Un piano II parallelo al piano zy, si muove (rimanendo sempre parallelo al
piano zy) in modo che all’istante ¢ la terza coordinata dei suoi punti sia 2t.
Contemporaneamente, un punto P € II si muove lungo il grafico della funzione
sin e la sua prima coordinata all’istante ¢ vale ¢2.

e Scrivere un’espressione per la posizione del punto P all’istante ¢;

e Indicata con C la curva percorsa da P quando t passa dall’istante 0
all’istante 1, provare che la funzione

(y + cosz)z
e~y + 172

f(@,y,2) =

¢ ben definita e limitata in C';

e Calcolare [, fdH".

Risoluzione. Dalla descrizione iniziale segue subito che la posizione di P
all’istante ¢ €
v(t) = (t2,sint?, 2t).

Allora, per ogni t € [0,1], si ha

(sint? + cost?)2t
[t2(2 — sin? £2) 4 1]1/2°

fO(@®) =

Poiché sin t2 < 1, il denominatore di tale espressione maggiore o uguale di 1 e
quindi
0 < f(y(t)) < (sint? + cost?)2t (per ogni t € [0,1]).

Inoltre 'ultimo membro di questa disuguaglianza ¢ una funzione continua e
percio anche limitata in [0,1]. Cio implica la limitatezza di f in C = ([0, 1]).
Per concludere, osserviamo che

Iy ()] = |(2t, 2t cos t?,2)| = 2[t3(1 + cos? t2) + 1]1/?

e dunque, per la formula dell’area e per il teorema fondamentale del calcolo:

/ fdit = / SO ()] AL (1)
c [0,1]

= (sint® + cos )2t 2 2,2 1/2
_/0 [t2(2—sin2t2)+1]1/2 2[t (1+COS t )+1} dt

1
= 2/ (sint? 4 cost?)2t dt = 2(sint* — cost?)}
0

=2(sinl —cos1+1).



3. Sia f : R — R la funzione 2m-periodica, dispari e tale che

— Siir se T € (O’ 7T/2]
fle) = {0 se x € (m/2,m).

Provare che f € L?(—m,7);

e Descrivere le proprieta di convergenza della serie di Fourier di f;

Calcolare a,, (n =0,1,...);

Calcolare by e bs.

Risoluzione. Poiché lim, o4 f(x) =1, esiste € € (0,7/2) tale che
f(z) <3/2, per ogni z € (0,¢).

Inoltre, fi»/2] € continua e quindi limitata (essendo [e,7/2] compatto). Os-
serviamo anche che f|jp » ¢ non negativa. Pertanto esiste una costante positiva
K tale che

0 < f(z) < K, per ogni z € [0,7].

Ma essendo f anche 2m-periodica e dispari, per ipotesi, si ha
|f(z)] < K, per ogni z € R.

In particolare f € L?(—m, ).

Allora la serie di Fourier di f converge a f in L?(—m,7) e quindi anche puntual-
mente quasi ovunque in R. Peraltro e facile verificare che f e regolare a tratti.
infatti f ¢ ovviamente continua a tratti e 'insieme D dei punti di discontinuita
di f in [—m,7) coincide con {0,+7/2}. Inoltre, per ogni x € (0,7/2) si ha
sinx — xcosx
fll@)=——=—
sin®
per cui, grazie al teorema di de 'Hospital, vale
rsinx
lim f'(z) = lim —— =0
04 (@) z—0+ 2sinx cosx

e dunque f ha derivata continua e limitata in [—m,7) \ D. Allora la serie di
Fourier di f, calcolata in x, converge puntualmente a:

e f(x), per ogni © & +7/2 4 Z2m;
o /4, per ogni x € w/2 + Z2;
o —7/4, per ogni x € —w/2 + Z2.

Inoltre la serie di Fourier di f converge uniformemente a f in ogni intervallo
chiuso [a, b] in cui f & continua e cioé nei seguenti casi:



e Sea>—m/2eb<0 (e periodicizzati);
e Sea>0eb<m/2 (e periodicizzati);
e Sea>m/2eb< 3m/2 (e periodicizzati).
Poiché f e dispari, si ha naturalmente
an=0 (n=0,1,...).

Inoltre

9 - 2 /2 t 2
blz—/ f(t)sintdtZ*/ —— sintdt = —
i 0 ™ 0 t

Sin

e (con semplici calcoli)

2 T ) 4 /2 t .
by = = f(t)sin(2t) dt = — —— sintcostdt =
0

T Jo us sin

/2
/ tdt ==
T 0 4

4 7'!'/2
/ tcostdt
™ Jo



