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Risoluzione degli esercizi

1. Rappresentare graficamente 'insieme

2
E = {(x,y,z)GRS x>0, y>0, 1§%+y2§4, 26[0,2]}

e calcolare I'integrale
/ ryzdL3(z,y, 2).
E

Risoluzione. Osserviamo che per ogni z € [0, 2] si ha

2
Ezzflzz{(atf,y)ER2 z>0,y>0, 1§x+y2§4},

4

mentre E, =0 se z € R\ [0,2]. Se poniamo

I oyt T [ aydie),
E Q

per il teorema di Fubini, si ha

I:/R</ acyzsz(:r,y)> dL(z)z/jz(/QxydLQ(%y)) dz:J/:zdz

cioe
(1) I1=2J
Al fine del calcolo di J, consideriamo il settore di corona circolare
C:={(s,t) ER?|5>0,t>0, 1 <s*+t> <4}
e la (2,2)-parametrizzazione regolare di
0:C =R p(s,t):= (2s,1).

Come si verifica facilmente, per ogni (s,t) interno a C, si ha Jo(s,t) = 2.
Quindi, per la formula dell’area, si ha

Jz/ :cydLQ(x,y):/ 4st dL>(s,t).
©(C) c



Usando di nuovo la formula dell’area per passare alle coordinate polari e il
teorema di Fubini, ricaviamo

J = 4/ p> cosOsin@ dL? (0, p)
[0,7m/2]x[1,2]

2 /2
:4/ 0 (/ cosHsinGdG) dp
1 0
/2 i 2
=(p4)%/ D(sm 9) 20
0 2

15

Da questa e da (1), otteniamo finalmente I = 15.



2. Calcolare

2— 22
/S<$2+92) de(x7yvz)

dove S ¢ la superficie ottenuta facendo compiere alla curva {(0,y,siny)|y €
[27, 47]} un giro completo intorno all’asse z.

Risoluzione. Consideriamo la seguente (2, 3)-parametrizzazione regolare di S:
¢ : R:=[2m,47] x [0,27] = R*,  (p,0) = (pcosf, psinh,sin p).
Un semplice calcolo mostra che
T (p.0) = [ Drp(p,0) x Dap(p, 0)|| = p(1 + cos® p)'/?

per ogni (p, 8) interno ad R. Quindi, dalla formula dell’area, si ricava

92— 2
I: :/ <222> dH?(z,y, 2)
S=¢(R) \T° T Y

2 —sin? p
@) | (aor oty ) o+ oo )1 2a1(0.0)

1 2 \3/2
R P

Infine, per il teorema di Fubini, si ha

27 47 2 \3/2 4m 2 \3/2
3) 1:/ U“O+MW>dow:%/ (A tcos ) 1)
0 27 P 2 P

e questa e la conclusione, in quanto I'ultimo integrale non risulta calcolabile con
il consueto metodo elementare basato sul teorema fondamentale del calcolo.

NOTA BENE. La sgradevole situazione presentatasi nel passaggio conclusivo
della risoluzione ¢ dovuta alla cancellazione involontaria dell’esponente 1/2 nel-
I'integrando. In effetti ’esercizio che il docente voleva proporre era il calcolo

dell’integrale
2 — 22 1/2
L) e

In questo caso, al posto di (2), avremmo ricavato

2 2 1/2
II:/ <2Z2> dHZ(CCaZ/aZ)
S=p(R) \T° T Y

_ 2 —sin?p

B /R (p2c0320+p281n29
= [ cos? pyar(o.0)

1/2
) p(1+ cos? p)/2dL2 (p,0)



e infine, al posto di (3):

2m 4m 4m
I= / (/ (1 + cos? p)dp) do = 27r/ (1 + cos? p)dp
0 27 27

4m
=27 (271' —|—/ COSdep) =27 (2w + ) = 6%
2

us



3. Studiare le proprieta di convergenza della successione di funzioni {f,}5,,
dove

nr + 1
LG g prape

Risoluzione. Osserviamo prima di tutto che il denominatore della frazione che
definisce f,, ¢ il polinomio di secondo grado nxz?+x+n avente come discriminante
il numero 1 — 4n?, il quale & negativo per ogni n. Quindi le funzioni f,, hanno
R come comune dominio di esistenza.

e Convergenza puntuale. Per ogni « € R si ha

x+1/n
Quindi il dominio di convergenza puntuale della successione {f,}52, ¢ R
e vale "
1. n == = ——
Jm fo(z) = f(2) = 5=
per ogni x € R.
e Convergenza uniforme. Per ogni z € R si ha
nr + 1 T 1

>0

f"(x)if(x):nxQ—i—x—i-nixQ—f—l T @+ D+t n)

e quindi anche

1 1
< .
(z24+1)(nx2+2x+4+n) ~ nzx>4+zx+n

[fu(z) = f(2)| =
Ma il valore minimo del polinomio p,,(z) = nz? +z +n &

( 1) 1 1 1 an? —1
Dn =———+n=n——= >0

2n dn  2n 4n 4n
per cui
4n
per ogni z € R. Ne segue che
4an
_ <
an f”oo,]R — 4n2 _ 1

da cui si ottiene
lim || fn — flloo,g = 0.
n—oo

In altri termini, la successione {f,}5°; converge uniformemente a f in R.



