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EMMA CASTELNUOVO, DANIELA ET CLAUDIO GORI-GIORGI
LA GEOMETRIE PROJECTIVE A L’ECOLE*

. DES TRANSFORMATIONS AFFINES AUX
TRANSFORMATIONS PROJECTIVES

Parmi les phénoménes naturels un des plus frappants pour Poeil est celui de
Pombre d’un objet doniée par le soleil ou par une source ponctuelle. Alors que
dans le cas du soleil le phénoméne est facilement mathématisable et qu’on peut
développer la théorie des transformations affines méme dans des classes
d’éléves Agés de 12 ans, dans le cas d’une lampe, au contraire, on trouve des
difficultés & exprimer analytiquement, en partant du concret, le phénoméne de
'ombre, et, donc, & ‘faire descendre’ la géométrie projective au niveau d’éléves
assez jeunes. Et, pourtant, Pétude des transformations projectives est fortement
motivée: en plus du ‘mystére’ de la forme de Pombre d’un objet, qui n’est pas
du tout prévisible, il y a le probléme du dessin en perspective avec ses régles
assoz cachées, et lintérrogation, toujours passionante, sur l'art de la photo-
graphie,

Ce sont justement ces motivations, qui nous viennent ‘de la base’, ¢’est-a-dire
de nos éléves, qui nous ont poussés & étudier & fond ce probléme didactique.

Nous avons pensé & I’étude qu’on peut faire de I'affinité en partant du con-
cret, et nous avons cherché & développer de fagon analogue la géométrie des
transformations projectives.

Affinité: lorsqu’un carré quadrillé est frappé par les rayons du soleil (Figure
1), il suffit de regarder son ombre pour découvrir facilement quelques pro-
prietés:

(1) A des droites paraliéles correspondent des droites paraliéles;

(2) le rapport entre segments correspondants est invariant pourvu que les
segments appartiennent a la méme droite ou 4 des droites paralléles;

(3) le rapport entre les aires des figures correspondantes est invariant;

(4) & des droites correspondent toujours des droites.

O, si notre carré quadrillé est sous les rayons d’une lampe ponctuelle, on
remarque tout de suite que les trois premiéres propriétés disparaissent ; la seule
qui soit toujours valable est la quatriéme.

Les enfants observent: ils déplacent la lampe en la rapprochant ou en
Péloignant du carré. “Mais-dit quelqu’un- il y aura quand méme un rapport qui

* Travail effectud dans le cadre du groupe de recherche en didactique de la mathématique
du Conseil National des Recherches.
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Fig. 1.

ne change pas!” On mesure, on mesure de nouveau, on calcule des rapports . . .:
rien de constant!

En outre il est clair que le parallélisme ne se garde pas dans Pombre, mais on
remarque que si on place la lampe tout prés du carré, comme dans la photo de
la Figure 2, “on a vraiment I'impression-tout le monde est d’accord-que les
droites-ombre vont se rencontrer au deld du carré”,

Lorsqu’on avait étudié Paffinité, les éléves avaient découvert les équations
des transformations affines 4 partir de I’étirement d’une toile élastique (Figure
3); is se demandent maintenant de quelle espéce de concret on devrait partir
pour découvrir les équations d’une transformation projective. Il y en a qui
observent que ‘‘si on avait ces équations, il serait facile de faire le dessin d’une
figure en perspective: il suffirait de transformer la figure qu'on voit, point aprés
point™,

)




LA GEOMETRIE PROJECTIVE A L’ECOLE 445

11, ALA RECHERCHE D'UN RAPPORT INVARIANT.
LE BIRAPPORT

On commence par une expérience. On place une petite barre r sous une lampe
0: on 4, sur le plan 7 d’une table, Pombre ¢’ (Figures 4 et 5). Dans nos Figures
la barre est perpendiculaire au plan, mais elle pourrait avoir n’importe quelle
position; si la barre était paralléle au plan on aurait évidemment une similitude.

Notre expérience nous dit qu’il y a un point de la barre - L — qui n’a pas
d’ombre sur le plan: le segment OL est paralléle au plan, Nous remarquons aussi
qu'il y a un point de 7' = L' — qui n’est Pombre d’aucun point de la barre r. L et
L' sont les points-limite ou points de fuite.

Si A est un point de r on trouve tout de suite par le dessin (Figure 5) son
correspondant A’ sur r'. On remarque facilement que les triangles OA'L’ et
AOL sont semblables. On a par suite, si d et ' sont respectivement les distances

OL et OL':
A,L, d’

c’est-d-dire
ALAL' = d+d’.



Fig. 3a,

Fig. 3b,

On découvre ainsi lz constance du produit des distances de dewx points homo-
logues aux points-limite respectifs.

Cette propriéié est valabie pour tout couple de points homologues (Figure
6); on aura, par exemple;

1,
!
|
;
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Fig. 6
BLB'L' = d.d'
CLC'L' = dd’,

it

ALA'L' = BL'B'L,
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c'est-a-dire:
BL _ AL

W 2=
Mais les éléves voulaient savoir ce qu’il advient du rapport de deux segments,
par exemple si, et par quelle loi, le rapport AC/AB est 1ié au rapport A'C'IA'R,
Or, ces rapports, on peut facilement les calculer 3 partir de (1) et des for-

mules analogues. On a:

BL—AL AL -pL

AL CBL
c’est-3-dire:
AB _ 4B
AL B
d’ou:
Bl

‘B = AR
) 4B =4 o

On remarque tout de suite que la valer du rapport A'B'/AB tient 4 |a position
des points & I’égard de I, et 7', :
De méme, on aura:

AC_ AC
AL 'l
d’ou:

v c'r
3 = n‘-.
3) A'C = 4Ac I

Et finalement, de (2) et (3):
Ac_ac cw
AB" 4B BT

Cette égalité nous dit que dans une projection le rapport AC/AB ne reste pas

constant, comme cela se produit dans une affinité, mais il est multiplié par le

facteur K = (C'L'IB'L), et co facteur ne dépend pas de Ia position du point 4.
On a donc:

AC  4c

= K
.

) A'B" T 4p
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Si au lieu de 4 nous prenons un point D, une fois fixés B et C, on aura:
D'c’  DC

) =5
DB DB

Si on divise alors (4) par (5) on a:
AC' D'c'_ 4c DC
A'B "D'B'"  AB DB’
Voild: nous sommes arrivés & un rapport ne dépend pas de la position des
points 4, B, C,D & I’egard des points-limite L et L', mais seulement de leurs
distances mutuelles. Il ne s’agit pas d’un rapport de segments, mais du rapport
des rapports de segments correspondants. Ce double rapport s’appelle birapport.
Il faut remarquer qu’on ne pouvait pas du tout prévoir ce résultat. C'est

justement pour cette raison que les éléves en sont frappés: ils reconnaissent la
force de la mathématique au dela de I’intuition et de 'expérience.

Iil. LES EQUATIONS DE LA PROJECTIVE ENTRE DEUX PLANS

Le découverie du birapport nous permet d’étudier le lien entre une ‘barre’ et
son ombre, mais nous ne sommes pas encore 3 méme de construire 'ombre
d’un quadrillage ou de n’importe quelle figure plane.

Pour y ‘voir clair*, faisons 'expérience décrite dans la Figure 7: 1l y a une
lampe O, une vitre (plan ) sur lequel on peut dessiner n’importe quelle figure,
et la table (plan #") sur laquelle la lampe projette 'ombre de la figure. Les deux
plans et 7’ se coupent selon la droite a. On voit sur le dessin qu’a un point 4
de  correspond un point 4’ de ',
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Fig. 8.

On remarque qu'il y a deux droites particuliéres: la droite y de n qui ne peut
pas donner une ombre sur ', et la y'de ' qui n’est ombre d’aucune droite de
7.y et y' sapellent droites-limite. Faisons maintenant un dessin ‘plus détaillé’
(Figure 8).

On se propose de trouver le lien qui existe entre le point A et son ombre A
On établit un systéme de référence sur 7 et 7': on choisit les droites y et y'
comme axes des ordonnées, et comme axes des abscisses on prend les droites x
et x' intersections de 7 et 7' avec le plan « perpendiculaire a ces deux plans. I
est évident que x” est 'ombre de x.

De cette fagon, les origines L et L' sont déterminées; on a indiqué par d et
d' leur distances & 0.

Une fois fixé le systéme de référence, nous allons chercher les relations entre
les coordonnées X,y du point 4 et celles x"y' de son ombre 4':

Abscisse x': soit P la projection orthogonale de 4 sur I'axe x. On projecte P
d partir de O sur 7' et on a, sur 'axe x', le point £’ D’aprés ce qu’on a décoy-
vert sur les points-limite on aura

PLP'L = 4.4,

c’est-a-dire

et donc
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P 8

Al &

Fig. 9.

Ordonnée y': Pour avoir y', il suffit de remarquer que les triangles de 7'
L'P'A" et 1'SC (Figure 9) sont homothétiques. On a

Pa_ L
sc  sL’
c’est-a-dire
y_x
y d
et done ,
v X
y IR

Ecrivant 2 la place de x' la valeur qu’on vient de trouver, on a

2
L

y'=d
On découvre ainsi que les équations exprimant notre projection sont:

, 1

X = ded' =
, X
(6)

Il

! l_.y_
y dx.

On n’a pas besoin de dire que ces équations nous permettent aussi de construire
‘Pombre’ d’un point de  sur 7' dans le cas ol le point est ‘au dessus’ de la
droite y, bien que 'ombre d’un tel point n’existe pas du point de vue physique.

IV. QUELQUES OBSERVATIONS A PROPOS DES EQUATIONS

It suffit d’examiner les équations (6) pour découvrir que:
(1) A toute droile de n paralléle & p, c’est-d-dire d’équation x =k,
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correspond, sur 7', unde droite paralléle & y' (qui aura Péquation x = ¢« d'lk).
Par suite: aux droites de 7 paralléles A la droite 3 correspondent, sur 7', des
droites encore paralldles 3 la droite a; tout cela confirme Pexpérience (Figure 2).
De plus: I'équation y = (d'/k)y nous assure que la correspondance entre
une paraligle & la droite a ot son ombre est une similitude,
(2) Pour chaque valeur de Y,parexemple y =} on a

p . 1

X' = ded' —

X

1

I=dl']____

y ?x

d’on

yo_h
x'd

On découvre ainsi qu’ au faisceau de droites de 7 paralléles A ’axe des x corre-
spond, sur 7', un faisceau de drojtes passant par origine /',
(3) Des équations (6) on peut tirer x ety,ona

x = dv'~
X
7 5
= d~,
Y X

Les équations (7) sont du méme genre que les équations (6); cela veut dire que
si une figure F de 7 se transforme en une figure /' do ', alors F', dessinge sur
7, va se transformer en g figure F sur #' (Figure 10).

V. PROJECTION DE CONIQUES

Les éléves savaient bien comment un cercle est transforme par affinité; il y 4
deux ‘concrets’ qu’ils ne peuvent pas oublier: I"observation de Pombre elliptique
d’un panneau circulaire frappé par les rayons du soleil, et Ja transformation en
ellipse d’un cercle dessing sur une toile élastique quon peut “btirer’, Il est donc
naturel de se demander comment se transforme un cercle par projection. On

'

dessine un cercle sur Je plan 7 dans n Importe quelle position majs toujours

€n une conique, section du cone de sommet O par le plan 7'; on aura: une
ellipse si le point 1, se trouve & I'extérieur du cercle (Figure 11); une parabole sj
le cercle passe par L (Figure 12): Ia conique va ‘s’ouvrir’ ay point correspondant
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"

Fig. 10.

Fig. 11.
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H

i

Fig. 13,

a L; une hyperbole si L se trouve a Pintérieur du cercle (Figure 13): une
branche de la courbe est d’un ¢0té de I'axe des ' et une branche de Pautre
coté.

Il est clair que le méme discours est valable si au lieu du cercle on a une
ellipse.

Or, pour I'observation (3) du No. 4, on pourra dire que A une ellipse, 3 une
parabole ou 3 une hyperbole dessinées sur m, va correspondre une ellipse sur 7',

Mais, il est difficile de prévoir si une parabole peut se transformer en une
hyperbole, ou vice versa. Etant donné que ‘le concret’ ne donne pas de réponse,
on a recours aux équations. On peut toujours choisir d = ¢' = I, on a les
équations
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Fig. 14.

1

X = d'd’;,*
@) X
y = d;‘,.

On va faire un exemple pour montrer cornment ‘dessiner par équations’.

Un architecte a congu un clocher en forme de parallélipéde, haut de 40
métres, & base carrée, avec un tojt en pyramide, haut de 10 métres,

Il se propose de dessiner le clocher de fagon que I'impression donnée parle
dessin observé & 1 métre de distance sojt ¢xactement celle qu’on aurait en
regardant le clocher réel du sommet d’une colline haute de 60 métres, Alors,
Poeil O se trouve 3 une distance d = | dy papier & dessin (plan 7) et 4 une

distance ¢’ = 60 du sol (plan m'). Les sommets de fa base carrée du clocher ont
les coordonnées (Figure 15)

A'(90, 40), B'(80, 50), €'(90, 60), D'(100, 50),

dans un systéme de référence comme celuj de la Figure 8,
Appliquant les équations

60
X = —
X
yl
y o=,
X

on a les coordonnées des points transformés

A4B,9), B3, %), c3, %), pa, 1),
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Fig. 16.

et on peut done faire le dessin de la base du clocher (Figure 16) sur le plan 7,

Pour dessiner la base supérieure du parallélipéde, il faut se rappéler que sa
hauteur est de 40 métres, Alors, le plan de la base supérieure (soit ') est de
20 métres (c’est-d-dire 60-40) au dessous du point O d’observation. On a donc
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d'= 20, et, cette fois, les équations sont les suivantes:

20
x=~,<

X

yl
y=

On obtient les coordonnées de la base supérieure:
‘Z(%, g), E(;%s g), C—(g) §)y ij(é) %)‘

Finalement, comme la hauteur totale du clocher est de 50 métres, son sommet
se trouve 10 métres ay dessous de I’observateur, et on

sommet du toit pyramidal par Lapplication des équations

10

aura le transformé dy

I
I

y 7.

Comme le sommet V' avail les coordonnées x' =
Figure 15), on obtiendra:

V@, 8)
On est maintenant A méme de compléter notre dessin (Figure 17).
L - Y
x ¥

Fig. 17.
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Fig. 18.

Il est clair que le processus que nous venons de suivre permet de construire
le dessin du clocher de n’importe quel point de vue, et, donc, de donner une
idée de I'effet visuel pour différentes positions de observateur (Figure 18).

VII. PHOTOGRAPHIE ET PROJECTION

La géometrie projective a bien des applications dans la technique photo-
graphique. En effet, la photographie n’est rien d’autre qu’une projection du
plan de Pobjet sur le plan de la plaque sensible, projection qui a comme centre
’objectif 0. Le point O se trouve dans ce cas 3 P'intérieur des segments qui

Joignent les points corresponds (Figures 19 et 20). 1l est donc évident que les

plaque sensible

abjectif

plan de 'objet

Fig. 19.
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Fig. 20,

objectif plaque sensible

zone & photographier

Fig. 21.

¢quations (7) permettent de résoudre tous les problémes de technique photo-
graphique,

On donne un exemple concernant les Jévés topographiques faits, comme
d’habitude, 4 partir de photographies prises d’avion. Si la zone 3 'photographier

cette photo ‘déformée’ le plan correct.
On a les données: altitude de Pavion: 70 métres; distance de I'objectif 4 Ia

plaque (distance focale): 70 centimétres; inclinaison de Ia plaque sur le terrain:
45° (Figure 22).
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Plaque sensiple

Fig. 22.

Il en résulte:
d = Imétre, d' = 100 métres,

Les équations sont donc

, 100
X o= —
X
. 100
yo= —y.
X

Si, sur la plaque, la photographie de la zone est un quadrilatére de sommets
(Figure 23 )

A(%’ &)’ B(é’ 1%)’ C(]%l %)’ D(]SE) Isg))

les coordonnées se rapportant a notre systéme de référence usuel, la transfor-
mation du cette image par nos équations, donnera

4300, 100), B'(300, 40), C'(360, 40), D'(360, 100).

Le quadrilatére 4'B'C'D’ (Figure 23,b) est semblable A la zéne réelle: il s’agit
d’un carré.

II est bon de Temarquer que, puisqu’on a corrigé la déformation en utilisant
les équations d’une projection, on pourrait obtenir le méme résultat en pro-
jetant au moyen d’une lampe la plaque sur up plan convenablement placé.

VIII. CONCLUSIONS

Nous avons fait' descendre 3 école les idées fondamentales de la géométrie
projective de fagon qu’elles soient accéssibles méme & des enfants de 13 ans,
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Rlaque sensible

Fig. 23a.

50

Fig. 23p,
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Clest pour cette raison qu’on s’est borng 3 Pétude de Projections barticuliéreg,
qui sont (rds figes d des problémes concrets. Mais j] eg¢ bossible, toujours ey
Partant des meépes problémes réels, qui sony trés interessans aussi pour des
éléves plug agés, de développer Pétude Que nous venons (e faire, et de passer

géométrie projective., qu’on g aujourd’hyj tendance 3 développer de fagon
abstraite et formelle, se révéle Extrémement riche d’applicationg actuelles ef
motivantes,

Rome, 10 mai 1976
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