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L’OGGETTO E I’AZIONE NELL’INSEGNAMENTO
DELLA GEOMETRIA INTUITIVA

di K. CASTELNUOVO

INTRODUZIONE

I1 lettore non trover in questo articolo nessun con-
siglio, nessuna, regola per meglio insegnare o per meglio
farsi eapire, né gli verra indicata una strada precisa per
un primo corso di geometria nella genola, secondaria.
Troverd solo qualche coga che gid conosce : le difficolta,
che s’incontrano per introdmre questo o quel concetto,
questa o quelly operazione, gli errori pid frequenti che
si verificano da parte degli allievi. Dy questi dati — perché
ormai sono diventati dei dati — sard condotto g risalire
a una critica del proprio metodo, a un esame dei propri
difetti, a una vigione serena e obbiettiva del proprio
insegnamento.

Si parlers di materiale, di modelli, di dispositivi :
non si aspetti il lettore che sj apra davanti a lui la cag-
setta delle meraviglie ! Ci auguriamo soltanto che qualche
Idea che ci & venuta g) contatto degli allievi DPOssa ma-
turarsi al contatto di altri allievi ; possa quindi esten-
dersi e dar adito ad altre esperienze, ad altre idee,
Si accorgers il lettore che il problema & appena accen-
nato in questo articolo e provera certamente Pimpres-
sione che in ogni argomento che viene toccato il campo




= 4D

di lavoro & vastissimo. Queste pagine non hanno altro
seopo che di condurlo a concludere econ mnoi che :

1) fra il metodo descrittivo e il metodo costruttivo
che si pud seguire per insegnare la geometria intuitiva,
il costruttivo & quello che ¢ formativo nel vero senso
della parola ;

2) se si vuole segunire un metodo costruttivo si &
obbligati a ricorrere a delle bagi concrete,

PARTE PRIMA

Ir. CORSO DI GEOMETRIA INTUITIVA SECONDO T, METODO
DESORITTIVO

Da anni si va delineando in ogni paese I'opportuniti
di far precedere I'insegnamento della geometria razionale
da un corso preparatorio ; a questo si da spesso il nome
di geometria intuitiva e viene indirizzato a degli allievi

dagli 11 ai 13-14 anni. Tale corso, in generale, viene
svolto secondo un metodo descrittivo, qualunque gia la
linea di successione degli argomenti. Si tratta di una
esposizione in cui vengono presentate delle figure sta-
tiche (disegni o modelli fissi) e in cui si premette a volta a
volta Penunciazione delle proprietd che si vogliono di-
mostrare,

Fisseremo P'attenzione su quattro argomenti di geo-
metria piana e solida sviluppandoli secondo il metodo
tradizionale ; faremo per ciascuno di essi, subito e poi
alla fine della prima parte, la critica di tale maniera
di trattazione. Questa critica ei porterd a un ripensa-
mento del significato del corso di geometria intuitiva
e nella seconda parte vedremo appunto in qual modo si
potrebbe dare una diversa impostazione agli stessi ar-
gomenti.

ESAME DELLA TRATTAZIONE DI ALCUNI ARGOMENTI DI
GEOMETRIA

Beeo gli argomenti su cui vogliamo fissare I'atten-

zione :
1) i criteri d'uguaglianza dei triangoli ;
2) la somma degli angoli di un triangolo ;
3) la posizione di due rette nello spazio ;
4) una definizione: i triangoli simili.

In generale la trattazione dei eriteri A uguaglianzn
dei iriangoli & svolta nel modo seguente : dopo aver dato
una qualunque definizione di triangoli uguali, si dice :
«accade che Puguaglianza di certi elementi corrigpon-
denti porta I'uguaglianza di tutti gli altri, di modo che
per vedere se due triangoli sono uguali non & necessario
migurare tutti i 6 elementi, ma la misura di 3 & suffi-
ciente ». Vengono allora enunciati i eriteri d'uguaglianza.

L’insegnante dice, ad esempio : « disegnate due trian-
goli aventi due lati e ’angolo compreso rigpettivamente
uguali, e dimostrate, cioé verificate, che essi sono uguali ».

L’insegnante fa il disegno alla lavagna e ha ben cura
di fracciare due triangoli visibilmente uguali. Il bam-
bino misura, facendo uso degli strumenti, gli altri ele-
menti dei triangoli e verifica che sono tutti uguali ; ma
il bambino non comprende — ed & evidente che non
pud comprendere — il senso di questa verifica, perché
egli & certo — a priori — che quei due triangoli sono
uguali dato che li  vede ” ugnali. Tutto cid dipende dal
fatto che queste proprieta, precedentemente enunciate,
sono talmente evidenti agli occhi di un bambino che egli
non solo non sente la necessitd di una dimostrazione
ma gli sembra inutile anche una verifica sperimentale,

I eriteri d’nguaglianza, trattati in questo modo, ci
sembra non abbiano altro scopo che quello di condurre
Pallievo a un vuoto verbalismo.
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In maniera un po’ diversa & condotta la verifica
della, proprietd della somma degli angoli di un triangolo.
Anche qui la proprietd viene enunciata ; si domanda di
verificarla. 8i suggerisce di costruire un triangolo in
cartoncino e di eseguire alcune piegature (fig. 1), in
modo da riunire i tre vertici nello stesso punto. Si os-
serva allora che i lati
dell’ “ angolo somma "’
cogi formato sono in
linea retta.

In questo caso ci si
vale di un materiale (il
cartone), ma il proce-
dimento di manipola-
zione del materiale non
¢ affatto spontaneo,
tanto che si rende necessario il suggerimento del mae-
gtro. Una grandiosa scoperta si riduce alla verifiea di
una proprietd che sembra essere stabilita a priori da
un esgsere SOVrumano.

Una critica di altro genere pud farsi al terzo argo-
mento : posizione di due rette nello spazio. Si dice : ¢« due
rette nello spazio possono essere complanarli o sghembe
a seconda che esse appartengano o no allo stesso piano ».
E si aggiunge: ¢ per avere un’idea di quesfe posizioni
pensate agli spigoli di una camera e troverete realizzati
questi due casi». A sostegno di tale trattazione si potra
dire anche qui ehe non si lavora solo sul disegno ma
che si ricorre a un modello reale. I vero, ma tutti i ra-
gazzi sono convinti ehe queste due posizioni sono al-
trettanto probabili; anzi il easo delle rette sghembe
viene considerato come abbastanza strano.

La critica che vogliamo muovere alle definizioni che
si danno in generale dei triangoli simili & di carattere
pin sottile delle precedenti. Dei triangoli simili si da
una o Paltra delle definizioni:

1) due triangoli sono simili se hanno gli angoli ri-
gpettivamente uguali e i lati omologhi in proporzione ;

2) due triangoli sono simili se I'uno pud conside-
rarsi ottenuto dall’altro operando an’omotetia (e si fissa
con una formula la legge di corrispondenza) e uno spo-
gtamento.

Ora, la prima definizione, che & analoga a quella
che si da per i triangoli uguali (due triangoli sono ngunali
ge hanno lati ed angoli corrispondenti uguali), non &
accompagnata da nessuna esperienza che metta in ri-
lievo il carattere ‘ visivo” della definizione (a diffe-
renza di quanto avviene per l'uguaglianza dove si fa
vedere come due friangoli che si trovano in quelle tali
condizioni sono sovrapponibili col movimento). Biso-
gnerebbe provare come, valendosi anche qui del movi-
mento, tali triangoli possono essere portati in posizione
omotetica nel piano o meglio nello spazio. Si eviterebbe
in tal modo che gli allievi eadessero nell’errore cosi fre-
quente di scrivere delle proporzioni fra i lati senza
guardare le figure.

La seconda definizione (che si potrebbe dire analogs
a quella che definisce come uguali due triangoli sovrap-
ponibili col movimento) pone una certa corrispondenza
fra due figure (corrispondenza stabilita da una formula)
e fa vedere come, operando in tal modo, un triangolo
8i trasformi in un altro — omotetico — che ha, e cid
risulta chiaro, la stegsa forma del primo. Questa defi-
nizione & senz’altro di earattere pit generale della prima e
presenta il vantaggio di appoggiare la formula a dati vi-
givi, ma & “restrittiva’ nel senso che gli allievi si fanno
I’idea che 'unica corrispondenza che gi pud porre fra due
figure sia P’omotetia ; e, parallelamente, sono convinti
che le uniche funzioni esistenti siano realizzate da gran-
dezze direttamente proporzionali. Tale definizione appare
percid ricercata, imposta dall’alto, e quindi artificiosa.
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(CRITICHE AT. METODO DESCRITTIVO D’INSEGNAMENTO

Abbiamo detto all’inizio che in generale il corso di
geometria intuitiva ha un carattere deserittivo. Ma, pen-
sando che Paggettivo ¢ deserittivo” non fosse abba-
stanza preciso per dare un’idea del corso, abbiamo vo-
luto portare degli esempi di trattazione. A mio parere
I"impostazione del corso & errata, & — oserei dire — ad-
dirittura poeo onesta: si costruiscono delle figure in
una data maniera enunciando delle proprieta che sem-
brano eadute dal cielo, come ge i bambini, opportuna-
mente guidati, non fossero in grado di scoprire quelle
proprieta ; si utilizza un materiale dicendo quale uso se
ne deve fare, come ge il bambino perdesse tempo a tra-
stullarsi con un materiale ; si considerano delle figure
fisse eome se nella vita il ragazzo non avesse mai occa-
sione di vedere una cascata d’acqua o una ruota che
gira 0 un raggio variabile provenienfe da un proiettore
oppure un film. Non si vuole che egli guardi perché
i potrebbe confondere le idee; gli si vuole invece pre-
parare delle figure ben determinate, semplici, e quindi
artificiose, gli si vuole creare un terreno gia fatto. Gli si
da cosi un’idea falsa delle basi della ricerca geometrica
¢ della ricerca matematica in generale.

PARTE SECONDA

L’EVOLUZIONE DEL SIGNIFICATO DELLA PAROLA “ INTUI-
ZIONE . — T1, METODO COSTRUTTIVO D'INSEGNAMENTO

La geometria, quale la presentiamo nei corsi tradi-
zionali, appare come qualeosa di assoluto, un complesso
di veritd indipendenti dall’attivitd umana. Questa con-
cezione, ancora platonica, ¢ certamente in opposizione
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con il significato attuale del termine  intuizione ».
Mentre fino a Kant tale termine designava la capacitd
di contemplare la veritd nel senso platonico, in seguito
il significato si evolve e, da statico, diventa dinamico.
Gid in Roussean 'intuizione nasee dal lavoro, nel senso
di un’operazione, ma in Rousseau il termine * infui-
zione ” non & ancora abbastanza chiaro. In Pestalozzi,
invece, questo concetto risente della geniale rivoluzione
kantiana : la parola “intuizione ” acquista il significato
di costruzione. '

Abbiamo visto quale impostazione abbia il corso di
geometria intuitiva se ci si attiene al significato origi-
nario del termine * intuizione » e quali siano le eritiche
da muovere a questo corso. Vedremo adesgo quale senso
possa assumere il nostro corso se ci si attiene al signifi-
cato dell'intuizione dato da Pestalozzi.

TRATTA ZIONE, DA UN PUNTO DI VISTA COSTRUTTIVO, DEGLI
ARGOMENTT SVOLTI NELLA PRIMA PARTE, N. 2.

I criteri duguaglionza dei triangoli, sono, evidente-
mente, imposti da necessitd pratiche, necessita di dover
costruire un triangolo uguale a uno dato o rispondente
a certe condizioni, piuttosto che il dover confrontare
due triangoli gid disegnati. Dei vari elementi, lati ed
a?lgoh', sono i lati che attirano maggiormente ’atten-
zione degli allievi; cominciamo dunque a far lavorare
sui lati. Diamo al bambino un certo numero di aste del
meccano dicendogli di costruire un triangolo . La ma-
nipolazione di questo materiale lo portera a fare le se-
guenti osservazioni :

1) non si pogsono prendere a easo tre aste perché,
aleune volte, il triangolo « non si chiude » (cioé : un lato

' A questo proposito, vedi il libro Mathemati
Introductory Course, Part I, di E. K. Bigas B, Yy
(London., Ginn e Co., 1954). o T TGS e B Ve
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di un triangolo deve essere minore della somma degli
altri due) ;

2) una volta costruito il triangolo, esso non & ar-
ticolabile, cioe, pur esercitando una pressione sui ver-
tici o sui lati, il triangolo rimane fisso. Val quanto dire
che tutti gli allievi vengono a costruire tanti triangoli
se utilizzano le stesse aste.

Si scopre cosi uno dei criteri di uguaglianza dei
triangoli.

La manipolazione di due aste articolate a un estremo
0 di una sola asta tale che a ciascuno dei suoi estremi
sia fissata un’asta di Iunghezza qualunque (in modo da
indicare la direzione degli altri due lati), condurrd fa-
cilmente gli allievi alla scoperta degli altri criteri d’ugua-
glianza e delle diverse possibilita. 11 bambino ha vera-
mente Pimpressione di scoprire qualcosa: spesso & in-
capace di prevedere se non manipola un materiale.

E infine, suggerite agli allievi di costruire un triangolo
dando loro le ampiezze dei tre angoli. Vi diranno : ¢ da
quale base devo partire? » Voi direte, naturalmente, che
possono partire da un’asta Iunga a piacere. I bambini
non hanno bisogno di terminare la costruzione perché
riescono ad intuire quasi subito che tutti i triangoli che
hanno gli angoli rispettivamente ngunali non sono nguali,
ma hanno qualche cosa di comune: la forma.

In tutte le considerazioni ora fatte il materiale ha
condotto gli allievi a scoprire diverse possibilita.

Ma, sempre rignardo al problema dei criteri di ugua-
glianza dei triangoli, se non volete far utilizzare le aste
di un mececano, create nella classe un ambiente in cni
ci si trovi nella necessita di dover costruire un triangolo
uguale a uno dato. Dite loro: devo ecalcolare ’area di
un campo triangolare ma non posso eseguire alcune
misure perché ¢’é uno stagno che attraversa uno dei
lati (0 due lati); occorre tracciare un triangolo uguale
a quello in una spianata dove non esistono ostacoli
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Come si fa? Qui non esiste un materiale maneggiabile,
ma si deve immaginare una determinata situazione pra-
tica. Anche questo ricorso noi lo consideriamo come ung
base conereta,

Somma degli angoli di un triangolo. Vogliamo che ghi
allievi fissino Iattenzione sugli
angolidi un triangolo, osservino
i tre angoli, e che questa osser-
vazione nasca spontaneamente.
Ora, gli angoli, come i lati, come
qualunque elemento di una fi-
gura, NON vengono osservati ge
la figura ¢ statica ; ’osservazione
nasce NoON appena ¢’é una varia-
gione. Il confronto di due trian-
goli o di aleuni triangoli potra
far dire che questo angolo & mag-
giore di quello o che alcuni an-
goli sono uguali, ma & un’osser-
vazione che non dice nulla, che
non porta a nulla. Per far sf che
Posservazione sia costruttiva nel
senso matematico della paroln, A B
occorre considerare infiniti casi,
occorre vedere un caso insieme Fig. 2. Digl’??iti‘fo.chf’
ai precedenti e a quelli che 1o ﬁ‘;ﬁf”“Sll,l'jﬂ;’ﬂ“‘ifgff;
seguono ; in breve, occorre far  somma degli 'augoli di
muovere la figura per gradi in- " triangolo.
sensibili. Questo si potrebhe, na-
t}lralmente, realizzare con un film (cartone animato), ma
81 puo anche ottenere molto semplicemente con un dispo-
sitivo che ogni bambino pud costruire da sé: prendete una
tavoletta di legno (per esempio di forma rettangolare) e
piantate due chiodi 4 e B come nella fig. 2. Fra i chiodi
tendete un elastico ; legate poi nel punto di mezzo di
un ramo di quest’elastico un filo resistente e tirate in

4




direzione perpendicolare alla eongiungente dei due chiodi.
Otterrete un triangolo isoscele, anzi tanti triangoli iso-
sceli 1. Dite ai bambini di osservare tutti questi triangoli
e di serivere le loro impressioni. Hssi garanno colpiti da
due fatti : 1) solo la base rimane sempre la stessa ; 2) tutti
questi triangoli sono isosceli. Vi diranno: cambia 1'al-
tezza relativa alla base, cambia 1’area e anche il peri-
metro ; ma tutti seriveranno anche che cambia 1’am-
piezza degli angoli e che se si immagina di partire dal
triangolo pia alto (i1 massimo che si pud realizzare sulla
tavoletta) e di allentare lo spago a poco a poco, 1'angolo
al vertice diventa pit grande e gli angoli alla base diven-
tano a mano a mano pit piccoli. Tutti osserveranno che
@ un certc punto si ha un triangolo equilatero (e in
questo caso guardano i lati) e qualeuno vi dira che a un
dato istante P’angolo al vertice diventa retto (ACR).
Ma non ¢’¢ allievo a eui sfuggird il easo limite ; diranno :
«alla fine gli angoli alla base diventano piccolissimi e
quello al vertice molto ottuso e poi... il triangolo sparisce,
diventa un segmento, la base. Allora gli angoli alla base
non esistono pit, ma quello al vertice é diventato un
angolo piatto ». Ricominciate la variazione in senso op-
posto e dite di osservare ancora gli angoli. Ecco: gli
angoli alla base aumentano, quello al vertice diminuisce,
Dite poi loro di pensare a una tavoletta molto pia alta
di quella che avete in mano, talmente alta da non po-
tersi nemmeno realizzare. Vi diranno che Pangolo al
vertice diventa sempre pid acuto e che quelli alla base
diventano quasi retti,

Vi diranno che quando un angolo diminuisce, gli
allri aumentano e che — si & sempre portati, anche con

! Be richiamo D'attenzione degli allievi soltanto sul trian-
golo isoscele & perché nel caso generale U'attenzione del bam-
bino sarebbe dispersa da una quantiti di eircostanze e non
arriverebbe mai a fissarsi su questa o quella proprietid. B evi-
dente che in seguito si passerd al easo venerale.

S

una certa leggerezza, a vedere un qualche cosa di co-
stante — quello che si perde in un angolo viene com-
pensato da quello che si guadagna negli altri. Non
forse questa mn’intuizione dells proprietd sulla somma
degli angoli del triangolo? La somma degli angoli &
duhque costante ; ma, quale & questo valore costante?
I casi limiti conducono a intuire questo valore.

Chiediamoci quale & la funzione del materiale in
questo caso. Abbiamo fatto variare una figura per gradi
insensibili, esperienza irrealizzabile col solo disegno.
Questa esperienza si pud idealizzare, ciod si pud estra-
polare immaginando che il vertice si allontani all’infinito
o che si avvicini sempre pit alla base. Ma, voglio insistere
sul fatto che & proprio la variazione degli angoli che
attira I'attenzione sugli angoli, cosa che non si pud ot-
tenere da una figura statica, e che sono proprio i casi
limiti che, * smaterializzando » il materiale, lo fanno
idealizzare e conducono all’intuizione della veritda. T certo
che questa esperienza, come del resto tutte quelle rea-
lizzate con procedimenti di continuitd, ha un pericolo,
il pericolo del caso limite, quello ciod di generalizzare la
proprieta che si legge nel easo limite. Sard sempre vero
che la somma degli angoli & un angolo piatto, dato che
nel eago limite & un angolo piatto? Ma perché dobbiamo
chiamarla pericolosa questa intuizione del easo limite?
Se condurrd a un errore (e non mancano esempi anche
elementari dove si mette in evidenza come la continuiti
conduca a un errore), sia benedetto questo errore ! Sard
fonte di osservazioni, di nuovi problemi, di nuove prese
di cosecienza.

Llosservazione di questo semplice dispositivo ha con-
dotto i ragazzi a scoprire una delle proprietd fondamen-
tali della geometria piana ; ma conduce anche alla con-
siderazione di una classe infinita di triangoli isosceli,
una classe che & formata da due sottoclassi (ecome hanno
seritto aleuni bambini) : quella dei triangoli ottusangoli
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e quella dei triangoli acutangoli. A un certo istante
— hanno seritto — ¢’@ il triangolo rettangolo : si trova
fra quelle due classi. Qualeuno ha scrifto : ¢« per questo
triangolo vale il teorema di Pitagora ; per gli altri no».

Non credo che nello scrivere questa frase, come una
osservazione del tutto naturale, quel bimbo abbia rea-
lizzato la grandiosith della sua scoperta. Tocea a noi far
fermare 'attenzione su questa proprietd che viene ad
occupare cosi il suo vero posto: un caso particolare e
particolarmente interessante fra infiniti casi.

T due “fnochi” della geometria piana —la somma
degli angoli di un triangolo e il teorema di Pitagora —
vengono cosi ad essere legati da questo semplice dispo-
sitivo 1,

Posizione di refte nello spazio. Nelle considerazioni
geguenti il materiale & veramente essenziale ; il disegno
non dice niente. B nemmeno 'osservazione di due rette
materializzate (due spigoli di una camera, per esempio)
basta a dare un’idea chiara della situazione, per il fatto
che si fissa I’attenzione sn un numero finito di rette.
Invece, la situazione & espressiva se si considera un nu-
mero infinito di rette. L’esperienza si pud realizzare
cosi : come immagine della retta prendiamo un sottile
ferro da calza e conficchiamolo in 4 su un supporto
orizzontale nella posizione verticale Ar. Prendiamo poi
un altro ferro e ficchiamolo nello stesso supporto in B,
ma in modo tale che possa ruotarve attorno a B. Dite agli
allievi di osservare le posizioni di queste refte di centro B
rispetto alla retta » e fate si che essi idealizzino questa

1 Per metiere in evidenza econ un materiale il teorema di
Pitagora bisognerebbe completare quel dispositivo, costruendo
un quadrato fisgo sulla base AB e dei quadrati variabili (rea-
lizzati con elastici) aventi per lati i lati del triangolo isoscele,
tenendo preseniec che i vertiei liberi di questi quadrati scorrono
gu tre rette A(, BC e la parallela ad 4B per O (che forma
dunque con ciascuna delle altre un angolo di 45°). Cir. cap. X,
p. 204.

esperienza pensando a dei ferri infinitamente lunghi. Qui
i ragazzi hanno bisogno di toccare e di muovere la retta
per B per rendersi conto che & difficile che questa retta
incontri la r; incontrare la r significa che si deve ap-
poggiare ad 7. Si pud appoggiare in infiniti punti ad »:
gsono dunque infinite le rette per B che incontrano la
retta r. Queste rette si trovano sul piano Br; fra queste
rette, giacenti su quel piano, ce ne sard una che & paral-
lela ad r. Ma i ragazzi vi diranno : «é& vero che c¢i sono
infinite rette per B che incontrano r, ma ce ne sono molte,
molte di pii che non 'incontrano » Il caso di due rette
incidenti nello spazio sara dunque un easo particolaris-
gimo ; in generale due rette nello spazio sono sghembe.
Il bambino & ¢olpito dai due ordini di infinitd ; perché
non fargli prendere piena coscienza di guesta nozione
che gli & intuitivamente familiare?

8 tratta di definire due triangolt simili. Teniamo pre-
genfe che a una definizione si arriva dopo un’osserva-
zione e che non si & condotti ad osservare se prima non
gi sperimenta.

Disponiamo una qualunque sorgente luminosa pun-
tiforme S a una certa distanza da uno schermo ¢; fra
S ed ¢ poniamo un triangolo in eartone, 7T, sostenuto
da un sottile ferro contenuto nel piano del triangolo e
conficeato in A su un supporto orizzontale in modo da
poter assumere una qualunque posizione della stella di
centro 4. In particolare, si potra far ruotare il ferro
nel piano perpendicolare allo schermo ; il triangolo sara
poi fissato al ferro in modo che in una delle sue posizioni
possa risultare parallelo allo schermo.

Nella fig. 3 i triangoli T e 7' sono sgimili (7 essendo
parallelo allo schermo), mentre i triangoli 7 e 7’ non
lo sono.

Non si pud immaginare come riesca suggestiva 1’0s-
servazione delle ombre T’ del triangolo che si formano
sullo schermo : queste ombre si spostano e variano in




grandezza e forma al variare dells posizione del ferro,
Fra le infinite ombre ce ne & solamente una che presenta
Ia stessa forma del triangolo dato: vi &, sullo schermo,
un solo triangolo simile al triangolo dato.

Dopo, passeremo da questa esperienza qualitativa a
un’esperienza, quantitativa, facendo prendere delle mi-
ure. Si verifichera che, se 7" appare della stessa forma
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I<_‘J.g. 3. La mmi]ituﬂl ine, come un ecaso particolare tra le corri-
spondenze prospettive & messa in ovidenza dall'osservazione
dell’ombra di un triangolo.
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di T, ad ogni punto P di 7' corrisponde un punto P’
di 7" che si trova sulla retta SP e tale che SP' — I SP.

Numerosissime sono le scoperte matematiche e le
indagini psicologiche cui si & condotti da questa sem-
plice esperienza !,

Noi vogliamo insistere solo sul fatto che la similitu-
dine cosi introdotta viene ad occupare il posto che le
compete : viene a presentarsi, cioé, come un caso par-
ticolare e particolarmente interessante fra le corrispon-
denze prospettive,

Un altro modo, veramente suggestivo, di presentare
delle figure simili pud aversi con una originale esperienza
ideata dal belga Paul Libois. Si faccia uscire la luce di
un proiettore da una sottile fenditura rettilinea in modo
da ottencre un piano luminoso. Se un solido, la cui
superficie sia realizzata con una fitta rete di fili (metal-
lici o di altro materiale) viene tagliato da questo piano
di luce, su di esso si disegnerd nettamente una zezione.
Se, per fissare le idee, si tratta di una piramide retta a
base rettangolare disposta in modo che il piano luminoso
la tagli parallelamente alla base, ad un qualunque li-
vello, si ofterranno come sezioni tanti rettangoli simili.

Una quantitd di problemi sorgono osservando la va-
riazione in modo continuo delle sezioni di un golido,
rese in tal modo veramente visibili; e le figure simili
appaiono anche qui come casi particolari di altre con-
figurazioni. Per esempio, sezionando un cubo con un
piano perpendicolare a una diagonale e spostando il
piano parallelamente a se stesso si ottiene una serie di
triangoli equilateri, poi una serie di esagoni (per una
posizione particolare si ha ’esagono regolare) e poi an-
cora dei triangoli equilateri. Per riconoscere il processo

! Vedi J. Pracur e B. InwgLper, La représentation de
Pespace chez Venfani, Paris, Presses Universitaires de b rance,
1948 ; e De la logique de Uenfani a la logique de adolescent,
Paris, Presses Universitaires de France,




di continuitd nel pagsaggio dall’una all’altra sezione piana
hasta ricorrere al confronto fra due figure : quella segata
sul piano dalle facece (in senso gtretto) del cubo, e quella
che sul piano stesso & tagliata dai piani a cui apparten-
gono quelle facce (*‘ esalatero semplice ”, secondo il lin-
guaggio della geometria proiettiva).

PArRTE TERZA

NECESRITA DEL RICORS0 A BASI CONCRETE SE ST VUOLE
SEGUIRE UN METODO COSTRUTTIVO

Dall’esame degli argomenti ora trattati possiamo con-
cludere che il disegno é insufficiente per dare al corso di
geomelria intuitiva un carattere costruttivo, e cid per le
seguenti ragioni :

1) il disegno non suggerisce dei problemi perché
offre un numero finito di casi, e vincola cosi la libertd
di pensiero del bambino ;

2) non conduce all’osservazione, e quindi non pud
portare poi all’intuizione della verita, per il fatto che &
statico ;

3) non pud inoltre, e cid & evidente, fornire una
immagine reale di una gituazione spaziale.

Ma vi & un’altra ragione per cui il disegno & insuffi-
ciente ; si tratta di questo : se io traccio una figcura alla
lavagna o se il bambino fa egli stesso il disegno, la sua
attenzione si ferma sul tratto disegnato, ciod sul con-
torno della figura, non sull’interno. Per lui il triangolo
& il eontorno del triangolo, per lui 1’angolo & I'ingieme
di quelle due semirette : linterno della fizura & vuoto,
perché il bambino non ha I'educazione necessaria per
un’interpretazione pi generale.

Vedremo in seguito, su un esempio particolare, come
questa osservazione spieghi degli errori divenuti ormai

clagsici. Ma quest’osservazione conduce — mi permetto
di allontanarmi un momento dal campo de'a]la stretta
didattica — a dei raffronti sia con la st‘-m:m dell’arte
che con la psicologia della prima infanzia. o) mt‘eressante
ﬁsse.lv;l-l“e che i disegni dell’epoca paleolitica rl‘traggonf)
Pinterno della figura, mettendo in rilievo gh organi,
mentre nell’epoca successiva — la neolitica — il dlsegng
o astratbo, gschematico : con un tratto rappresentante il
contorno i vuole indieare anche IYinterno, & vuole dare
idea dell’oggetto. B uno stadio pit avanzato del pre-
cedente : ¢i si allontana dal concreto, si va verso l'astra-
zione. o
Ritroviamo questi due stadi se si confrontano i di-
eeni dei bambini piccolissimi, di 3-4 anni (cioé fin che
il ‘_klisegno & spontaneo), con i disegni di un bambino.
di 7-8 anni (che lavora ormai per imitazione); per i
piceoli il fiore sard gualcosa di pieno, di concre‘to, per i
pit grandi invece il fiore sard disegnato sehemat%ca.mente
traceiandone solo il contorno, il fiore sard stilizzato.
Evidentemente, nei rignardi della geometria, i bam-
bini non sono ancora arrivati a una concezione astratta.
Per tutte queste ragioni il disegno & insufficiente ed
& dunque necessario ricorrere a delle bagi concrete. Ma,
cosa intendere per base eoncreta? Non vogliamo certo
dare un elenco di modelli o materiali o dispositivi atti
a chiarire questa o quella nozione perché verrebbero in
tal modo vineolate le attivita del maestro e dell’allievo :
e I’esempio o Iidea concreta possono venire in un deter-
minato ambiente piuttosto che in un altro, possono sor-
gere per una occasione fortuita, possono adattarsi a
questa e non a quella classe. Ma, dagli esempi che ab-
biamo portato e da quelli che porteremo, risulterd che
si pud lavorare con un materiale di due tipi: un mate-
riale che deve essere manipolato dal ragazzo stesso (per
esempio il meccano o i ferri coi quali abbiamo rappre-
sentato le rette nello spazio) e un materiale che basta




Sia maneggiato solamente dal maestro (per esempio il
dispositivo col quale si attirava Pattenzione sulla somma
degli angoli di un triangolo, ovvero Papparecehiaturs,
per formare figure simili). Nel primo caso il materiale ha
per scopo di far mamipolare ¢ costruire e di far si che,
attraverso all’effettiva costruzione, Vallievo arrivi alla
Scoperta di un certo numero di casi di possibilita : nel
secondo, invece, i materiale ha per scopo di attirare ai-
tenzione, di far Osservare, e, osservando, di condurre
alla seoperta. Nel secondo cago dunque il materiale go-
stituisce la parola del maestro, ma — elemento fonda.-
mentale — non costringe entro dati limiti Posservazione
del ragazzo.

Ma, vogliamo sottolineare che in ogni caso il mate-
riale deve essere mobile : & infatti la mobilita che attira,
lattenzione del bambino e che lo conduce dal concreto
allagtratto ; perché, non & il materiale in sé che & Pog-
getto della susa attenzione, ma piuttosto 1a trasformazione
del materiale, un’operazione dunque che, essendo indi-
pendente dal materiale stesso, & astratta. A nostro parerc
il materiale d3j lo Spunto — e si tratta di uno spunto
provocato proprio da questo — per la formazione ope-
ratoria.

Sulla bage di queste idee ci proponiamo di sviluppare
nella parte quarta la nozione di superficic-area,

PARTE Quanra

LA wozionm DI SUPERFICIE-AREA IN UN INSEGNAMENTO
A CARATTERE COSTRUTTIVO

La nozione di superficie-area !, correntemente usata
nella vita d’ogni giorno, presenta delle notevoli difficolta,

' Un rigido rispetto della tradizione del linguaggio for-
male porta a distinguere il significato delle parole superficie »
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i oi si avvieina per la prima volta e viene gpesso
ey tri,l-"k-']ftm tanto che molto frequentemente non
rvar Ry P agli adulti. Dice Galileo 1: « ve-
squlta chiara nemmeno agli a.}l . i
pree n credo che fra quelli che mancano in qualche
1‘:1111(*_11?@' l:zodi ‘ermet-ria se ne trovassero 4 per 1_00 c,hrf.
f:‘”gm'z}?tiweroaa prima giunta ingannati che quei corpi
e (LlLb .\;l;{)erﬁcic ugn&li_sono contenuti non fosseljo an-
:’})TL i(]L.l tutto uguali; si come ngl]’istesm 61:]1:'101'(’ :(;szi
rono parlando delle superficie... I.gnora‘_nchlo ( :0 é)tem;ga
sere un recinto uguale a un altro e la_ plazza ;ilo ;

:'1@ questo assai maggiore della plftgztl di 3‘1)11(1."116.6 .

Questa tendenza naturale a .cun_fuu ereq skl
perficie dei solidi ed area e perimetro df:llc- ;,_tlu'] Eorq”
si‘ritmva appunto — come vedl'em.n —in tp\t (zhl ,w;.ﬁ
del nostro insegnamento : lo st-1_1_dw .delle. fe:au?e“ o q; (h
errori el condurrd a qualche riflessione di caratter

dattico.

LA NOZIONE DI SUPERFICTE-ARBA

Le esperienze e le discussioni di euni parleremo 111]_
sto paragr i 2 in classe con dei
questo paragrafo sono state sviluppate in L-L}_‘.SBCV oog de
bambini di 11-12 anni. Si tratta di ragazzi che conoscon .IJ
ria le regole per il calcolo delle aree dei poligoni gm
f-‘ “ i - . 0 a2 - . "I' \ a.
gemplici: & appunto sui poligoni pit semplici che fis
L P 1 e
seremo ’attenzione. ‘ o .
Si pone la domanda : « di un quadrato conoacoﬂ Parea ;
come posso determinare la lunghezza de-l.l@to. »1’
Tutti i bambini rispondono : « bisogna dividere I’area
per 4», risposta che rivela una confusione fra area e
perimetro.
od ‘“area”. 8i avverte perd nell’uso moderno una (f?tr{lgi?iﬁ
a identificare i due vocaheli quando 'l.a. cosa non ue:’cl'l- Tl
'r"quivovn Qui ci verra fatto di attenerel talvolta a questa se

lel( afl‘lL,]J("A]_ll..J.*‘l Discorsi e dimosivazionl matematiche intorno
G. G oL, :

a due nuove scienze, lieiden 1638,




Si chiede allora : « come si trova ’area del quadrato ? »
Rigpondono enunciando 1a regola con esalitezza ; qual-
cuno dice: «il quadrato & un rettangolo particolare e
'area del rettangolo si trova moltiplicando la lunghezza
della base per Daltezza ».

Si chiede: ¢perché 1’area del rettangolo si trova
cosi?»

Gli allievi rimangono sorpresi dalla domanda ; perché
“si sa” che P’area del rettangolo si trova in quel certo
modo. Poi qualeuno dice: «si, 'area del rettangolo si
trova moltiplicando la base per 1’altezza perché si pud
immaginare che la base si muova parallelamente a se
stessa per tutta la lunghezza, * spazzando ” cosi la su-
perficie ».

Devo dire che le prime volte questa spiegazione mi
pareva sfrana e mi sembrava che dovesse venire molto
pitt spontanca a un bambino la spiegazione che diamo
di solito, dividéndo il rettangolo in tanti quadratini
unitari ugnali. Poi mi sono persuasa che quest’ultima
gpiegazione & pid difficile per un bambino perché pre-
suppone una convenzione: quella dell’'unitd di mi-
sura ; © una convenzione & sempre qualcosa di arti-
ficiale,

B certo che fa impressione ritrovare nei bambini le
idee di Bonaventura Cavalieri ; anzi non si tratta proprio
degli “indivigibili” di Cavalieri, ma piuttosto della con-
cezione di Newton che nel Tractatus de quadratura cur-
varum cosi si esprime : «considero in questo lavoro le

grandezze matematiche non come costitnite di parti pie-
cole a piacere, ma come generate da un moto continno.
Le linee vengono deseritte non mediante addizione di
parti, ma per moto continuo di punti ; le superficie per
moto di linee; i solidi per moto di superficie... Queste
generazioni hanno veramente hiogo in natura, e si o0s-
servano ogni giorno nel movimento dei corpi. In questo
modo gli antichi indicarono la generazione del reftangolo
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come deseritto da un segmento mobhile perpendicolare
‘ segmento fisso» L, .
* 111111 “-n":mbino “ gente " la nozione di area in sengo di-
n:xmic'.(}‘; ¢ gente ” PParea nel suo “Zdjvm_ﬁre ” 1-u11uwlre
’espressione di Jacques Hadamard * ; egli v1_101g (‘{:}b:-l 1'_1 ; -
sela questa area, non vuole averla come somma d1 qua
ita a priori. _ ‘
tlmS];U.‘;ewu:I-)le rendere ancor pid viva q.uest’%dea, ’SI pulo
suggerire ai bambini di pensare ai solchi f‘a‘ttl dul}] an}-t-lo
in un campo rettangolare. B questa _esperlenza-', (,hie (,Jt‘)n-
gigte nella rappresentazione visiva di un lavoro mzhnuva‘le
g cui i & assistito o di cui si & sentito .pa‘r_']a_.‘re, presenta
anche il vantaggio di condurre gli n.lhgw 11_1_1310110 del
tutto naturale a dar vita all’altra nozione di area: la
bt&tsl? élirfn. ai bambini: «immaginate ora che il campo
rettangolare sia una prateria; da questo campo pos-
siamo ricavare una certa quantity di fieno . M'f}. voi gon
ir-l-'VBtB bisogno di terminare la frase perché ci sard qualche
allievo pronto a dirvi: ¢ per veder(y se un Qamp.n ha una
guperficie pitt grande o pit piccola di un a-%tro si (onhmi
i muechi di fieno ». Eeco il concetto statico di area: 1
pumero dei mucehi di fieno da 'area del 1‘etta‘1‘1g0\10.;
il mucchio & Punitd di misura, perché un mn.('e]n‘o .e_ _11
rendimento di un quadrato di prateria, che si puo sce-
oliere come unitd. In tal modo la convenzione dell’un;t:a
ai superficie non viene imposta ma nasece .‘spontmle‘n_mme.
In questi due esempi la base couoretf-t co.n:sllsi\e.jnel
ripensamento di un’esperienza vissuta o di cul 8l ¢ sen-
tito parlare.

1 1. NewToN, Introduclio-Tractatus de .q‘w{dr({f_ﬂi?‘t‘?-i cUrva-
rum, 1704. La traduzione italiana che a-bhl_a-r{m ‘1']1‘)(_‘)T1Td-fl)_l_j."|l:l]
& di E. Carruecio e si trova nel volumet:no di ‘br. L,\ﬂhi];.)lllétc:;;
Le origing e il ealcolo infinitesimale nell’era ?rzqclcig_:ij.T ologna,
Zanichelli, 1938 [nuova ed., Milano, F‘g‘:lt}'mt:.lh, 111.1_{.[ =

2 J. HADAMARD, Newlon and the Infinitesimal Catouius,
Royal Society, 1946.
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Vi sono dunque due tipi di esperienze che si possono
sviluppare per chiarire la nozione di area : Puna deve
condurre alla concezione statica, Paltra alla concezione
dinamiea,

Per esercitarsi sulla prima — la statica — trovo
molto utile un materiale semplicissimo ideato dal ma-
tematico inglese C. Gattegno : il geopiano !, Si tratta
di una tavoletta (di qualunque misura) dove a distanze
fisse (per esempio di 5 c¢m) sono piantati dei chiodi a
mo’ di scacchiera (si pud formare ad esempio un retico-
lato quadrato di 25 chiodi). Fra chiodo e chiodo si pos-
sono tendere degli elasticini di vario colore in modo da
tormare dei poligoni; le figure si fanno e i disfanno,
si completano dando Tuogo a dei poligoni pid complessi,
a dei peligoni concavi e stellati, a tutte quelle figure,
insomma, che non si ha Pabitudine di considerare nei
nostri corsi ma che sono molto pit generali di quelle che
81 disegnano.

Col geopiano il bambino si esercita alla costruzione
di un poligono soddisfacente a determinate condizioni,
al confronto di peligoni come somma o differenza, alla
valutazione quasi “ad oecchio  dell’ares di una super-
ficie poligonale. Ma il geopiano riguarda solo Paspetto
statico del concetto di area.

Per acquisire nn concetto pitt dinamico dell’area oc-
correrebbe ““ spazzare ” la superficie del rettangolo, ma
un tratteggiamento eseguito nell’interno della figura non
dice nulla perché & statico. Si potrebbe facilmente rea-
lizzare un film (cartone animato) su guesto argomento
€ ne verrebbero dei problemi ben pin complicati pas-

! Per una spiegazione pii dettagliata del geopiano vedi
il eapitolo di C. Gattegno nel libro L'enseignement des mathé-
matiques di Piacmr, DIEUDONNT, Licanerowicz, CHog
LraTTEGNO, Neuchitel et Paris, Delachaux et Niestlé, 1955.
Trad. it. a eura di M. G. Campedelli, Firenze, La Nuova Italia,
1960. Cfr. anche il eap. xir del presente volume.

sando dalla considerazione del rettangolo a quella di
altre figure.

Mi sembra che gnl concetto dinamico di area si possa
attirare Pattenzione di una classe con un’esperienza che
mette in relazione area e perimetro. Si tratta di un’espe-
rienza molto semplice ma ricca di conseguenze : si tenda
uno spago legato fra l'indice e il pollice di eiaseuna
mano a mo’ di rettangolo avente per base la distanz:
fra le due mani e per altezza la distanza fra le dita della
stessa mano. Si mostri alla classe questo rettangolo : si
avvicinino poi le dita e quindi, conseguentemente, si
allontanino le mani. I1 rettangolo cambia di forma :
I’altezza & diminuita e la base & aumentata. Si dice:
« che cosa accade dell’area? » Tutti rispondono : «’area
¢ sempre la stessa perché il contorno & sempre lo stesso ».
Qualeuno aggiunge: ¢ Parea & sempre la stessa perché
(uello che si & perso in altezza si & guadagnato in base ».
Continuate allora ad avvicinare o allontanare le dita :
si ha una serie di reftangoli. «Se si continua ad avviei-
nare le dita — qualeuno vi dird — il rettangolo diventa
sempre piti basso e a un certo momento sparisce; in
quell’istante I’area non esiste pid, I’area & zeros. Molti
sono d’accordo sul fatto che le aree di quei rettangoli
rimangono sempre nuguali fino all’ultimo caso, in cui si
ha il ¢ crollo finale ”, secondo la loro espressione. Ma, la
teoria del “ crollo finale ”” non persuade tutti ; qualeuno
dice che se alla fine ’area & zero, cid significa che I'aren
deve decrescere a poco a poco ; nasee in lui IYidea di una
funzione continua. Qualcuno, dalla mente pid positiva,
disegna nel suo quaderno a quadretti due rettangoli
con _ngua,l perimetro ; altri poi assegnano al perimetro
un certo valore in em e caleolano l’area in vari casi.
Altri, infine, invertono il problema e, valendosi del
geopiano, costruiscono due rettangoli aventi la stessa
area ; si accorgono allora che il perimetro non risulta

Lie




S

Alla fine la teoria del * erollo finale ” & abbandonata
da tutti, ma certamente a malineuore ; il fatto che I’area
cambi di volta in volta & per i bambini una cosa assai
strana. Tutti lasciano intravedere, nelle loro relazioni
scritte su « un’esperienza con uno spago», un disorien-
tamento, come per essersi trovati di fronte a qualche
cosa di non naturale.

Ecco come si esprime una bambina: «To ho preso
uno spago lungo em 54 e ho formato con questo tanti
rettangoli ; ho calcolato area di tutti questi rettangoli
e mi sono aceorta che ogni volta viene un valore diverso.
Ho trovato anche che se con lo spago formo un quadrato
I’area risulta pid grande di quella di ogni rettangolo.
A poco a poeo posso ridurre il rettangolo alla sola base
(lo spago doppio); in questo caso 'area diventa zero.
Ma, allora, mi chiedo: ’area di tutti quei rettangoli,
che ho visto un momento fa, dove se ne & andata?
come ha fatto a sfuggire? per me & nn mistero ! »

Non ¢’¢ chi non avverta in queste righe, come del
resto in quelle seritte da quasi tutti i compagni, che
quella semplice esperienza su uno spago ha dato luogo
a un problema che esce dallo stretto campo matematico
e sconfina in quello metafisico : ’area non & un oggetto,
un gqualche cosa di immutabile, un ente ; Parea va con-
siderata nel suo divenire, ¢ioé come una funzione e non
come una cosa.

Un’esperienza dello stesso tipo pud farsi utilizzando
un metro articolato ; un quadrato realizzato con quattro
aste si deforma in modo da dar luogo a dei rombi; si
propone di confrontare le aree di questi quadrilateri.

E interessante notare come queste esperienze ese-
guite su persone adulte, anche colte, portano agli stessi
risultati che sui bambini; ci saranno forse 4 persone
su 100, come dice Galileo, che vedono chiaramente il
problema, cio¢ che non fanno confusione fra area e pe-
rimetro.

A mio parere, la confusione che nasce fra area e
perimetro & dovuta soprattutto al fatto che 'attenzione
di un bambino davanti a una figura si porta su quello
che & disegnato — il contorno — e non sull’interno. 8i ri-
torna dungue alle considerazioni fatte nella parte terza,
n. 1. Ecco ancora un esempio tipico che mostra la vera
insufficienza del disegno.

Qui il materiale & proprio essenziale. Riflettiamo sulla
gua funzione nelle esperienze fatte : & vero che lo spago
indica solamente il contorno della figura come un tratto
disegnato, ma, a differenza del disegno, qui ¢’¢ il movi-
mento, ed & appunto il eambiamento di superficie, la
gua trasformazione, che attira lo sguardo e che conduce
ad intuire il concetto di estensione.

CONCLUSIONE

T necessario ricorrere all’oggetto e all’azione se &i
vuole che 'insegnamento della geometria intuitiva abbia
un carattere costruttivo e che sia quindi formativo :
ecco la conclusione a cui vorremmo aver condotto il
lettore.

Oggetto e azione che non devono seguire uno schema
prestabilito, ma lasciarsi ispirare ogni volta dalle esi-
genze della classe che l'insegnante avrd la sensibilita di
s_aper cogliere : & proprio da queste esigenze che sono
sorti gli esempi che abbiamo dato.

I mezzi pratici per la realizzazione delle esperienze
non hanno nessuna importanza : si trattera di un modello,
di un dispositivo, di un’esperienza realizzata con Paiuto
di un materiale o solamente immaginata, delle varia-
zioni di una luce o del mutarsi di un’ombra.

Ed & proprio forse questa libertd di ideare e di inter-
pretare, ugualmente alla portata del maestro e dell’al-
lievo, che costituisce una delle caratteristiche del metodo
costruttivo.




