Lezione 11 (24/11/2014)

Esercizi svolti a lezione

Esercizio 16.1. Risolvere l'equazione logistica
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con il parametro malthusiano dipendente dal tempo nel modo seguente (periodicita stagionale)
(t) : { 2nt
ElL) = = COS 2T
2
e la capacita portante K = 100. Studiare la soluzione in funzione del tempo t.

Sostituendo il parametro malthusiano =(#) nell’equazione logistica, si trova un'equazione
differenziale che si pud risolvere col metodo di separazione delle variabili. Infatd si pud
raccogliere nel seguente modo:
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Dunque integrando separatamente i due membri si ha che il primo da la soluzione canonica
della logistica mentre il secondo & un integrale facilmente calcolabile, ovvero
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Passando alla notazione esponenziale, possiamo semplificare questa espressione ottenendo
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Figure 16.1: Il grafico dell’'equazione N (1) per diversi valori di V.
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Si nota (Figura 16.1) che il termine trigonometrico introduce delle oscillazioni nell'andamento

di Nit), pero queste oscillazioni non alterano la convergenza a & quando | cresce,

Esercizio 16.2, Considerate il caso di una malattia che non prevede guarigions ma tende a divenire
cranica. Considerate cioé il modello delle malattie infettive nel caso 5 = . Quale sarebbe in questo
caso i comportamento della soluzione?

La popolazione si pud dividere in due classi, gli individui infettivi { e quelli suscettibili
5, ovvero sani e passibili di contagio. Indichiamo con f(t) e S(t) il numero di infettivi e
di suscettibili all'istante {, poiché la malattia non & mortale, si avra che I{t) + St} = N
dove N indica la totalith della popolazione sotto osservazione. | parametri r e 5 indicano,
rispettivamente, il tasso di contagio e di guarigione. Allora, all'istante ¢ si ha la seguente
equazione differenziale, I'(t) =« S (L) — = 1(t). Infart »57 indica il numero di nuovi infert
per unitd di tempo e 5/ il numero di infett che guarsce nell'unita di tempo. Da 5 +f = N si
ricava § = N — [ che sostituito nell'equazione differenziale da:
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dove {} < Jy < N & il numero di infetti al tempo iniziale | = (. Siccome nel nostro caso 4 = )

perché non si guarisce da questo tipo di malattia, la formula precedente si semplifica in
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Figure 16.2: [l grafico dell'equazione fit] per § =1, 2 = 1000 & v = (001,
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11 grafico di Figura 16.2 mostra, come ci aspettavamo, che gradualmente tutt ghi individui di-
ventine malati {(infettivi). Lo possiamo rcavare anche matemancamente dal modello osservando
chela derivata di /(1) &
PO pt N2 fafrN - rlg)e— TV
I'(t)= TN = Pl o 7 To)E > 0.

OVVEro € sempre positiva, in guanto N > f§y per lipotesi del modello.

Esercizio 16.3. Risoheere la seguente equazione a variabili separabili, con la condizione iniziale
pl =10,
¥ix) =1+ (x).
Cuesta equazione si pud risolvere col metodo delle variabili separabili oppure in essa si pud

rneonoscere un'equazione di Bernoulli, Usando il primo metodo, si portano le y al primo membro
e la funzione dipendente da + al secondo (in questo caso e semplicemente la funzione 1). Siha

quindi:
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Sviluppando gli integrali si ottiene
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Si pud verificare che y(x) = tan r soddisfa l'equazione differenziale in quanto si ha che y'(x) =
1+ tan e =14 y"I:J::I.



