Lezione 5 (9/10/2014)

Esercizi svolti a lezione
Nota 1. La derivata di una funzione.

Consideriamo una funzione f(x) : R — R e definiamo il rapporto incremen-
tale nel punto zy come

J(xo +h) — f(xo)
h

r(h) =
che come funzione della variabile h ha dominio D = R—{0}. Se esiste (finito)

f'(x0) = lim f(zo+h) — f(xo)

h—0 h

si dice che la funzione & derivabile in xy e che f(z¢) € la sua derivata.

La derivata in @ si indica anche con Df(z) e L(x) e si parla anche di
derivata destra e derivata sinistra . Cambiando variabile
f(x) = f(x0)

Poiché abbiamo

T—T0 T—T0 T — Qj‘o

lim f(z) = lim (f<xo>M<x - xo>) — f(0) + F'(wo) -0 = f(o)

vediamo che una funzione derivabile in un punto z, € necessariamente con-

tinua in x.
Da alcuni semplici esempi si capisce che la derivata puo non esistere:
e f(r) = 2% | in questo caso, in xy = 0 abbiamo r(h) = h e dunque
f(0)=0

e g(x) = |z|, sempre in xy = 0 abbiamo r(h) = +1se h >0er(h) = —1
se h < 0. Dunque la funzione non e derivabile, ma esistono le derivate
destra e sinistra ¢'(07) =1¢ ¢/(07) = —1.

1



e h(x) = /x, in questo caso r(h) =
9 = 0.

e la h(x) non & derivabile in

<

h
Interpretazione geometrica
Geometricamente la derivata di una funzione, in un punto x , si identifica col

coefficiente angolare della retta tangente al grafico della funzione, nel punto
ZIo -

v= g ) + £y )(x-%g J//

#

X, X
r(h) & il coefficiente angolare della retta secante e al tendere di h a zero
I’angolo che la secante forma con l'asse delle ascisse tende a quello della
tangente. La derivata ¢ un concetto locale nel senso che riguarda la funzione
in un intorno del punto in cui si considera la derivata. Nella formula

f(x) = f(zo) + f'(z0)(z — 20) + €(, 20)

I'ultimo termine rappresenta l’errore che commettiamo a sostituire la fun-
zione con la retta tangente nel punto xog . Per 2 — xq , la funzione e(x, x()
tende a zero piu velocemente di z — zy :

lim E(Ier) = lim (f(l’) — f(CCo) - f/(JfQ)) -0
T—=x0 T — X T—rT0 T — 2o

per cui otteniamo una buona approssimazione della funzione nelle vicinanze
del punto z:

f(@) & f(xo) + f'(x0)(x — o)



Regole per il calcolo delle derivate

(a) la funzione costante f(z) = ¢, per ogni € R, ha derivata nulla in ogni
punto: f’(x) =0 per ogni z € R;

(b) se una funzione f(x) ha derivata nulla in tutto un intervallo, allora ¢
costante in tutto l'intervallo;

(c) la seguente tabella operativa permette il calcolo della derivata di una
funzione a partire da casi semplici.

(cf(x)) = cf'(x)
(f (@) +g(2x)) = f'(x) + g'(x)
(f(z) - g(2))' = ['(x) - g(x) + f(2) - ¢ (2)
(fog)(x) = f(9(x))d (x)

f@) _ f@) 9@ —f(2)g' @)
a(x) o%(x)

(notare che in generale I'ultima) ha senso solo nei punti in cui g(z) # 0).



Esercizio 1. Determinare la retta tangente al grafico di f(x) = kx? — x nel
punto di ascissa 1 con k € R parametro arbitrario.

Soluzione Si procede come nell’esercizio precedente, f'(x) = 2kxz — 1. La
derivata prima valutata in o = 1 da, f'(1) = 2k — 1. Allora la tangente &

y=k—1+2k-1)(z—-1)=k—-1+2kz —2k—2+1=(2k—- 1)z — k.

Esercizio 2. Calcolare i punti in cui la derivata delle seguenti funzioni si
annulla.

(a) f(z) =622 +4z= fl(z) =10z +4=0& 2= —

[S11\]

(b) f(z) = P*+a—1/x = f(z) = 32> +1+1/2? = 22HLHL 5 oy € R—{0}.

(c) f(x) =183z —1] = f'(z) =3sex>1/3, f'(r) = —3 se x < 1/3, si nota
che la derivata non ¢ definita in x = 1/3 perché & un punto angoloso.

(d) f(x)=2—122+1= fl(z) =322 - 12=0& z = £2.
(e) f(x)=1+8r—2%= fl(z)=81—-2")=0&z=1.
Esercizio 3. Calcolare la derivata delle seguenti funzioni.

(@) f(z) = V1+2v+23 = f(z) = 1/4(1 + 2z + 23)73/4(32% + 2) =

3z242

43/ (14-2z+23)3 )

(b) 9(2) = gy = f(2) = =31+ o) Ma® =

x4 322 41) (2% —2)— (x5 +x)da’ — 26324 _6x2—
(©) hiz) = L5 = f(w) = S B (T roie, _ —abode 62



Esercizio 4. Le funzioni f, g con le loro derivate prendono i valori presentati
in tabella.

i 1 2

flz)|3 5

glx) | 2 3

=] b3 | &=
i i
F o [

Si consideri la funzione u(z) = (f o g)(x) = f(g(z)), quanto valgono u(1) e
u'(2)?

Soluzione Si ha che con la regola della funzione composta, u(1) = f(g(1)) =
f(2) =5, mentre v/ (2) = f'(9(2))¢'(2) = f'(3)4 =54 = 20.

Esercizio 5. Date le funzioni f(z) = z* + 2z + 1 e g(z) = -2 , calcolare
h=fog, l=gof,m= fofen = gog e specificare il loro dominio.
Calcolare h, [, m, n usando la regola della funzione composta. Se possibile
calcolare il valore di tali derivate nei punti di ascissa z =1, x =0, v = 2.

Soluzione La composizione delle due funzioni da rispettivamente:

_ _4a? 4z _ g(z—2/3)?

_ oz?4241 _ o (z+1)?
l(l’) - 2x2+2m—1 - 2:224-21—1

m(z) = (22 + 22 + 1) + 222 + 4o + 3 = (2 + 22 + 2)?

_ 4z _
n(z) = @2 (2z/(e—2)-2) ¥

Le derivate sono

_ 2x —4 _ —24x+16
Pi(z) = (2 @2 T 2) G2 = (oo

m/(z) = [2(z? + 22 + 1) + 2] (22 + 2) = 423 + 122% + 162 + 8
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Adesso basta valutare le funzioni nei punti richiesti

W(1)=8 R(0)=-2 h’(2)
(1)=—-4 I'(0)=-8 I'(2)= —24/49
m'(1) =40 m/(0) =8 m/(2) = 120
n(1)=1 n'(0)=1 n'(2)=

Esercizio 6. Assumendo che f(5) =1, f'(5) = 6, g(5) = =3 e ¢'(5) = 2,
calcolare 1 seguenti valori (fg)'(5),(f/g) (5) e (g/f)'(5).

Soluzione Utilizzando la regola della funzione composta si ha che
(f9)(5) = (f'g+ f9")(5) = f'(5)g(5) + f(5)g'(5) =6-(=3) +1-2=—16

(f/9)(5) = f’gg—2f9’ (5) = f'(5)g(B)—f(B)g'(5) _ 6:(=3)=1-2 20

(9/f)(5) = ¢ ff—29f (5) = g (5)f(5})2—(g)(5)f (6) _ 2'1—(1—3)'6 —90

Nota 2. Uso delle derivate nello studio del grafico di una funzione

Le regole di calcolo e le proprieta delle derivate permettono di tracciare il
grafico di una funzione. Qui di seguito stabiliamo una serie di osservazioni
che forniscono gli strumenti per questo compito.

e Dal significato geometrico della derivata si capisce che data una fun-
zione f(x): R — R, derivabile nellintervallo (a, b) si ha che:
se f'(x) > 0in (a,b), allora f(z) ¢ non-decrescente in (a,b) (nota che
f (x) potrebbe essere costante in un sottointervallo);

e analogamente si capisce che:
se f'(z) <0in (a,b), allora f(z) ¢ non-crescente in (a, b);

e se f'(r) < 01in (a,z9) e se f(x) > 0 in (zo,0), f(z) ha un minimo
relativo nel punto zy ;

e analogamente:
se f'(x) > 0 in (a,zp) e se f'(x) < 0 in (zo,b), allora f(x) ha un

massimo relativo nel punto xg ;



e infine se la f(x) ¢ derivabile nel punto di massimo (minimo) z, , allora
f'(x9) = 0 (la tangente al grafico nel punto z, ¢ orizzontale);

Un esempio semplice che illustra quanto sopra e lo studio della funzione
f(z) = 2° — 62° + bz

tramite la derivata
fl(x) =32 — 120 +5

Nella figura sono riportati i grafici di f(z) e di f/(x) per una conferma dei
risultati.

£(x)

Per fissare ulteriori concetti, consideriamo una funzione f(z) : R — R. Al-
lora:

e la funzione f(z) si dice crescente nel punto xy se esiste un intorno
(xg — 0,9 + 9) tale che se x1 < xy < x2 , con 1,29 € (xg — I, 29 + ),
allora f(x1) < f(zo) < f(z2);

e se f(x) & crescente in (a,b), allora & crescente in ogni punto di (a,b);
e se f'(xg) >0, allora f(z) ¢ crescente in x ;

e se f(x) & crescente in zg allora risulta f’'(zg) > 0;

e 1 si dice punto critico se f'(zg) = 0;

e un punto critico ¢ un punto di massimo locale, oppure di minimo locale
oppure di flesso.

Lo studio della derivata permette dunque di conoscere i punti critici, gli
intervalli in cui la funzione e crescente, quelli in cui e decrescente, identificare
tra i punti critici quelli che sono di massimo, quelli di minimo, quelli di flesso.
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Esercizio 7. Quale delle seguenti funzioni ¢ decrescente in (—3,0) e ha
derivata prima in —3 che vale 07

””—;%—%—Gx x4 222 — 6z 3x+%2 3+ 2% + 3.
Soluzione Le derivate sono rispettivamente,
224+ 2—6, 3224+42 -6, x+3, 32°+2.

Le derivate della prima e della terza funzione si annullano in x = —3, per
le altre due funzioni non e vero. Usiamo ora l'informazione che la funzione
debba essere decrescente, ad esempio, le derivate della prima e della terza in
xr = —2 valgono rispettivamente —4 e +1. Dunque la prima funzione e quella
decrescente in quell’intervallo.

Esercizio 8. La funzione f : R — R data da f(z) = 102° — x ¢ crescente?
Perché?

Esercizio 9. Determina se le funzioni f(x) = z° 4+ 2z e g(x) = 22 + x sono
crescenti o meno giustificando la risposta.

Esercizio 10. Studia crescenza, descrescenza e gli eventuali massimi e min-
imi locali delle seguenti funzioni.

xt, 27, —62% 4 223, 32 + 62, 22* — 222+ 1.



