Lezione 7 (30/10/2014)

Esercizi svolti a lezione
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Esercizio 2. Ricordando gli sviluppi di Taylor verificare che valgone le seguenti uguaglianze,
dove ¢ é una costante arbitraria.

1 : e ; ;
. / e dr= [ 1da / adid 7 / r?da+.. .4 Sipud integrare la serie per 'esponenziale
termine a termine, cosa che da

. 1 . 1 . ;
b k=14 14 G::."! t EJ"’ Fovnt (h=1)j=e%+0c

A questo punto, sara ¢ = k — 1 la costante arbitraria (infatti & a sua volta arbitraria).
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1 : 1 5w ; ;
. / sinzrdr = / zdr — = [ o dr 4 = / 2"dr + ...+ c. Si pud integrare la serie per il
\ 8l .

3,
seno termine a termine, cosa che da
j 1 | L I: 1 "
2 4 6 ¢ L2 4 f
g —at e —ar' .+ hk=(k+1 14 == —rt 4+ =" .. = —cosT 4o
2 34 516 : ) 2 4! &l

A questo punto, sara ¢ = k + 1 la costante arbitraria (infatti k & a sua volta arbitraria).

1 ; 1 .. . .
. [c:us.r' dr = /lti':.' =5 [:J."}'Iil' 0 a'dr 4 ... + ¢. Si pud integrare la serie per il
coseno termine a term‘me,' cosa che da
1 . 1 1 1 . 1 e
; 3 5 7 3 5 7 -
T — —T" 4 — —1' it k=r— =24+ == —z' +...+k=sinzr+c.
213 415 617 3! 51 7l )

A questo punto, sara ¢ = k la costante arbitraria (infatti & & a sua volta arbitraria).



Esercizio 3. Calcolare i seguenti integrali. Si suggerisce di usare il metodo di sostituzione.

s [ ¢ !dz. Siprocede individuando il gruppo di variabili da sostituire, in questo caso,

poiché & agevole calcolare l'integrale della funzione esponenziale ¥ conviene effettuare il
cambio y = 22 — 1. Ora bisogna cambiare anche il differenziale, e derivando membro a
membro 'equazione precedente si ha dy = 2 dx, erisolvendo per d= siottiene dr = —éd-y.
L'integrale di partenza si risolve quindi come

2, 1 1 1
Zr—1 = ¥ = ] = 2r-1 5
e dr=- [{e¥dy=-eé"+e=_¢ + ¢,
f 2/ G L ‘
dove con ¢ si intende la costante di integrazione additiva.

. /.r /1 — 2 da. 1l cambio di variabile da operare & y = 1 — +*, in questo modo possiamo

riconoscere, prima della radice, 'espressione che ci cambia il differenziale, ovvero dy =

-2xdr da cuixdr = —5dy. Allora si ha che
1 1 i 12 55 1 i
o4/1 — 22der = 5 Vidy = - 3 yiedy = 357,1' Shp= i{l ol L

° / o li : dx. Il cambio di variabile da operare & y = 32+ 1, in questo modo il differenziale

& dy = 3dx da cui dr = | dy. Allora si ha che

1 1 /1 1 1
de=t fray=luppie="11
,[h+1f Rfy” 3ol +e=3ln

. 2 P n N + % 4 +
# [ sinxcos  wdr. Il cambio di variabile da operare non & y = cos® x, in questo modo il

Jz+1|+e

differenziale & dy = 2sin x cosx dz, ma non si riesce a sostituire questa quantita. Meglio
sostituire y = cosx da cui dy = — sinx dx e questa volta riconosciamo questa quantita.
Allora si ha che

i - 1 . 1
/5111;1:(’0&3;12-:1;::: - /..r,rgdy= - E],F‘ o= -ﬁccr;ﬂu: + c.



Esercizio 4. Calcolare i seguenti integrali. Si suggerisce di usare il metodo di integrazione per
partL

. f rsin 2 dr. Riconosciamo le seguenti part della formula di integrazione per parti, £ = a,

g = sinx da cui si possono ricavare f = 1e ¢ = — cosx. L'integrale allora si risolve in

/:r.sin:r:d:r. = —rcosa -/-l-{‘,us:rd.r.' = —DCoST + Sins +¢.

. [ ¢" sin.rdr. Riconosciamo le seguenti parti della formula di integrazione per parti,
f = ¢*, G = sinz da cui si possono ricavare F = ¢* e g = cos . L'integrale allora si risolve
in

/-EI sinzdr = ¢* sing - /.E.’I cos x d.

Possiamo ripetere il procedimento una seconda volta scegliendo [ = ¢* e (7 = cosz, quindi
F =¢"e g= —sinx, e lintegrale precedente diventa

efsina /.r_:I cosrdr = e sinr [EIH}S T /-!": sinm d.r] = " (sinw—cos x)- [e" sin o dr.
Ricordando ora che questa espressione risultava nell'integrale di partenza, si ricava

[ ' sinredr = ¢" sinr — " cosx / e sinr dr,
allora basta isolare l'integrale di partenza al primo membro, ovvero

s 1 ..
/PI sinxdr = EPI{SM r—cosT) + e

. [ aIn xda. Riconosciamo le seguenti parti della formula di integrazione per parti, f =,
G = In z da cui si possono ricavare F' = J1” e g = 1/x. L'integrale allora si risolve in
1

1 . 5 1 1. 1 .
l/mlnn:d::'= E:n}lnr:: - E[ z2 ;d:;: = E:r.‘llnm - —11"2 +c.

e | #’sinzds. Riconosciamo le seguenti parti della formula di integrazione per parti,

by —

= %, g = sinx da cui si possono ricavare f = 2r e (i = — cosa. L'integrale allora si

semplifica in
[Izsin;r:dm = —axcosx+2 /,r.f:(m;rd;'n,_

ripetendo l'integrazione per particon F' =, g =cosxz dacui f = 1 e (7 = sinx si risolve:
2 ; 2 P : :
T eosT + 2 [.r' cosxdr = —r" cosr + 2rsing — 2 /mnmd:::,
quest'ultimo & un integrale elementare, quindi in conclusione,

2. - 2 s . c
[:r sinxdr = —r” cosx + 2esinr + 2cosx +



Esercizio 5. Calcolare le primitive delle seguenti funzioni ragionali.

3 4 9m2

T+ 2 : . o i s v

N [ EET dx. Un modo generale per risolvere questo tipo di integrali & ridurre le frazioni
: +x

a proprie e poi espandere in fratti semplici. In questo caso siriesce a scomporre in fratti
semplici 'espressione richiesta senza particolari problemi. Si ha

4 22 ? P 2t 2411

T S tir =7 512 2
I 4 14z I+ | B 1 4

prendendo ora l'integrale di quest’'ultima quantita, si osserva come nel primo addendo
sia naturale la sostituzione iy = 22 con differenziale dy = 2rda, nel secondo addendo si
riconosce la derivata dell'arcotangente. Mettendo tutto insieme si ha

I:lig"‘:?d.._ 2t de+3 1 1 d.r—l i d 9 — 9 arets
. W ;,—I 12 4 . - 1+ 22 ._;. m Y+ Ly — 2arctang,




Semplificando ulteriormente, il primo addendo si semplifica e si ottiene,

L /l o dy+ 2r — 2arctanz = ly - l111 |1+ ¥| + 2z — 2arctan x,

7. 1+y 743
Sostituendo y per riottenere un'espressione in r si ha

: .2
/r:li.;?;‘ dr = %.r“} - ; In(1 4 2%) + 2x — 2arctan x + ¢,

Facciamo la derivata di questa uguaglianza e ritroviamo l'integrando di partenza:
2z 2

= -+ 2
21+4x2 1+ x?

— | =
dz \ 2
e riordinando i termini si ha

sl+zd) —z+21+22) -2 o4 222
14 a2 14 22

d 1 1
( a2 3111{1 ! ;r.2) + 2n— 2arctan T + r‘) =

come volevamo.

/ m du. In questo caso proviamo a scomporre l'integrando in fratd semplici,
si inizia cercando di fattorizzare il denominatore in fattori lineari o potenze di fatrori
irriducibili. Il polinomio al denominatore si scompone in (@ — 1)(x — 2), cerchiamo quindi
due numeri reali A e B tali che

1 A B

2 -3z+2 z-1 z-2

Ci sono vari modi per trovare A e B, il piu classico consiste nel fare il minimo comune
multiplo dei due addendi al secondo membro ed uguagliare il risultato al primo membro
ottenendo un sistema lineare di due equazioni nelle incognite Ae B. Cio significa risolvere

1 A B _(A+Br-24-B

#2-3z4+2 z-1 x-2 (z—1){z—2)
e le due equazioni diventano A + B = (e —24 — B = 1. Sicuramente questo & un sistema
molto semplice da risolvere, e la soluzione ¢ A = —1e B = 1, tuttavia ci sono modi pit
semplici per arrivare allo stesso risultato facendo meno fatica. Ad esempio uno & osservare
che A si puo ricavare moltiplicando le uguaglianze precedenti per = — 1 e sostituendo
o = 1 al risultato, ovvero

1

(& l}.{::: 1)z —2)

a=1
ciog,

=A+0 = A=-1.

=]

C(z-2)



Ripetendo lo stesso argomento con l'aliro fattore del denominatore, = — 2, e sostituendo
= 2 siricava il coefficiente B = 1. Dunque abbiamo scomposto in fratt semplici il nostro
integrale, che ora possiamo risolvere facilmente.

1 1 1
,/.;'2- Bz +2 [: 1 + P 1 |2 |+Injr—2|+e

1 " . - . y
® [ —mdr Se provassimo a risolvere questo esercizio come il precedente ci
A e R

accorgeremmo subito che il denominatore si scompone (x4 1)2. La scomposizione in fratti

semplici, nel caso di potenze di fattori lineari, diventa

1 - A 1 B
(L+z)2 (1+z)  (Q4+z)?

e si scoprirebbe che A = (0 e B = 1, ovvero non ci sarebbe di grande aiuto perché la
nostra espressione e gia scomposta. Ma questa volta e pili semplice risolvere l'integrale
con il metodo di sostituzione, in pratica ponendo y = 1 + r il differenziale non cambia
(dy = dx) esiha

1 1 1 1 1
[emmrt= [ argt= [ pv=—pte=—mmte

. f P —— dx. Questa volta la situazione é ancora differente rispetto ai casi precedenti,
w242z + 2

in quanto il denominatore di questa frazione & un polinomio irriducibile sui reali, ovvero ha
radici complesse. In questo caso € sufficiente riutilizzare un trucchetto visto in precedenza,
cioeé osservare che 1* 4 20+ 2 = % + 27 4+ 1 + 1 = (x 4 1)* 4 1. In questo modo viene
naturale la sostituzione y = & + 1 dacui dy = dr e

1 1 1
—————dr= | ———————dr = | ——dy = arctan y4 ¢ = arctan({1l 4z} 4.
[ T2 4+ 25+ 2 / (z+1)1241 ,/l 12 ¥ Y ( )



Esercizio 6 Data una funszione y = f(x) = 2x* nellintervallo [1, 4], calcolare i valori
i = f(1), va = f(2), yi = f(3)
e le aree dei rettangoli
Ry =1-f(1). Ry =1 f(2). Ry =1-f(3).

Utilizzare il metodo dei rettangoli E‘Ll R, per approssimare A = ﬂ' fla)dx. Calcolare infine A e
spiegare perché 'approssimazione ottenuta ¢ inferiore ad A.

I tre valori richiesd inizialmente sono dati dalla valutazione della funzione [ nei tre punti,
ovvero 1 = f(1) =2. ya = f(2) =8, y3 = f(3) = 18. Usando la sommatoria suggerita, si ha
che 7% | R, =2 4 84 18 = 28. Se invece si calcola esplicitamente I'integrale, si ottiene

1 5 |4
A= [ 2r?dr = %T;

261 -1)=12 5%
S 3

|
L'approssimazione fatta con i rettangoli & per difetto perché la funzione & crescente e stiamo

considerando il rettangolo che sta sempre sotto il grafico della funzione.

Esercizio 7 Utilizzando la proprieta additiva delle aree, trasformare le seguenti somme di
integrali di una funzione data [(x), nell'integrale Jr:’ [z} dr esteso ad un unico intervallo.

1 s 13 13
. [ flx)dx + / fle)de 4 [ flxyde = flx)da.
Jo Ja Js Jo

. f.r{n-}d:r- /:,f{n.-}dm:/;n,r{m)d,r,

1

o [M @ [ @t [ rwac= [

Esercizio 8 Data la funzione f(z) = / 520 4, trovare il primo dei valori x > () per cui st
W
ha che "(x) = .



Basta applicare il teorema fondamentale del calcolo integrale:
) = T F(z) = (22 - 8::"."1'}?’2"?""'.

L'ultima espressione & zero quando la quantita tra parentesi & zero, ovvero quando = =0, % 3.
Tra questi, scegliamo il valore » = § > 0.

Vediamo pil in generale il teorema di derivata di un integrale su un generico intervallo mobile.
Consideriamo una funzione di due variabili indipendenti f{r, ¢), supponiamo che gli estremi
di integrazioni non siano fissi (ovvero due numeri reali), ma siano mobili, ovvero dipendano,
ad esempio dalla variabile », dunque vediamo come si {a la derivata di un integrale del tipo
F(x) = [**) f(x.t)dt. Usando l'identita di Leibniz si ha che

Jalr)

) blx) 4
Fl(z) = d /J fla,t)dt = [ %.f{;::f t)dt + fz, f:{_:::}j%h{;r:} - flx, rr.{i:)}%ﬂ{.;:}.

e, a(x) a(z)
Una breve dimostrazione del teorema si ricava facendo il limite del rapporto incrementale di
F{x), assumendo che la F|(x) sia derivabile con derivata continua in :x. Il rapporto incrementale
& dato da
Flx+h) - F(z)
h

1 bla4h) ()
—s / flz+h,t)dt — flz.t)dt
h Jafaod ) dafa)
1 afr) bix) b fa) bix)
=" / fle+ hot)dt + [ o+ h t)dt + / _ Jlx+ h t)di - / - [l t)dt
d alrth) Jalx) oS Bix) Salar)
bia) ) .t bbb al x4k
= [ @z +hat) = flmt) gy 1/- e+ R = < / fla+ h, ) dt.
Jalr) h Jhlx) LIS alx)

Ora, poiché d/d=zf(x.t) & continua, il primo addendo ha come limite If'm'”d/ dr flxz.t) dt,

alr)

vediamo che cosa diventano gli altri due addendi, consideriamo il secondo, ma analoghe
considerazioni valgono per il terzo. Per il teorema della media, esiste un punto £ compreso tra
b(x) e blx + k) tale che

b)) -l L
%/ fla+ h,t)dt = b(x + k) — b(x)
J b

5 = flz+h,€),



prendendo il limite per ki —+ (1 si ha che £ —» B{x) e quindi il secondo addendo si scrive
e b)) —b(a
T, ){\,r.}ja I).

Con lo stesso argomento si mostra che il terzo addendo diventa f{x, a{x)) éin_{ x).
X

e 2 i “ % i \
Ad esempio consideriamo [ ¢ ' dt, la derivata rispetto a = di questo integrale &

5

i = i = -y . T ot
ARE e dt = Qdt + T2 —¢ = 2uwe — g~
da Joa Jor



Il caso dell’esercizio proposto & pit semplice in quanto il calcolo si riduce a

d = 2_ad 3 2_o.4 2
— gh = dt = Qdt 47 =% =0 ="~
dr Jy Jo

Esercizio 9  Verificare la validita della stima
1
0< [ Inrdr < 3nd
J1

L'integrando nell'intervallo considerato & positivo, lo si pud approssimare con un rettangolo
per difetto (con il rettangolo degenere di base 3 e altezza () e per eccesso con il rettangolo che
ha per altezza il valore massimo della funzione nell’intervallo, ovvero In 4.

Esercizio 10 Stimare per difetto e per eccesso il valore dell'integrale f"* Vi 4 16 dx.

Anche in questo caso l'integrando & crescente, quindi si puo procedere come visto negli
esercizi precedenti, il valore minimo che assume & 4 per 2 = (), dunque un rettangolo per difetto
da area 4 - 3 = 12, un rettangolo che approssima per eccesso & dato dal valore massimo che
assume (in x = 3) cioé 5. Dunque vale la stima

4 -
— 1

12% / Va2 4+ 16de = —_: +8ln2=13.05 <15
Jo 2

Esercizio 11 La numerositd di una popolazione ha un tasso istantaneo di crescita N'(t), che cosa
rappresenta il numero [, IN(t) dt?

Rappresenta la crescita effettiva della popolazione tra il tempo 6 e il tempo 12.

Esercizio 12 Disegnare i grafici delle seguenti funzioni negli intervalli proposti e calcolare
Uintegrale corrispondente tenendo presente Uinterpretazione dell'integrale definito come area con
segno.

I grafici delle varie funzioni f,.... f; sono riportati in Figura 9.1. Per f,(x) = 4 con
@ € [~3.3] larea e quella di un rettangolo di base 6 e altezza 4, dunque 4, = 24. Si ha
che LI'_;_L” 4dr = 6-4 = 24. Per fo(r) = 2+ 3z con x € [2,4] l'area & data da quella del
trapezio di base minore ¥, maggiore 14 e di altezza 2, ovvero As = (8 + 14)2/2 = 22, Si
ha anche che Jj 24 3zde =2-243/2-22|1 =44 24— 6 = 22. Per fy(z) =3 — 2z con
x € [~2,1] I'area & data da un triangolo rettangolo di cateti 3 e 7, quindi Ay = 21/2, l'integrale
da [',3-3zds =2.3-3/22%|', = 21/2. Per fy(x) = x—1 conx € [0, 4] l'area & data da quella
negativa del triangolo di cateti 1 e —1 piu quella positiva del triangolo di cateti 3 e 3. Dunque
Ay = -1/2 4+ 9/2 = 4, similmente L: r—1dr=1/222 — |} =8 -4 =4. Per f5(z) = |z - 1]
con x € [I). 4] 'area & data dalla somma delle due aree positive dei due triangoli considerati per
[1, dunque & A5 = 1/2 4+ 0/2 = 5, con l'integrale bisogna spezzare in due casi:

4 1 1
/ | 1|d-j‘,=/ -1 + 1dr |-/-:r 1dr=-1/2+14+8-1/2-3=5.
Jo 0 J1

10



“s [t

Figure 9.1: I grafici delle 5 funzioni.

Esercizio 13 Calcolare le primitive delle seguenti funzioni.

/2:: t6dr =2 + 6z +c.

g 2 1
/..':.":' ~2 dr = —1,1"1 — 21n|z| + ¢

. [om-;::: sinrdr = sing 4 cosx + e

+

fpﬂ L_,dm:ef

B |

Esercizio 14 Calcolare i seguenti integrali definiti.
2r -
. / cosadr =sin .r|;;'_ =0-0=10.
0

i
® [ sine dr = -r:{:e;::.'|:: =14+1=2.
Jo

11



P :
. [ cosaxdr =:;i.un".|:::r =0=-0=0

-/ sinrdr=—cosz|”_ =1-1=0.

=
b

-3 per cui risulta / cosxdr = 0,

=
z

Esercizio 15  Trovare almeno un valore di b >

Svolgendo l'integrale si ha

/4 cosrdr =14 sinh = b= ;:lr

1l

Esercizio 16  Calcolare per sostituzione i seguenti integrali definiti.

3

/:‘ 2r—3 4. 1/3 ¥ d Ly l{ 8 _ ey
. £ =5 [ edy=_e = (e’ —e ")
L] 2 3 2 S 2
4 13 13
1 1 1 1 1
—— dz=: —dy=:lny| = i3
',/.., Bl :-';,/; g Ee e T
! 0 | i @it
. / PVl atdr = —f Vidy== | Jydy==-24*? =
0 1 2 3 o 24
J B 5 1 g 1 o6 _ o6
° (z+1)’dx = ydy =~y = —(2 9%
-3 -2 D 'E]
1 1 T 1 T 1 9
. [ sinwr dr = — / sinydy=——cosy| =——(-1-1)==.
T o m O ™ T

Esercizio 17  Calcolare Uarea del piano racchiusa tra le seguenti coppie di funzioni.
L'area compresa tra le funzioni f{x) = sinx e g(x) = sin3z nell'intervallo [0. #] & riportata in
Ter= ﬁgn

Figura 9.2, Bisogna calcolare le intersezioni delle due funzioni, che si hanno perx = § 3

Y

12



Ora basta calcolare I'integrale della differenza f — g dove f > ge la differenza g — f dove [ < g.
Dungque si ha che l'area A & data da

= dx T
1 1
A= [ sindr — sinxdr + / sinr — sin 3rdr 4 / sindr — sinxrdr
Jo J= 4 dn

= 3
1 4 1 0 1 T
= —=cos3r + cosT CoST + = Cos 3T — — COS 3T +Cos T
3 0 3 = 3 an
1 1
22 2 W2 V2 22 2
=5 "3t3 *t3t3 3
8v2 4
= TV/_ 3 A= 2.438.

La seconda area da calcolare & quella compresa tra f(x) =z e g(r) = 2% nellintervallo [0,1],
€ rappresentata in Figura 9.3. Questa volta l'area é data semplicemente dall'integrale della

i

Figure 9.3: I graficidi f(z) = r e y{x) = «* nellintervallo [0, 1].

differenza f — g, ovvero

1
A= / r—otde =

S0

’ 1
n A

b | =t

1}

1l terzo esercizio prevede il calcolo dell'area tra le due iperboli y = +! nellintervallo 1, 3.
Traslando opportunamente il grafico e ragionando sulla simmetria dell’area richiesta (Figura

9.4) si ha che
3
fizféd;c:‘}!ln;::
JioE

L'ultimo caso prevede l'intersezione tra le due parabole di equazione — %+ 9 e =2, nell'intervallo
[0.3/+/2]. Questo calcolo non presenta particolari difficolth perché il punto & = 3//2 coincide
con lintersezione delle due curve, L'area & dunque quella di Figura 9.5 e vale

32 N 3/ w2 N 9 33
A= [ 2t 49— 2dr = [ -2 4+ 9dr = - ?!T‘ t Ox = 0v72 =2 12.728.
(i Jo : 0

4
= 2Ind = 2.197.
1

Esercizio 18 Calcolare area della regione limitata del piano racchiusa fra la parabola di
equazione y = —x* 4 2 + 2 e la retta di equazione x + y + 2 = (.

13
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Figure 9.6: Grafico della parabola e della retta



1 punti di intersezione si trovano uguagliando le due equazioni e sono per = = —1,4. L'area &
dunque

i

o

.

1 ; 4
2 1 s, B 12
A= / 2 2r 4 24 w4 2der = ——a¥ Ta¥ g gy =
—1 3 2 1 §

Esercizio 19 Calcolare il seguente integrale con M = 0:

ey
/ Ae= M dt.
Jo

Questo integrale si calcola facilmente con il metodo di sostituzione,

M
= lim —e™*M 4 e
0 M oo

+o0 M
/ Ae Mdt = lim de Mdt = lim —e M Al —
0

M-soa [y M—4oo

3
Esercizio 20 Caimiare[ 2|2z — 3| dz.
41

Bisogna distinguere i casi in cui 2z — 3 > (e 2x — 3 < 0, il punto discriminante & per » = 3/2,
allora & sufficiente spezzare I'integrale nei due intervalli e considerare la funzione giusta per
ciaseun intervallo.

3
[ 2|25 -3
Wl

valutando la funzione agli estremi degli intervalli si ha

3/2 3

+ 222 — 6z

3/2 3
dz = [ 2(—2x + 3) du + / 92— 3)de = 227 + G
o1 .

3/2

1 .'w‘
-2((8/2)2 - 12) + 6(3/2 - 1) + 2(9 - (3/2)%) — 6(3 — 3/2) =5.

Esercizio 21  Una sostanza ¢ distribuita sull'intervallo [0, 10] della retta. La concentrazione
della sostanza é data dalla funzione

C(x) = (22 + 3)%
Determinare i punto in cui la concentrazione é massima e la massa totale M della sostanza.
Per trovare il massimo di (’(x) si pone a zero la derivata,
Cllz) =522+ =0 = ; & [0, 10].
Allora il massimo si trovera all'estremo destro dell'intervallo perché la '(x) & crescente. La

massa A é data da
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M /‘; C(x)da /‘: (22 +3)° do = (22 + 3) = ; F
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Esercizio 22  Un corpo si muove su un tratto rettilineo con velocitd (1) = 4t — 8 nell'intervallo
[0, 5]. Determinare la variazione di velocita, lo spagio percorso e la velocitd media.

La variazione di velocita & Av = ©(3) — v(0) = 12 + 8 = 20, lo spazio percorso e dato da
As = [Ju(tydt = [ 4t — 8dt = 22 — 8t + sp| = 50 — 40+ sp — (0 + 0 + sp) = 50 — 40 = 10.

0
La velocita media & data da As/A¢ = 10/5 = 2.

Esercizio 23  Calcola la media integrale delle seguenti funzioni.
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e f(z) =iz -2su0, 4.

1 [*1
,—/ —x—2dx=-1.
8 Jp 4

o flr) =223+ 3z — 150 [-2,2].

1/
4[ 2% 4 30 — 1dr = —1.

s f(r) =ar®+4 2z sul.a] cona > 0.

rl_r/‘., az® + 2z da = %a"l ta.
Esercizio 24  Con buona approssimagzione, si pud assumere che la densita dell'aria vari con la
quota sul livello del mare con la legge p(h) = 1.2¢-"12% dove h ¢ misurato in chilometri e p(h) in
chilogrammi al metro cubo. Supponendo che questa legge sia valida anche in alta quota (dove la
densita ¢ in realtd molto variabile), determinare la massa complessiva della colonna d'aria che ha

un metro quadro di area di base. Inoltre determinare per quale valore di h la massa della colonna
d'aria ¢ il 99% del totale.

La massa complessiva della colonna d’aria é data da

h* h*
lim [ 10%(h) dh lim / 107120120 gy
0

h*=oc Jpy h* —¥oc |

ke

— fim 2012 o
h* =so0 (.12

0
i
10 - 1'2{!’," 012"

= lim 1
h* =m0 0.12 )
Risolvendo il limite si ha che la massa d'aria & di 1:’,'1]3} = 10* chilogrammi. In effetti

un'atmosfera si raggiunge in acqua alla profondita di 10 metri, e considerando la densita
dell'acqua pari a un chilogrammo per litro, si ha che per la superficie di un metro quadrato, la
massa d'acqua corrisponde a 10 tonnellate. Per trovare l'altezza corrispondente al 99% della
massa d'aria & sufficiente risolvere
10°.1.2 99 _  10°.1.2
0.12 100 0.12

{r_.---li_J‘Hi‘ i l)

da cui, con qualche semplificazione, si ha
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ﬁ ] = —p—0 128" L — o=0.125"
100 100

e prenendo il logaritmo,

. ik o nl-In100 Inl00 .
In1/100 = =0.12h" = "™ = 012~ 012 22 38.376 km.

Esercizio 25 Sia f(t) una funzione derivabile periodica, di periodo T, é vero che f'(t) & anche
periodica di periodo T'? Che cosa si pud dire di F(t) = [ f(x)dx?

Per vedere se la derivata di una funzione periodica & periodica a sua volta dobbiamo mostrare
che f'(t + T) = [f'(t). Facciamo la derivata della funzione composta f(¢ + T') e otteniamo
f(t+T)= f'(t) -1, dunque la derivata & periodica. Facciamo lo stesso ragionamento per

PEXT, T ¢ T
F{t+T)= L flo)dr = [’ fle)de + /r. flx)dx

e si vede che, a meno che il secondo addendo non sia nullo, la proprieta non & verificata.
Questi fatti si possono verificare in pratica, ad esempio scegliendo f(#) = sinx si ha che la
derivata & periodica, mentre F(t) =1 — cost e F'(t + 2x) = 1 — cost; invece se prendiamo
Jf(t)=1 e la consideriamo periodica di periodo T, si hache F(t) =t ma F(t + T) =t + T.

Esercizio 26 Caleolare i tre integrali proposti.

1 . 1 "o II' 2
. sinwaxde = — sinydy = —cos -U|n =
[}] T J0 o

[ N 50 il
- ' - -
® / i I“"{:I;:::[ e Ydy=—e"
J0 J0

w2
[ ] /- IS T d} = rsinx
[}]
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