Lezione 9 (12/11/2014)

Esercizi svolti a lezione

Esercizio 1. Risolvere il problema ai valori iniziali
y'(x) = 2oy(z) 4 TeT cosT, yl0)=10.

Prima di procedere a risolvere I'esercizio ricordiamo brevemente come si risolve un'equazione
differenziale lineare del primo ordine del tipo ' = a{x)y + b(x):
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dove in genere si pone xy = (} = oy e ¢ & una costante che si puo determinare dalle condizioni
iniziali.
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Dungque abbiamo che [ a(t)dt = [; 2¢dt = %, mentre per [} e Jzp et de
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A questo punto y{x) = ce’ + " (wsine + cosx — 1) per caleolare ¢ & sufficiente sostituire
x = () nell'equazicne appena trovata e porre il risultato uguale a zero.

0=y(0)=¢ = ylz)= r""g{".r sing + cosx — 1)

Controlliamo che questa funzione soddisfa I'equazione differenziale di partenza, se facciamo la
derivata abbiamo che

¥ (x) = 2.‘:.'(.;2{‘7' sing + cosx — 1) 4 frrz{:;i_n T4 xeosr — sinx) = 2ry(x) + 26" cos .
Esercizio 2. Risolvere il problema ai valori iniziali
¥ (x) = 2ay(x) + FeT T wi) =10,

Siha che [ a(t)dt = [ 2tdt =7 mentre per [ e Jrgaltiat
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A questo punto y(z) = e +e* (14 (x — 1)e"): per calcolare ¢ & sufficiente sostituire = = ()
nell'equazione appena trovata e porre il risultato uguale a zero.

D=y(l)=¢ = ylz)= PI2{1 +(z = 1)e™)



Esercizio 3. Risolvere il problema ai walori iniziali

flf'll:..l'_ll = Qs d s yla) 4 sinxcos o, iy =1
Siha che [} a(t)dt= [} costdt = sinx, mentre per [ ¢ 'r:u"”']‘hf.ufa}uid si ha
= .
fq"'“‘“"si.unf-m;m!a.
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operando il cambio di variabile = = —gine con differenziale d: = — coso de, integrale
precedente si semplifica in
—winm |~ sinT —minm s
[ e ds =26 # [ i ds = —ginpe "MF - @ T L]
it in 0

A questo punto yir) = codt b pF( ] o gjppp 0 poFnryy per paleolare o & sufficiente
sostituire = = () nell'equazione appena trovata e pomre il nsultato uguale a 1.

I=piy=e+(1-0- l::l = Yl = BRI _ i — 1

Esercizio 14.4. Una proteina pud essere in due configurazioni, dette o (“aperta™) e ¢ {“dhiu za”).
Assumiame che in una membrana of sig un numero cosi grande di queste proteine da poterne
approssimare la frazione nello stato o al tempo { con una variabile continua A(l) (naturalmente
la frazione nello stato ¢ sard 1 — Ait)). Le proteine potranno passare dallo stato o a quello ¢ e
viceversa secondo la legge descritta dall'equazione differenziale

Aty = =5 Alt) + AL = A1),

Che cosa rappresentano v € A? Supponiamo v = Le A = 2, misurandg il tempo in secondi. Mostrate
che la quantitd wit) = 2 — 3A(t) soddisfa l'equazione o'(t) = —dult). Sia A(0) = 12 Trovare
la soluzione wit ) dell'equaszione precedente, & da quella ottenete: A(t). Calcolate .ler Alt)dt che

esprime f flusso lasdate passare attraverso la membrana in 10 secondi

I coefficienti 4 e A rappresentano la velocit di transizione da uno stato all'altro, < & il tasso di
passaggio dallo stato o a quello «, cioé Ia frazione di proteina allo stato o che passa a quello ¢, A
il viceversa.

Si verifica facilmente che l'equazione w(t) =2 — 3.A(t) soddisfa o'(t) = —3ult), infatti facendo
la derivata di Ait) si ha A'(t) = —A(t) + A{1 — Ait)), da cui

Wit = JrAlL) = 31 = A(H)y= =064 94{1) = - 34N

Risclvendo ['equazione differenziale per «(t) si trova che da A(()) = é

[R=R R
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L'equazione «/(f) = —3u(t) ha per soluzione u(t) = ce™¥ 4 ¢~ [[de = o™, usando il
valore iniziale appena trovato si ha che § = w(0)) = ¢ quindi «(t) = j¢—*. Dal fatto che



w(t) =2 —3A(t) sirisolve che A(t) = 23 = 2 - Lo=¥ verifichiamo brevemente che soddisfa
A(E) = —yA(L) + A(L = Alt)) = AL == X) + A,
Aty = E‘_—m —% ‘—l - L,—.*k (=1 =2N 2= =24 L-':" e E =
T2 3 6 - 2
Il caleolo del flusso & ora semplicemente
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Esercizio 5. Risolvere le seguenti equaziont differenziali,
1 y‘l = 4oy, = Y= e,
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3 y=(2r+1)y = y=a™t,

4. ¢ =y => y=w" L
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Esercizio 6. Una popolazione cresce secondo un modello malthusiano

hl"“_} = ;—'U-_h"irl,rll}. .'"lu"llr”':l = L"'lr“

dove il tasso di crescita dipende dal tempo secondo la legge (1) = % + ey zin 2. Trovare la soluzione
del modella, trovare lim, .. N(t) per o = £1, ripetere il caleols per (1) = —é + avain Hrt.

Procedendo come gia visto, Pequazione differenziale s risolve usando lintegmle
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+ rsin Frads = -1 + y [ s sdz = -t + i (1 = cos2rt)
2 " 37 Jy TR

.4 T s 2

Podi | b

da cui
N(t) = Ngeittf 1-ee2r)

Ora, il limite per { — = di Nit) & +2c per o = 41, se invece si cambia il segno al primo
addendo di =it} il limite fa zero per o = +1.



