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Esercizio 1 Sia A la matrice

-2 4 8
A=|3 -6 4
4 -8 -8

1. Determinare il polinomio caratteristico di A.

2. Determinare gli autovalori di A.

3. Determinare la dimensione degli autospazi di A.

4. Dire, motivando la risposta se A & diagonalizzabile o no.

Esercizio 2 Sia A la matrice
1 2 —4 0
A= 2 4 -7 -4
-3 -6 10 8

1. Determinare il rango di A.
2. Determinare una base per il nucleo e per 'immagine di A.

2k

3. Detto by, = | 5k + 1 |, dire, motivando la risposta, per quali valori di & € R il sistema lineare
—Tk—2
Az = b ammette soluzione ed in tal caso determinarle tutte.

Esercizio 3 Sia W C R* il sottospazio generato dai vettori

1 1
|1 12
w, = 1 Wo = 9
1 0
1. Determinare una base ortonormale di W.
2. Determinare una base di W+
12
3. Detto v = g , determinare la decomposizione ortogonale di v come somma v = v; + v2 con
16

v EWewvs € WE
Esercizio 4 Sia r la retta di equazioni cartesiane

- z+y—2=0
Tl z-3y—2=2

e P=(1,3,-2).
1. Determinare il piano II passante per P ed ortogonale a r.
2. Determinare la retta s passante per P ed ortogonale a II.

3. Dire, motivando la risposta, se esiste un piano contenente r e s ed in caso di risposta affermativa,
determinarlo.



Soluzione dell’esercizio 1 , 0, -8, -8, [0, 1, vector([2, 1, 0])], [-8, 2, vector([2, 1, -2])]
(1). Il polinomio caratteristico & dato da:

—2-—t 4 8
Py(t) = det(A — tI) = det 3 —6—t 4
4 -8 —8—1t

Sviluppando il determinante si ottiene Pa(t) = —t(t + 8)2.
(2). Gli autovalori sono le radici di P4(¢) e quindi sono 0 e —8.

(3). Indichiamo con Vp e V_g gli autospazi relativi agli autovalori 0 e —8 rispettivamente. Allora
Vo =ker(A) e V_g =ker(A + 81).

Riducendo a scala le matrici A e A + 81 si ottiene che rk(A) = 2 e rk A + xi = 2 quindi dim(Vj) =1
e dim(V_g) =1
(4). La matrice A non & diagonalizzabile. Dato che la somma delle dimensioni degli autospazi & 2 che &
diverso dalla dimensione dello spazio ambiente (3). [

Soluzione dell’esercizio 2 (1). Una ridotta a gradini di A & data da

1 2 -4 0
00 1 -4
00 0 O

quindi rk(4) = 2.
(2). dim(im(A) = rk(A) = 2 e una base di im(A4) & data dalle colonne della matrice A corrispondenti alle

1 -4
colonne dei pivot, quindi una base di im(4) ¢ datada { | 2 |,|{-7] }.
-3 10

dim(ker(A4)) = 4 — rk(A) = 4 — 2 = 2. Per determinare una base del nucleo risolviamo il sistema
lineare omogeneo associato alla matrice A che & equivalente a quello associato alla sua ridotta a scala:

z+2y—42=0 z+2y—42=0 z+2y — 16w =0
—
z—4w =20 z =4w z = 4w
[z = —-28+ 16«
T = -2y + 16w y=p
<~ {z:4w =0 =40 o, ER
| w =«
T 16 -2
y | 0 1
= o B +8 0 a, B ER
w 1 0
16 -2
e quindi una base di ker(A) & data da { 2 , (1) }.
1 0

(3). Riducendo a scala la matrice completa del sistema, (A|by) si ottiene la matrice

1 2 -4 0 2k
00 1 —-4|k+1
00 0 O k

quindi il sistema € compatibile se e solo se k¥ = 0. Risolvendo il sistema con k¥ = 0 si ottiene che le
soluzioni sono date da:

r=4-28+ 16a T 4 16 -2
y=8 y| [0 0 1
Y =14 4a a,f ER = 21 =11 + « 4 + B 0 a,BER
w=a« w 0 1 0



“uurT voutbull Wl © wy)-.

w;, = w
-1/4
Lo, o Semw) 5| 34
wy = W2 <wl1,wll>w1_w2 4UJ1— 3/4
—5/4
Una base ortonormale si ottiene allora normalizzando i due vettori:
1/2
w] 1 1/2
w! = 1 - w =
' Vo) vaT |12
1/2
—1/2V11
w// — Wy — 2 wl — 3/\/11
’ Viws,why VI | 3V
—5/V11
(2). W+ & I'insieme dei vettori ortogonali ha tutti i vettori di W, quindi z € W+ se e solo se
Iy = —2a — 2,3
(wy,z) =0 T +xo+x3+24=0 T1 = —2x9 — 213 Ty =
{ {wa,z) =0 = 1+ 229 + 223 =0 = Ty = Ty + 23 Aand 3 =0
T4 =+ ,8
-2 -2
c il s 0 1
e quindi una base di W+ & data da { 1l o }-
1 1

(3). Dato che v = 16w; — 4w, € W, allora necessariamente v; = v e v2 = 0. U

Soluzione dell’esercizio 4 (1). Scriviamo equazioni parametriche per r.

r=1/2+1
ri=(qy=-1/2
z=t

1l vettore direttore della retta r & dato da v = (1,0,1), quindi il piano II ha equazione (X — P,v) = 0
ossia

x 1 1
({ly]=-13],10)=0<= z—-1+24+2=0<<= z+2+1=0
Z -2 1

(2). La retta cercata passa per P ed ha direzione ortogonale a II, ossia parallela a r, quindi ha equazioni
parametriche

T 1 r=1+1
yl=P+t|0] < {y=3 (1)
z 1 2= -2+t

(3). Dato che le rette r e s sono entrambe ortogonali al piano II, sono tra loro parallele, quindi un piano
che le contiene esiste.
L’equazione del generico piano passante per r & data da

alr+y—2)+blz—3y—2-2)=0

affincé tale piano contenga anche la retta s, sar‘a sufficiente che contenga un suo punto, ad esempio P.
Si ha quindi la condizione:

a(l+3-(-2))+b(1-3-3—(-2)—-2)=0 < 6a—8 =0 < 3a—-4b=0
Basta allora prendere a = 4 e b = 3. L’equazione cercata & allora data da:

dz+y—2)+3x—-3y—2-2)=0 < 7Tz—5y—72—-6=0



