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Teorema 0.1 (Cantor). Ogni funzione f : N — R non é suriettiva.

Dimostrazione. Data f : N — R per ogni n € N sia {ng)}iEN la successione

(n) »

delle cifre decimali dello sviluppo decimale infinito di f(n). Ossia ognie€; ” & un

numero naturale tra 0 e 9. Sia 6 : N — {1, 2} la funzione definita da

1 se m & pari
§(m) < 2 se m e dispari

Sia z il numero reale che ha per sviluppo decimale infinito la successione {0 (egl))},-eN.
Questo numero & diverso da tutti gli f(n), dato che per ogni n si ha che la n-
esima cifra decimale di = e la n-esima cifra decimale di f(n) sono diverse (una

¢ pari e laltra & dispari) e questo, per 'unicita dello sviluppo decimale infinito,
basta a provare che x # f(n).

f)= 0. ®92270120793930770093748.
f@= 0. 0@7259292771604803652292.
fB= 0. 27@551722744975004454020.
f4)= 0. 9560)44418959013753115406.
f6)= 0. 6157@9567080188011776095.
f6)= 0. 84304(@584212575538891589.
= 0. 084182@79799329290417008.
f8= 0. 8363179@2820694700897291.
fO = 0. 35747896%758120908381283.
fl0)=0. 788118770@421865238926395.
fll)=0. 0309570375@82910679833917.
f12)=0. 834470481356564220796249.
f13)=0. 202627685177318826493640.
fl49=0. 6062761445031@®7217325984.
f15)=0. 08026538681322@M770603252.
f(16)=0. 043142876312806%52158389.
z= 0. 1211112121112122...



Lo stesso procedimento puo essere utilizzato per provare che le parti dei
numeri naturali non sono numerabili.

Teorema 0.2. Ogni funzione f : N — 2N non ¢ suriettiva.

Dimostrazione. Un sottinsieme A di N, puo essere descritto da una successione
{€;i }ien costituita da 1 e 0, basta porre

'_<1 sei €A
V0 sei¢ A

Chiaramente la corrispondenza tra parti di N e successioni di 0 e 1 & biunivoca
(dimostrarlo!).

Sia allora f : N — 2N e per ogni n sia {egn)}ieN la successione che rappresenta,
f(n). Detta 6 : {0,1} =’ {0,1} la funzione definita da

50)=1 6(1)=0

si consideri la successione {¢;} ottenuta ponendo €; = §(€) per ogni i. Come
nel caso precedente, la successione ¢; € diversa da tutte le precedenti, e quindi
definisce un insieme diverso da tutti gli f(n). |

@ @ Osservazione 0.3. In realta si puod dimostrare che R e 2N sono in bigezione.

aYa . . .. . .
(@0'(9 Osservazione 0.4. Osserviamo che l'insieme A definito dalla successione ¢; nella
dimostarzione precedente, puo essere descritto anche in un altro modo:

A={ieN|i¢ f(1)}
dato che
€A & =1 V=0 <= i¢ 3.

Questa descrizione, permette di generalizzare il teorema appena dimostrato:

Teorema 0.5 (Cantor). Se X ¢ un insieme, allora ogni funzione f : X — 2%
non €& suriettiva.

Dimostrazione. Sia f : X — 2% e si consideri I'insieme

A={zeX |z ¢ f(x)}

Proviamo che A non & nell’immagine di f. Infatti se A = f(z) si ha un assurdo.
Infatti, per definizione di A4, z € A se e solo se z ¢ f(z) = A. ]



