Integrali tripli

Integrali tripli

1.

10.

11.

12.

Calcolare l'integrale triplo [ [ [, f(z,y, z)dzdydz, con

(a) fla,y,2) = 22 e Q= [0,1] x [0,1] x [1,2].

(b) flz,y.2) =y*2eQ={(2,9,2) eER, 0<2<20<y<z,0<z <y}
(¢) f(z,y,2) = ﬁ eQ={(r,y,2) eR,0<2<1,0<2<1,0<y<

T+ 2z}

Calcolare il volume di Q = {(x,y,2) € R3, /22 +¢y2 < 2 <2 —2? —y? 22 +
y? < 1}.
Calcolare il baricentro di una semisfera omogenea situata nel semispazio z > 0

Calcolare [ [ [, /2% +y? + 22dzdydz, con Q = {(z,y,2) € R?, 2>+ > +2*> <
1,22 -2 —y*<0,2 >0}

Calcolare il volume del solido compreso tra il paraboloide di equazione z =
2% + 12 ed il piano di equazione z = 2

Calcolare [ [ [, f(x,y,z)dzdydz, dove f(z,y,2) = 2z e Q = {(2,y,2) € R*:
0<z<1,(z—2)?2+y* <z22+1}

Calcolare [ [ [, f(z,y, z)dxdydz, dove f(x,y,2) =x—y+zeQ={(z,y,2) €
R3: 22 +9y*+ 22 < R? 2> 0}.

Calcolare il volume della calotta sferica Q = {(z,y,2) € R® : 22 + ¢* + 22 <
R% z>r}, conr < R.

Calcolare le coordinate (z¢,yq, 2¢) del baricentro di un ottante di sfera Q =
{(r,y,2) eR® 1 + 9> + 22 < R% 2 >0,y > 0,2 > 0}.

Calcolare il volume del toro, ovvero del solido ottenuto dalla rotazione attorno
all’asse z del cerchio nel piano (y, z) di centro (3,0) e raggio 1.

Si calcoli il volume della parte di cilindro C' = {(z,y,2) € R : 2% + 4y < 1},
compresa traipianiz=lex+y+2=1

Si calcoli [ [ [, zdxdydz dove Q ¢ I'intersezione delle due sfere 2°+y*4 2% < 1,
224 y? + 22 <22



Soluzioni

1.(a)

1 1 2
///$+ydxdydz:/ dm/ dy/ x+ydz:log(2)
Q < 0 0 1 <

1.(b) € ¢ semplice per fili:

xy
///yQdedydz://dq:dy/ v zdz
Q D 0

con D= {(r,y e R?, 0 <2 <2,0<y <z}, quindi

Ty 2 T Ty 16
// dxdy/ yzzdz:/ d:c/ dy/ yiadz = —
D 0 0 0 0 5

1.(c) © ¢ semplice per fili:

/// dxdydz—//da:dz/ 1+y

con D =[0,1] x [0, 1], quindi

T+z 1 1 1 T+z 1 1
dxdz/ ——dy :/ dz/ dx/ ———dy = —log(3/4)+=
//D o (1+y)? 0 0 o (1+y)? 2 (3/4)

2. Q e semplice per fili, quindi

2—x2—y?
///dxdydz-//dxdy/ dz://(Q—xz—yQ— x? 4+ y?)dzdy
:v2+y D

con D = {(z,y € R? 2? +y? < 1}. Utilizzando le coordinate polari nel piano:

2 1 5
//(2—x2—y2—\/x2+y2)dxdy—/ d&/ (2—p2—p)pdp:67r
D 0 0

3. Utilizzando le coordinate polari nello spazio, 'insieme su cui integriamo e
definito dalle diseguaglianze 0 <R, 0 < ¢ < 7/2, 0 < 0 < 27, quindi la massa

e data da
2m w/2 R 2
M :/ dQ/ dgzﬁ/ p’singdp = = R?
0 0 0 3



11.

12.

La coordinata x¢ ¢ data da:

3 2m /2 R 5 )
To = 27TR3/0 d9/0 ci¢/0 p’sing”cosfdp =0

La coordinata yg ¢ data da:

3 2 w/2 R . )
Yo = 27TR3/0 d@/o d¢/o p’sing”sinfdp = 0

La coordinata zg ¢ data da:

3 2 /2 R 5 3
Zag = 27TR3/0 dQ/O dgf)/o p’singcospdp = gR

Utilizzando le coordinate polari nello spazio, 'insieme su cui integriamo e
definito dalle diseguaglianze 0 < 1, 7/4 < ¢ < 7/2, 0 < 0 < 2w, l'integrale

diviene quindi
27 w/2 1 2
/ d9/ d¢/ Fsinodp— Vn
0 /4 0 4

Integrando per strati si ottiene [ [ [, f(z,y, z)dedydz = S=

[ Jo [y, 2)dedydz = %

V= (2R - R+ )

V =2m

. ($G7?/Ga ZG') = (%R7 gRa %R)
10.

V = 672.

Integrando per fili, V =2 [ [ (z+y)dzdy, dove D = {(z,y) € R* : 2* +4y* <
1,y > —x}. Utilizzando le coordinate cilindriche z = pcosf, y = %p sin 6:

1 6,
2 // (x 4+ y)dzdy = 2/ / (p cos 0 + L sin 6’) ded@
D o Jo, 2 2

dove tan#,0tanfy = —2 e 0, € [—7/2,0], 65 = 6; + m. Abbiamo dunque

71 I 2 1 V5
2//1)(x+(y)dxdy—/01 <§Cose+ésm9> d@—gsmé’g—gcos%—?

[ ] [ zdxdydz = 2x



