Integrali doppi

1. Calcolare lintegrale doppio [ [, f(z,y)dzdy, con
= zy? e Q ¢ il triangolo di vertici (-1,0), (1,0), (1,1).
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(h) f(x,y) = ev e Q & Vinsieme delimitato dalle rette y = 1, 2 = 0 e dalla
parabola y? = .

2. Calcolare le coordinate (z4,y,) del baricentro di una lamina piana di densita di
massa data dalla funzione f(z,y) = y di forma: Q = {(z,y) € R? 22 <y < 1}

3. Calcolare le coordinate (z4,y,) del baricentro di una lamina piana omogenea
Q) a forma di semicerchio:

Q={(r,y) eR? 2> +y* <1, 2 >0}

4. Calcolare le coordinate (x,,y,) del baricentro di una lamina piana omogenea
a forma di cardioide, il cui bordo e la curva data in coordinate polari da
p(0) =1+ cosb, 0 € [0,27]

Soluzioni

1.(a) Q puo essere scritto come insieme y-semplice:

|
Q= {(z,y) € R, —1§x§1,0§y§x_2|_

}



e quindi

x+1

//Qf(x,y)dxdyz/_ll(/ozxy?dy)dﬂfz%

(2 puo anche essere scritto come insieme z-semplice:

Q={(z,y) eR*,0<y<1,2y—1<2<1}

Fgydrdy = [ ([ wpdryay =L
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1.(b) © pud essere scritto come insieme y-semplice: Q = {(z,y) € R?, 2% <
y <, 0<z <1}

//ﬂf(x,y)dxdyz/Ol(lfrr—ydy)dxz()

1.(c) Q e y-semplice:

2 x? T
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— / (arctan x — arctan(z/2)) dz
1

e quindi

1 2
= [x( arctan z — arctan(z/2)) — 3 log(1 + z%) + log(4 + x2)] X

3 7 3
= 2arctan2 — e + arctan(1/2) + 5 log(2) — = log(5)
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//Qf(x,y)dwdyz/oﬁ(/oy? Sir;?ﬁ dz)dy =1

1.(e) Passando in coordinate polari

//f(x,y)dwdy:/ f(pcost,psin®)pdpdb
Q o

con @ = {(p,0) € [0,+00) x [0,27],2 < p < 3, 7/4 < 0 < brw/4}.
L’integrale diviene
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1.(d)




1.(f)

f(z,y) =y e Q ¢ il semicerchio di raggio 1 , con centro nel punto (1,0)
e situato nel semipiano y > 0. Introducendo le coordinate polari cenrate
n (1,0):

x(p,0) =14 pcosé, y(p,0) = psind
I'integrale diviene

//f(:v,y)dxdy:/ f(1+ pcosB, psin®@)pdpdd
Q/

con Q' =1[0,1] x [0,7]. Quindi

//f:z:ydxdy—/ / psm@d@dp—3

Utilizzando le coordinate ellittiche nel piano
x(p,0) = apcos b, y(p,0) = bpsin 6
dove det(J(p,0)) = abp, I'integrale diviene

//f(x,y)dxdy:/ f(apcosB, bpsinb)abp dp db
Q o

con ' =[0,1] x [0,27]. L’integrale diviene
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. L’insieme () e y-semplice:

Q={(z,y) eR*, 2* <y<1, -1<2<1}

La massa della lamina & data da

1 1
4
MI//f(fc,y)dxdyzf /ydydx:
Q -1 Jz2 5

La coordinata zg ¢ data da:

5 1ol
——/ / yrdydr =0
4 —1Jz2

La coordinata ygs ¢ data da:

5 11, 5
= — dydr = =



3. Calcolare le coordinate (z4,y,) del baricentro di una lamina piana omo-
genea (2 a forma di semicerchio:

Q={(z,y) eR® 2 +¢y* < 1,2 >0}

Trasformando l'integrale in coordinate polari I'insieme 2 diviene {0 <
p<1, —7/2 <60 <7/2}. La massa della lamina ¢ data da

1 pr/2 T
M://f(x,y)dxdy:/ / pdfdp=—
Q 0 J—m/2 2

La coordinata zg € data da:

9 1 /2 4
$G:—/ / p*cos@dfdp = —
™ Jo —7/2 3

La coordinata ygs ¢ data da:

) 1 w/2
yG:—/ / p*sin@dfdp =0
TJo J—x/2

4. Calcolare le coordinate (z4,y,) del baricentro di una lamina piana omo-
genea a forma di cardioide, il cui bordo e la curva data in coordinate
polari da p(f) =1+ cos®, 6 € [0, 27]

La massa della lamina ¢ data da

27 1+4cos @ I
M=//f(x7y)dxdy=/ / pdpdd = —
Q 0 0 2

La coordinata zg ¢ data da:

2 27 1+cos 6 2 27 5
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La coordinata yg e data da:

2 27 14+cos6 2 27
Yo = — / p*siné dpdb ::—/ (14 cos 6)*sin 0df = 0
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