Esercizi su massimi e minimi locali

Determinare i punti di massimo locale, di minimo locale o di sella delle seguenti
funzioni:

L flzy) = (x—1)* +y°

2. flz,y) = (z 1) — ¢

3. flryy)=a*4+ay+y*—2x—vy

4. f(x,y) = 2t + yt — 222 + 4oy — 29°

5. fla,y) = ayy/1— a2 —y?

6. f(z,y) = (22 + y?)e ")

T flz,y) ="V — 207

8. flw,y,2) =2 +y*+22 —wy+o—22

9. f(z,y,2) = 2% — 2z + y* + log(1 + 2?)
(

10. f(z,y,2) = (2% + y?)? — ay + 22
Soluzioni

Determinare i punti di massimo locale, di minimo locale o di sella delle seguenti
funzioni:

L flz,y) = (z - 1)* + ¢
II gradiente di f ¢ Vf(z,y) = (2(x — 1),2y), quindi (1,0) & I'unico punto
stazionario. La matrice Hessiana di f nel punto stazionario e

Hy(1,0) = (g (2))

che e definita positiva, quindi il punto stazionario e un punto di minimo locale.

2. f(z,y) = (x —1)? — y? 1l gradiente di f & Vf(x,y) = (2(x — 1), —2y), quin-
di (1,0) e l'unico punto stazionario. La matrice Hessiana di f nel punto

stazionario €
2 0
o= (g0,

che ¢ indefinita, quindi il punto stazionario ¢ un punto di sella.



3. flz,y) =2 +ay+y*>—2x—ylgradiente di f & Vf(z,y) = e +y—2,2+
2y —1), quindi (1,0) & 'unico punto stazionario. La matrice Hessiana di f nel

punto stazionario e
2 1
Hf(la()) - ( 1 92 )

che e definita positiva, quindi il punto stazionario € un punto di minimo locale.

4. f(z,y) = a* + y* — 222 + 4oy — 2y 1 gradiente di f & Vf(z,y) = (43 —
4o + 4y, 4y° + 4o — 4y), quindi (0,0), (v2, —v/2) e (—v/2,v/2) sono i tre punti
stazionari. La matrice Hessiana di f in un generico punto di coordinate (x,y)
e

1222 —4 4
Hf(l’,’y)—<4 12y2_4)

Nei punti (v/2, —v/2) e (—v/2,v2) la matrice Hessiana ¢ :

(V2D = H(—vEVD = (1 )

che ¢ definita positiva, quindi i due punti stazionari sono punti di minimo
locale.
Nel punto (0,0) la matrice Hessiana ¢ :

H(0,0) = < ;4 {4)

che e semidefinita negativa, quindi ’analisi della matrice Hessiana non per-
mette di dire nulla sulla natura del punto stazionario. Andiamo ad analizzare
il segno della differenza f(x,y)— £(0,0) in un intorno di (0,0). Se, ad esempio
consideriamo i punti (z,y) appartenenti all’asse delle x, ovvero i punti della
forma (z,0), allora si ha che la differenza f(z,y) — f(0,0) = a* — 222 che
assume valori negativi in un intorno di x = 0. Se invece consideriamo i pun-
ti (z,y) appartenenti alla bisetrice del primo e del terzo quadrante, ovvero i
punti della forma (x,z), allora si ha che la differenza f(z,y) — f(0,0) = 42*
assume valori positivi. Questo ci consente di concludere che (0,0) & un punto
di sella, dato che in ogni intorno del punto stazionario (0, 0) esistono sia punti
(z,y) tali che f(x,y) > f(0,0) sia punti (z,y) tali che f(x,y) < f(0,0).

5. [f(w,y) = wyy/1 — a2 —y?
Notiamo che la funzione ¢ definita nell'insieme {(z,y) € R*2? + ¢y < 1}. 1l



gradiente ¢

%y x>
Vi(zr,y) = 1—2?2 —y2 — ——— 21— 2?2 —y? - ———
f2,y) (y y T vV Y [

I punti in cui il gradiente si annulla, interni all’insieme di definizione del-
la funzione, SO10: (07 0)7 (1/\/57 1/\/3)7 <_1/\/§7 _1/\/5)7 <_1/\/§7 1/\/3)7
(1/v/3,~1/4/3). La matrice Hessiana H(z,y)e :

B 3zy _ 23y T2 2 — o24y? 2242
\/1_x2_y2 (1—z2—42)3/2 \/1_m2_y2 (1—z2—y2)3/2
/1= 22 — 2 — a?+y? a?y? . Bzy zy3

\/1_x2_y2 (1—z2—y2)3/2 \/1—m2—y2 (1—z2—y2)3/2

Nel punto stazionario (0,0) abbiamo:

Hy(0,0) = ((1) (1))

che & indefinita, quindi (0,0) ¢ una sella.

In (1/v/3,1/4/3) e in (=1/4/3,—1/4/3) la matrice Hessiana ¢ definita nega-
tiva e quindi i due punti stazionari sono punti di massimo locale, mentre in
(—1/4/3,1/v/3) e in (1/4/3, —1//3) la matrice Hessiana ¢ definita positiva e
i due punti sono di minimo locale.

[z, y) = (22 +yPem @,
Il vettore gradiente ¢ V f(x,y) = <2x(1 — 22— yR)e ) 9y (1 — 2% — yz)e_(x2+92)>.

[ punti stazionari sono dunque l'origine (0, 0) e tutti i punti della circonferenza
z? + y?> = 1. La matrice Hessiana in (0,0) & :

Hy(0,0) = ((2) (2))

che & definita positiva, quindi (0,0) & un punto di minimo locale. Nei punti
della circonferenza x? + y? = 1 la matrice Hessiana ¢

—4x? —dx
Hy(z,y) = ( iy _4y2y)

che e semidefinita negativa. Andando a studiare il comportamento della fun-
zione p — p2e " nelle vicinanze del valore p = 1 possiamo concludere che
p =1 & un punto di massimo locale e quindi tutti i opunti della circonferenza
22 + 3% = 1 sono punti di massimo locale per la funzione f.



7.

10.

fla,y) = e"(a? — 2°)
Il gradiente di f e V f(z,y)
che si annulla nei punti (0,0) e (—4, —2). La matrice Hessiana in (0,0) ¢

=5 %)

che ¢ indefinita, quindi (0,0) ¢ una sella. La matrice Hessiana in (-4,-2) ¢

—6e72 —8e2
Hf(l’,y) = < —Re2 _12¢2 )

che & definita negativa, quindi (-4,-2) & un massimo locale.

flry,z)=a® +y* + 22 —oy+a — 22
Il vettore gradiente e Vf(x,y,2) = (2o — y + 1,2y — z, 2z — 2), che si annulla
in (—2/3,—1/3,1). La matrice Hessiana ¢

[\)

1

N O O

Hy(=2/3,-1/3,1) = | -1 2
0

o

Applicando il criterio dei minori nord-ovest si vede che e definita positiva,
quindi (—2/3,—1/3,1). & un punto di minimo locale.

flx,y, 2) = 2% — 22 + y? + log(1 + 2?)
La funzione ha un unico punto stazionario in (1,0,0), che & un punto di minimo,
in quanto la matrice Hessiana

H¢(1,0,0) =

S O N
S NN O
N O O

¢ definita positiva.

fl@,y,2) = (2* + y?)* — vy + 27
I punti stazionari sono (0,0, 0), (1/2v/2,1/2v/2,0) e (—1/2v/2, —1/2v/2,0). La
Matrice Hessiana in (0,0,0) &

0 -1
H(0,0,00= -1 0
0

(@)
N OO

= (2ze" Y + (2? — 2y*)e™ Y, —dye” ™V — (2% — 2y*)e” V),



che & indefinita, quindi (0,0,0) € un punto di sella. La matrice Hessiana nei

punti (1/2v/2,1/2v/2,0) e (—1/2v/2,-1/2/2,0) &

H(1/2v/2,1/2v/2,0) = Hy(—1/2v/2, —1/2v/2,0) =

S O N
S NN O
N OO

quindi tali punti sono di minimo locale.



