Soluzioni seconda prova in itinere del 14 dicembre 2015

Esercizio 1 Si consideri la superficie ¥ C R? ottenuta dalla rotazione attorno

all’asse y della curva v giacente sul piano yz, grafico della funzione z = y3, con
y € [1,2].

1. Fornire una parametrizzazione di X.
2. Ricavare I'equazione del piano tangente a ¥ nel punto di coordinate (0, 3/2,27/8),

3. Calcolare, utilizzando la parametrizzazione ricavata al punto 1, il flusso at-
traverso X del campo vettoriale F'(x,y, z) = (2z, z,y), scegliendo I'orientazione
di ¥ tale per cui il versore normale 7 soddisfa la diseguaglianza 7 - ¢, > 0.

4. Calcolare la stessa quantita utilizzando il teorema della divergenza
Soluzione:

1. La superficie ¥ puo’ essere parametrizzata tramite la funzione r : A C R? —
R3, definita da:

r(t,0) = (t*sin 6, t,* cos ), tell,2], 0€]l0,2n].

2. imponendo r(t,0) = (0,3/2,27/8), otteniamo i valori dei parametri (¢,6) cor-
rispondenti al punto (0,3/2,27/8), cioé (t,0) = (3/2,0). Il vettore ortogonale
alla superficie dato da:

0 0

N(t,0) = —r(t,0) A 0"

T (t,0) = (—t*sin @, 3t>, —t* cos 0)

n (t,6) = (3/2,0) vale N(3/2,0) = (2)° (0,27/4, —1). L'equazione del piano
passante per il punto (0,3/2,27/8) e ortogonale al vettore N(3/2,0) ¢ :
(x,y —3/2,2—27/8)-(0,27/4,—1) =0

s A 92T, o 2T _
cioé 25y — 2z — 5 = 0.

3. Il versore normale calcolato N (t,0) = (—t®sin 6, 3t>, —3 cos #) rispetta orientazione
prescritta, quindi

2T -1

2 21
//F-ﬁdSZ/ / (2t*sin 6,13 cos 0, t)-(—t>sin 0, 3t°, —t3 cos 0)dtdd = —27 -
> 1 Jo




4. Considerando l'insieme {2 ottenuto facendo ruotare attorno all’asse y la su-
perficie , giacente sul piano yz, sottesa al grafico della funzione z = 33, con
y€[1,2]

Q={(r,y,2) €ER® 2 = psinb,y =t,z = pcosh, ,0 € [0,2n],t € [1,2],p € [0,°]}

e applicando il teorema della divergenza otteniamo

///dedydz://F~fledS+// F-ﬁeds—i—// F-n.dS.
Q b Ch Co

dove C; e (5 sono rispettivamente i cerchi giacenti sul pianoy =1e y =2 di
raggio 1 e 8.
Abbiamo

2T 2 t3 27 o 1
/// 2dzxdydz = 2Vol(§2) = 2/ / / pdpdtdf = 2m
Q o J1 Jo 7

2m 1 2m 1
// F-n.dS —/ / (2pcosB, psinf,; 1)-(0,—1,0)dpdd = —/ / psinfdpdd = 0
ol o Jo o Jo
2w 8 2 8
// F-n.dS = / / (2pcosB, psind, 1)-(0,1,0)dpdld = / / psinfdpdf = 0
Cs o Jo o Jo

Dato che 'orientazione di X prescritta, soddisfacente la diseguaglianza n-¢e, >
0, € quella per cui il versore normale ¢ entrante in €2, abbiamo

//F-ﬁdS——//F-ﬁedS
b b))
= —///Qdmdydz—i—// F-ﬁeds—i—// F-n.dS
Q Ch Co

27 —1
7

= 27

Esercizio 2

Si consideri il campo vettoriale F(z,y,2) = (2ycos(xy), zz cos(xy) + 22, sin(zy) +
2zy)

1. Mostrare che F' € irrotazionale

2. Calcolare un potenziale.



3. Calcolare il lavoro di F' lungo la curva v di parametrizzazione «(t) = (¢, sint, t?),
tel0,7/2].

Soluzione:

1.

_ (0F; OF, 0Fy 0F; 0F, O0F\
rotk = ( dy 0z 0z Oz’ Ox Oy ) = (0,0,0)

2. Imponendo le tre condizioni

oU B oU B , OU iy
%(Jl, Y, Z) =zY COS<$y), ay (‘ra Y, Z) = zr COS(LEy)+Z ’ 82 (SL’, Y, Z) - sm(xy)—i—zzy

otteniamo U(z,y, z) = zsin(xy) + y2z* + ¢, con ¢ € R costante arbitraria.

3. J, Fdr = U(a(n/2)) = U(a(0) = = = 74

Esercizio 3
Calcolare la serie di Fourier della funzione f : R — R, periodica di periodo T' = 2,

definita per x € [—1,1] da f(z) = | sin(x)].

Soluzione:
La funzione e pari, quindi b,, = 0 per ogni n. Inoltre:

ag = 2/0 sin(x)dx = 2(1 — cos(1)),

1—(=1)"cos(1)
1 — m2n?

1
a, = 2/ sin(x) cos(nma)dx = 2
0

f(z) =1—rcos(1) + 22 - 5117):2;(2)8(1) cos(nmx)




