Soluzioni provetta dicembre 2014

Esercizio 1 (7 punti) Si calcoli il flusso del campo vettoriale F(z,y,2) = (y?, 2%, 2?) attraverso la

superficie ¥ = {(x,y,2) € R* : 22 +¢?> + 22 = 1,2 < 1/2}, orientata in modo tale che il versore
normale soddisfi la diseguaglianza n(z,vy, z) - (z,y,2) > 0.

Soluzione:
ndichiamo con Q C R? 'insieme
Qo= {(z,y,2) eR* 12’ +y* + 27 < 1w >1/2}

Utilizzando il teorema della divergenza abbiamo che

/ / / divF dedydz = / F - ,dS
Q o0N

dove la frontiera 9 di Q & composta dall'unione della superficie ¥ e dal cechio C = {(z,y,2) € R* :
r=1/2,y* + 2? < 3/4}. Abbiamo dunque

/ / /Q divF dedydz — / Fh.dS
///Qdide:vdydz - //F n6d5+// F-h,dS
O://Fn6d5+//y2$ (1,0,0)dS

Quindi

//F-ﬁedS: //yzx 100)dS
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Si consideri la curva vy intersezione fra la superficie cilindrica di equazione 22 + y? = 2 ed il piano di
equazione x +y + z = 0.

Esercizio 2 (8 punti)

1. Si fornisca una parametrizzazione di 7.

2. Si calcoli la circuitazione del campo vettoriale F(x,y,z) = (y,z,x) lungo v utilizzando la
parametrizzazione ricavata al punto 1

3. Riguardando v come bordo della superficie ¥ intersezione del cilindro x? + y? < 2 e del piano
di equazione = + y + z = 0, si calcoli il flusso del campo rot (F') su X e si verifichi la validita
del teorema del rotore.

Soluzione:

1. la curva v puo essere parametrizzata tramite la mappa «a : [0,27] — R* definita da

() = (V2cos0,v2sin b, —v/2cos§ — V2sin 6)



2. La circuitazione del campo vettoriale F(z,y, z) = (v, z, z) lungo 7 ¢ data da

2m
j{F dr = / F(a(9)) - o/ (0)d8
0
27
= / (V2sin 0, —v2 cos§ — v/2sin 6, v/2 cos 0) - (—v2sin b, v/2 cos 6, —v/2 cos § + v/2sin 6)dh

0
2

= / (=2 —2cos? 0)df) = —67
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3. Il campo rot (F') ¢ dato da rot F' = (—1,—1,—1). La superficie ¥ intersezione del cilindro
22412 < 2 e del piano di equazione z+y+2z = 0 pud essere parametrizzata tramite r : D — R?;
con D ={(z,y) e R : 2?2 +y? <2} e

r(x7y>:(x7y7_x_y)7 (%Z/)GD
Abbiamo
N(z,y) = —AN—=(1,1,1)

Utilizzando il teorema del rotore abbiamo

j{F-dr = //rotF-ndS
b

_ //D(—l,—l,—l)-(1,1,1)d:pdy: —6r

Esercizio 3 (7 punti)

Determinare per quali valori del parametro o € R il campo vettoriale F : R* = R
F(z,y, 2) = (cos(zy), —zxsin(zy) — 22,2z¢* — ay — zysin(zy))

e conservativo. Per tale valore di «, calcolare un potenziale U e il lavoro di F' lungo la curva ~ di
parametrizzazione
aft) = (tcost,tsint, t?), t €0, m].

Soluzione:
Il campo F & di classe C! su R?, che ¢ un insieme semplicemente connesso, quindi affinche F' sia
conservativo, ¢ necessario e sufficiente che rot F' = (0,0,0). Imponendo che
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otteniamo o = 2. Il campo F' diviene
F(z,y,z) = (cos(zy), —zxsin(zy) — 2z, 22e% — 2y — zysin(zy))

Il potenziale associato e
2
U(z,y,z) = xcos(zy) — 2zy + €7

Per calcolare il lavoro di F' lungo la curva v utilizziamo la formula

/F Ldr = U(a(r) — U(a(0)) = U(—x,0,7%) — U(0,0,0) = ¢ — 7 — 1



Esercizio 4 (8 punti)
Sviluppare in serie di Fourier la funzione f : R — R di periodo T' = 27 definita da:

fla) = { 0 per z € [—,0)

| e* perxzel0,n)

. . l—e—T(=1)"
Calcolare inoltre la somma della serie 7, enT(l)

Soluzione:
l—eT" 1= (1)

ag = . ap
0 T m(n?+1)

. b, =n’a,

Abbiamo che
fa)+f=7) _a

5 5t > ay cos(nz) + by, sin(nz)

n=1

in x = 0 s1 ottiene

I 1—e™ A l—e (1)
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2 27 — m(n*+1)
e quindi 72, = = 5 — 1




