Soluzioni appello giugno 2015

Esercizio 1
Si consideri la funzione f : R* — R definita da

flzy) =y* —2° +32%y — 3oy + 20y + 2° + y* — 4o — Ay
1. Calcolare i punti stazionari di f e determinare se sono di massimo locale, minimo locale o sella.

2. Calcolare il massimo e minimo assoluto di f sul segmento congiungente il punto (0,0) con il
punto (1,1).

Soluzione:

1. 11 gradiente di f ¢ il vettore V f(x,y) = (=32% + 6xy — 3y? + 2y + 22 — 4, 3y* + 32? — 6zy +
2y + 22 — 4). Le coordinate (z,y) dei punti stazionari di f sono le soluzioni del sistema

—32% + 62y — 3> + 2y +2x —4=0
3y? + 322 — 6ry + 2y +2xr —4 =0

che puo essere riscritto (sommando e sottraendo le due equazioni)

4y +4x -8 =0 y+x—2=0
632 + 622 — 122y = 0 (r—y)?=0

che ha come unica soluzione il punto (x,y) = (1,1). La matrice Hessiana in (1,1) &

won-(32)

che ha traccia 4 e determinante 0. I due autovalori sono quindi A\ =4 e Ay = 0 e non ¢ possibile
stabilire dall’analisi della matrice Hessiana se il punto (1,1) & di minimo locale oppure di sella.
Analizzando il segno di f(x,y) — f(1,1) = v — 23 + 32%y — 3wy® + 2wy + 2> +y? — 4o — 4y + 4
lungo rette passanti per (1,1), in particolare lungo la retta di parametrizzazione

(@), y(t) = (1 + 1,1 1)
otteniamo:
fla(),y(t) — f(1,1) = —8t%,
da cui possiamo dedurre che in un intorno di (1,1) il segno di f(z,y)— f(1,1) cambia e il punto
e quindi di sella.
2. le coordinate dei punti del segmento congiungente (0,0) e (1,1) sono:

(x7 x)? x e [07 ]']
In tali punti la funzione vale

Fo,w) = Aoz —2)

Il minimo assoluto di tale funzione per = € [0, 1] & raggiunto nel punto z = 1 e vale -4, mentre
il massimo assoluto in x = 0 e vale 0.

Esercizio 2
Si indichi con Q C R? la parte la parte del cilindro C' = {(z,y,2) € R*: (z +1)> + (y + 1)? < 2}
compresa traipiani 2 =0ex+y+ 2= 1.



1. Rappresentare graficamente la proiezione di ) sul piano z = 0.
2. Rappresentare graficamente la retta r intersezione tra i piani z =0exz +y+ 2z = 1.

3. Calcolare I'integrale [ [ [, f(z,y, z)dzdydz, dove f(x,y,z) = x.

Soluzione:

1. La proiezione di € sul piano z = 0 ¢ il cerchio di centro (-1,-1) e raggio V2.

il cerchio di centro (-1,-1) e raggio v/2

2. La retta r intersezione tra i piani z = 0 e x +y + 2 = 1 ¢ la retta giacente nel piano zy e di
equagione y =1 —x

la retta di equazione y =1 —x

3. Integrando "per fili”

///Qf(x,y,z)dxdydz://D(/Ol_x_yxdz)d:cdy,
2



dove D C R?, D = {(z,y) € R*: (z + 1) + (y + 1)®> < 2}. Abbiamo quindi:

/ / /Q Fla,y, 2)dadyd= / /D ( /0 Y i dudy - / /D (1— 2 — y)dudy

Utilizzando le coordinate polari nel piano centrate in (-1,-1):
x=—1+ pcosé, y=—14psinf

\/§ 27 1
//(1—3:—y)mdxdy:/ / (=14 pcosh)(3 — psin® — pcosf)pdpdd = —6m — —
D o Jo
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Esercizio 3 Si calcoli il flusso del campo vettoriale F(z,y,2) = (2,1,0) attraverso la superficie 3
intersezione della sfera S = {(z,y, z) € R? : 22 +y?+ 22 < 1}, con il piano di equazione x +y+2 = 0,
orientata in modo tale che il versore normale soddisfi la diseguaglianza n - k£ > 0.

Soluzione:
La superficie > € un cerchio di raggio 1 che giace sul piano di equazione xz +y + z = 0. Il suo vettore

normale ¢ N = (1,1,1) ed il versore normale ¢ dunque n = \/ig(l, 1,1). 11 flusso del campo vettoriale
F' attraverso X ¢ dato quindi da:

//EF.ﬁdS:%//2(2,1,0)(1,1,1)615:\/g//zdsz\/gw

Calcolare versore tangente, versore normale, versore binormale e curvatura della curva parametrizzata

da

Esercizio 4

alt) = (1 t* — 2,t%), t€ (0,1)
Soluzione:
o (t) = (2t,4¢%,3t%)  "(t) = (2,12t%,6t), o/ (t) A" (t) = 2t*(—6t%, —3, 8t)

o/ (®)]] = [t|V4 + 16t* + 9¢2 o/ (t) A Q" (t)]| = 26*V9 + 36t + 64¢2
Abbiamo dunque, per ¢ € (0,1):

7= S0 _ QAL gy oOAalD) (6 58
[ O ~ VAT 167 107 [0 A~ Vo5 367 1 647

(—9t — 3213, 183 + 16t, —24t* + 6) @ A @)] 2629 + 36t 4 642

N(t) = B{)AT(t) = : -
)= BN = e orvs s aon o ) lo ()1 (It]v4 + 16t* + 9¢2)°




