Superfici e integrali di superficie

1. Scrivere una parametrizzazione per le seguenti superfici

(a) 11 grafico della funzione f(x,y) = z%y?

(b) La superficie laterale di un cilindro di raggio R e altezza h, il cui asse di
simmetria e ’asse z

(c) La superficie laterale di un cilindro di raggio R e altezza h, il cui asse di
simmetria ¢ 'asse

(d) La porzione di superficie sferica centrata in (0,0,0) e raggio 2 compresa
tra il piano z = 0 ed il piano z =1

2. Calcolare, punto per punto, il vettore normale alla superficie dell’elissoide di
semiassi a, b, ¢, di equazione parametrica

r(¢,0) = (asin ¢ cosf, bsin psin b, c cos @) ¢ €[0,7], 8 €]0,27)

3. Calcolare, punto per punto, il vettore normale alla superficie parametrizzata
da

Fu,v) = (o0 + 0% w4 0%, (o) € [1,2] x [1,2]

4. Calcolare, punto per punto, il vettore normale alla superficie grafico della
funzione f(z,y) = xy (paraboloide iperbolico). Calcolare quindi I'area della
porzione di superficie che si proietta sull’insieme D del piano zy di equazione
?+y? <1

5. Calcolare, punto per punto, il vettore normale alla superficie del toro, di
equazione parametrica

r(¢,0) = ((3 + sing) cos b, (3 + sin @) sin 4, cos ¢), ¢ €10,2m), 6 € 0,27)
Calcolare poi l'area della superficie.
6. Calcolare I'area della superficie parametrizzata da

r(u,v) = (ucosv,usinv, v) u € [0,1], v € [0, 27]

7. Calcolare l’area della porzione di superficie conica di equazione 2z? = y? + 22
interna al cilindro di equazione 2% +¢% <1



10.

11.

12.

13.

14.

Calcolare I'integrale della funzione f(z,y, z) = (2% +y?)"/22 sulla superficie di
equazione

r(u,v) = (ucosv,usinv,v)  w € [0,1], v € [0, 27]

Calcolare 'integrale della funzione f(x,y, z) = x+y sulla porzione di superficie
conica z = /22 + y? che si proietta sul piano xy sull’insieme D = {(z,y) €
R? : 1 <a2?+9y? <4}

Calcolare il flusso del campo F(z,y,z) = i+ k attraverso la superficie di
equazione

r(u,v) = (u?, vV2uw, v?) (u,v) € A
A={(u,v) €R? : 1<’ +0v* <2 u<v}

Calcolare il lavoro del campo F(z,y, 2) = y*i + xj lungo il bordo del quadrato
di vertici (0,0), (1,0), (1,1), (0,1), percorso in senso antiorario.

Calcolare il flusso del campo F(z,y,z) = zi + 2%yj + y?zk uscente dalla
superficie del solido

Q={(z,9,2) €ER® : 222 +¢y2 < 2z < 1+ 22 + 4%}

Dato il campo F(z, v, 2) = zyi+ 2?j +yzk calcolare il flusso di rotF attraverso
la superficie

Y={(z,y,2) ER® : 2* +¢y*+ 22 =1,2>0}
orientata in modo che il vesore normale abbia la terza componente non negativa

Calcolare il flusso dell campo F(z,y, z) = 2zi+4yj+ zk uscente dalla superficie
dell’ellissoide di equazione 2% + 4y? + 222 =4

Soluzioni

(2, y,2%y°)

(Rcosf, Rsinb, z), 6 € [0, 27], z € [0, h

(x,Rcosf, Rsinb), 6 € [0,27], x € [0, h]

(2sin ¢ cosf,2sin ¢psinb, 2 cos @), 6 € [0,27], ¢ € [7/3,7/2]

T,y) =

2) =

)
(d) r(0,0) =



r(¢,0) = (asinpcosh,bsinpsinb, ccosp) ¢ € [0,7], 6 € [0,27)

g—; = (acos¢cosh,bcos@sinl, —csin @)
or . . .
0 = (—asingsiné, bsin ¢ cosh, 0)
or or . 9 Lo .
a—gb/\% = (bcsin® ¢ cos B, acsin® ¢ sin 0, absin ¢ cos @)
3.
r(u,v) = (u+ v, u* +v?, u® + v?)
or 9
9 (1, 2u, 3u®)
or 9
9 (1,2v, 3v7)
or or 9 9 9 9
5 A 5y = (6uv® — 6u v, 3u” — 3v°, 2v — 2u)

4. La superficie & parametrizzata da r(z,y) = (z,y, zy), quindi

or
o
or
Ay
o, or
or Oy

(1,0,9)

(0,1, )

(_yv_l’vl)

2m 1
A(X) :// \/1+x2+y2dxdy:/ / V 1+ p?pdpdf = 2%(2\/5—1)
D o Jo

r(¢,0) = ((3 + sing) cos, (3 + sin @) sin 4, cos ¢), ¢ €10,2m), 6 €0,27)

or

9¢

(cos ¢ cosl, cos psinf, —sin @)

(— (3+sin¢g)sind, (3 + sin¢) cosh,0)

((3 4 sin¢) sin ¢ cos B, (3 + sin ¢) sin ¢ sin 6, (3 + sin @) cos ¢)



27 2T
= / / (3 + sin ¢)dodd = 127°
0 0

r(u,v) = (ucosv,usinv, v) u € [0,1], v € [0, 27]
or , or
Ju Ov

AX) = /O%dv/olvl +u2du = 7(vV2 + log(1 + v2))

= (sinwv, — cos v, u)

7. Per simmetria rispetto al piano xy, I’area della porzione di superficie conica
di equazione z?> = y? + 2? interna al cilindro di equazione x? + 3% < 1 si
ottiene come il doppio dell’area della porzione di superficie conica di equazione
2z =+/y2+ 22, con 22+ y? < 1 (e quindi z < 1). Parametrizzando il cono in
coordinate polari sferiche

r(p,0) = (peost, psind,p), 6 [0,27],p€ [0,1]
otteniamo

AX) =2 /0 " /0 1 V2pdpdd = 2127

8. Calcolare I'integrale della funzione f(z,vy,z) = (22 4 y?)*/22 sulla superficie di
equazione

r(u,v) = (ucosv,usinv,v)  w € [0,1], v € [0, 27]

//Efdsz/:ﬂ/oluvmdudv:2%2(2\/5_1)

9. Calcolare l'integrale della funzione f(x,y,z) = = + y + 2z sulla porzione di
superficie conica z = \/x? + y? che si proietta sul piano xy sull’insieme D =
{(z,y) eR? : 1 <22+ y? <4}

La superficie & parametrizzata da

r(p,0) = (pcosb, psinb, p), 0 € 0,27, p € [1,2]

// fdS = / / (pcost + psin 9)\/7pdpd9 =0



10. Calcolare il flusso del campo F(z,y,2) = i+ k attraverso la superficie di
equazione

r(u,v) = (u?, V2uv, v?) u e [0,1], (u,v) € A
A={(u,v) €R? : 1< u? +0* <2,u<v}
r(u,v) = (u?, vV2uv, v?) u e [0,1], (u,v) € A

o _ (2u, V20,0)

ou

or

% = (0,2\/&,2’0)
or or 9 9
%/\% = (2\/5’0, 4U’U,2\/§U)

(1)

//ZF -ndS = //AF(r(u,v)) : (% A %)dudv = 2@//4(u2 + %) dudv

L’ultimo integrale, sull’insieme piano A, che & una parte della corona circolare
di raggi 1 e v/2, pud essere calcolato utilizzando le coordinate polari nel piano:

s/ V2 W2 -1
2\/5//(u2 + v*)dudv = 2\/5/ / o2 pdpdd = 242 V2
A T 1

/4 3

11. Calcolare il lavoro del campo F(z,y, z) = y?i + zj lungo il bordo del quadrato
di vertici (0,0), (1,0), (1,1), (0,1), percorso in senso antiorario.
Applicando il teorema del rotore

1 1
/F-ds:// rotF-kd:Edy:/ /(1—2y)dydx:O
~ [0,1][0,1] 0o Jo

12. Calcolare il flusso del campo F(x,y,2) = zi + 2%yj + y*2k uscente dalla
superficie del solido

Q={(z,y,2) €ER® : 2y/a2 +y2 < 2 <1+ 2> +¢*}

Applicando il teorema della divergenza

// F~ndS:///dide:cdydz
o9 Q



13.

dove divF = 2% + y2. L’insieme €) ¢ I'insieme dei punti dello spazio compreso
fra i grafici delle funzioni 24/22 + y2 1+ 2%+ y? che si proietta sull’'insieme dei

punti (z,y) del piano tali che 2y/22? + y? < 1+ 2% + y?, ovvero /a2 + y? < 1.
Possiamo calcolare 'integrale triplo integrando per fili:

1+22+4y?
divFdzxdydz = // d:vdy/ (2% + y*)dz
/ / /Q 224y2<1 2/ 4y?

= // (2® +y*) (1 + 2° + y* — 2¢/22 + y2)dxdy
x24+42<1

L’integrale doppio sul cerchio descritto da 2% + y? < 1 pud essere calcolato
utilizzando le coordinate polari nel piano:

// (2% + y*) (1 + 2% + y* — 2/ 22 + y2)dady
x24+9y2<1

2w
=/ d9/ P (14 o2 —2p)pdp = -
0 01 30

Dato il campo F(z,y, 2) = zyi+ 2?j +yzk calcolare il flusso di rotF attraverso
la superficie

Y={(z,y,2) ER® : 2* +¢y*+ 22 =1,2>0}

orientata in modo che il versore normale abbia la terza componente non nega-
tiva.
Applicando il teorema del rotore

//rotF-ndS: F-ds
b oy

dove il bordo di ¥ orientato positivamente e la circonferenza di raggio 1 sul
piano xy, percorsa in senso antiorario, parametrizzata da

a(f) = (cosb,sin6,0); 6 € [0, 27]

Il lavoro di F' lungo tale curva e quindi

2
/ F.-ds= / (cos@sin B, cos? 0, 0)(—sin b, cos 6, 0)dd = 0
oty 0



14. Applicando il teorema della divergenza, il flusso dell campo F(z,y, z) = 2xi+
4yj + 2k uscente dalla superficie dell’ellissoide di equazione x? + 4% 4222 = 4
¢ pari all’integrale sull’ellissoide Q := {(z,y, z) € R3, 22 +4y*+22% < 4} della
divergenza di F':

/// (24 4+ 1)dzdydz = TV ol(Q)
T24+4y24222<4

22

Scrivendo l'equazione di {2 come - + y? + % < 1, si deduce che i semiassi
dell’ellissoide sono a = 2, b =1, ¢ = /2, quindi Vol(Q) = %wabc = %w



