Appendice B

Soluzioni e/o suggerimenti per
risolvere gli esercizi proposti.

B.1 Esercizi del Capitolo 1.

Esercizi 1.1

1.1.1. Soluzione. Nella situazione in esame, per dimostrare che o : V* 3 p i (T, 2!, 22, 23) €
R* definisce una carta compatibile con la struttura differenziabile di V#, per I'esercizio A.4.5,
¢ sufficiente esibire, nell'intorno di ogni punto di V*, una carta locale della struttura differenzia-
bile di V4, con coordinate locali y', 4?2, 33, y* tale che la matrice jacobiana della trasformazione
' = z'(y',y%, y3, y*) abbia determinante ovunque non nullo. Consideriamo p € V* e ¥; > p.
Dato che ¥; ¢sottovarietd embedded di V4, c¢’¢ una carta locale (U,¢) con V¥ D U > p e
¢ q— (2%4q), 24 (q),2%(q), 23(q)) e tale che U N ¥; &determinato dalla condizione 2° = 0.
Infine ¢ [yns,: ¢ = (21(q),2%(q),2%(q)) definisce una carta locale su U N ;. In coordina-
te 2 la funzione tempo assoluto T deve soddisfare 0T/9z° # 0 (in quanto 9T/dz* = 0 se
i = 1,2,3 per costruzione e T ¢ non singolare). Il determinante della matrice jacobiana, va-
lutato in p, della trasformazione T = T(z!,22%,2%), 2¢ = 2* (per i = 1,2,3), vale proprio
0T /02 # 0. Per il teorema A.2, restringendo il dominio U attorno a p ad un piu piccolo
intorno U’, la funzione (2°, 21,22, 23) — (T(2!,22,23), 21, 22, 23) & differenziabile biettiva con
inversa differenziabile. In definitiva, per ogni p € V#, c’¢ una carta locale (U’,%) della strut-
tura differenziabile di V4, con V* > U’ 3 p e tale che v : ¢ = (v°(q), ¥ (¢),v%*(q),¥>(q)) con
©°(q), ¥ (9),v*(q),v*(q)) = (T(q), 2*(q), 2%(q), 23(¢)). Ovviamente ¥; N U’ & determinato dalla
condizione y° =t e y',y?, 43 sono coordinate locali su ¥;. Le coordinate z', z2, 23 sono coordi-
nate globali su ¥; compatibili con la sua struttura differenziabile in quanto sono definite tramite
Iy g, 2 — E:} che ¢ un diffeomorfismo essendo un’isometria tra spazi euclidei. La matrice
jacobiana della trasformazione x' = x¢(y', y2, y3), con i = 1,2, 3, deve quindi avere determinante
J non nullo. Per computo diretto, si verifica che il determinante della matrice jacobiana della
trasformazione T' = ¢, 2% = xi(yl, Y2, y3), con i = 1, 2,3, ha ancora determinante J # 0. Questo
€ quanto volevamo provare.
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1.1.2. Soluzione. Fissiamo un evento p € V# e consideriamone le coordinate secondo o
e o4. La prima coordinata t(p) in (t(p),x'(p),z2(p),23(p)) corrisponde al valore di T'(p).
Cambiando riferimento, ¢ (p) deve coincidere con T'(p) a meno di una costante additiva ¢ arbi-
traria nella definizione del tempo assoluto T'. Questo dimostra l’equazione (1.2). Consideria-
mo poi un evento p € ;. Le coordinate (z'*(p),z'*(p), "> (p)) sono connesse alla coordinate
(x'(p), 2%(p), 23(p)) dalla trasformazione I, [y, o(Ily |x,)~! che &una isometria in quanto
composizione di isometrie (vedi I'esercizioA.3.4) per la definizione 1.3. Possiamo applicare I’eser-
cizio A.3.3 ottenendo proprio (1.2). La differenziabilitd delle funzioni R';(t) e ¢/ (t) & conseguenza
immediata della condizione (ii) in definizione 1.3 scegliendo opportunamente il punto P che com-
pare in tale condizione: per esempio, scegliendo P € IE:} nell’origine delle coordinate cartesiane
non primate, segue subito da (1.2) che le funzioni ¢/(t) sono differenziabili, descrivendo nelle
coordinate primate la linea di universo di P.

1.1.3. Soluzione. (i) Rappresentiamo lo spaziotempo come R?* tramite le coordinate ¢, z!, 22, x3.
Consideriamo quindi la classe di curve etichettate con le terne di numeri (z’ L 3) cR3e
parametrizzate nel parametro t’ € R tramite le equazioni:

3
()= (Rt —c) " Y(a' = (' — ), j=1,23. (B.1)
i=1
Si verifica immediatamente che la classe di queste linee di universo soddisfa la definizione di
riferimento 1.3 e, per costruzione, ¢/, 2!, 2/%, 2> sono coordinate cartesiane ortonormali solidali
con tale riferimento .#’. Per costruzione (1.2) sono le trasformazioni tra le coordinate cartesiane
solidali con .# e quelle solidali con .#’ definito sopra.
(i) E evidente che se le trasformazioni (1.2) sono trasformazioni di coordinate interne allo stesso
riferimento .#, essendo II » la stessa nei due casi, non puo comparire la dipendenza temporale
nelle formule (1.2). Se viceversa risulta che le funzioni che appaiono in (1.2) non dipendono dal
tempo, cio significa che le linee di universo dei punti in quiete con (B.1) sono le stesse linee di
universo dei punti in quiete con .# etichettate con le terne (z/!, z/*, 2/*) € R3 e con una eventuale
scelta diversa per 1’origine del tempo, per cui .¥ = ..

Esercizi 1.2
1.2.1. Soluzione. Per prima cosa esprimiamo i versori delle coordinate polari in funzione di
quelli delle coordinate cartesiane e viceversa. Vale

e, = cospe,+singe,, (B.2)
e, = —singe,+cospey, (B.3)
con inversa
e, = cospe,—singe,, (B.4)
e, = singe,+cospe,. (B.5)

Scelta un’origine O, avremo che, per definizione di e,

x(t) = P(t) = O = a(t) e, +y(t) e, = r(t) e (t). (B.6)

382



dove abbiamo esplicitato la dipendenza dal tempo di e, tenendo conto che r e ¢ dipendono dal
tempo quando il punto si muove. La derivata temporale di P(t) — O si deve eseguire tenendo
conto di tale dipendenza. Nel seguito indicheremo come di consuetudine (risalente a Newton),
la derivata temporale con un punto sopra la variabile derivata. Abbiamo che

v(t) = x(t) = #(t) e (t) + r(t) én(t) . (B.7)

Assumendo la dipendenza temporale di e, e e, in (B.2)-(B.3) e derivando in ¢ e quindi usando
(B.4)-(B.5), si ottiene

e = de,, (B.8)
&, = —de,, (B.9)
e quindi, per esempio,
& = de,— e,
e, = —qf)Qe({J —g.b.eT.

Inserendo (B.8)-(B.9) in (B.7) si trova
v=re + ré e, .
Derivando nel tempo ed usando (B.8)-(B.9), si trova I’espressione per ’accelerazione
a= (i —rd?) e, + (r + 27p) e, .

1.2.2. Soluzione. Si procede come per 'esercizio precedente. Abbiamo che

x(t) =P(t) —O =x(t) ex +y(t) ey + 2(t) e, = r(t) e (t) . (B.10)
Inoltre
e, = sinfcospe, +sinfsinge, +cosfe,, (B.11)
eg = cosflcospe, +cosfisinge, —sinfe,, (B.12)
e, = —singe,+cospey . (B.13)

Si osservi che la terna € ortonormale, per cui dati due versori il terzo si ottiene con il prodotto
vettoriale dei primi due facendo attenzione al segno. Al fine invertire la trasformazione di sopra,
si vede subito da un disegno che

e, =cosbe. —sinfey.
Risulta comodo introdurre il versore radiale uscente nel piano z = 0:

n:=sinf e, +cosf ey .
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Per ricavare e, e e, si procede usando le stesse formule che per le coordinate polari piane e
rimpiazzando e, con n:

e; = cos¢pn—singe,,

e, = singn-+cosge,.

Mettendo tutto insieme otteniamo:

e, = sinfcospe, —coslcospey—singe,, (B.14)
e, = sinfsinge, +cosllsinpey+cospe,, (B.15)
e, = cosfe, —sinfey. (B.16)

Lo stesso risultato si ottiene notando che entrambe le terne sono ortonormali e pertanto sono
connesse da una trasformazione ortogonale. Questo significa che la matrice che rappresenta
(B.14)-(B.16) ¢ la trasposta della matrice che rappresenta (B.11)-(B.13).

Derivando rispetto a ¢ le (B.11)-(B.13) e quindi usando (B.14)-(B.16) nel risultato, si ottiene
dopo un laborioso calcolo:

é = Oep+osinfe,, (B.17)
ég = —0Oe.+¢cosb e, (B.18)
&, = —¢sinfe, —pcoshey . (B.19)

Derivando in ¢ (B.10) ed usando (B.17) si ottiene infine
vV=re, +r9eg+rqﬁsin9e¢.
Il calcolo dell’accelerazione produce, derivando ’espressione della velocita ed usando (B.17)-
(B.19):
a=(f— r6% — r¢? sin® 0)e, + (10 4 270 — r$* sin 0 cos 0)ep+ (¢ sin 0 + 27 sin 0 + 2r$h cos 0) e,.
1.2.3. Traccia di soluzione. In realtal’esercizio € essenzialmente gia stato risolto come eser-
cizio 1.2.1, visto che I'asse z non introduce nessuna difficolta essendo e, indipendente da t e

valendo:
x(t)=Pt) —O =x(t)es +y(t) ey + 2(t) e, =r(t) e (t) + 2(t) e, .

1.2.4. La spiegazione si basa sul fatto che, in coordinate cartesiane ortonormali, la connessio-
ne di Levi-Civita ha coefficienti di connessione nulli per cui la (1.11) fornisce automaticamente
I’accelerazione. Si conclude che 'accelerazione del punto materiale altro non e che la derivata
covariante seconda lungo la traiettoria del moto:

a:VPP.

L’espressione, in coordinate del tutto arbitrarie, dell’identita di sopra & proprio la (1.11). Ov-
viamente, quindi, il risultato vale non solo in coordinate cilindriche o sferiche, ma in coordinate
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curvilinee arbitrarie.

Esercizi 1.2

1.3.1. Soluzione. Prendiamo un sistema di coordinate cartesiane ortonormali in cui II risulti
essere il piano z = 0. In tal caso le equazioni della curva sono date da, per ipotesi, x = z(s),
y = y(s), z = 0. Di conseguenza, t(s) = dz/ds e, + dy/ds e,. Per ipotesi n esiste (I' non
¢ riparametrizzabile come un segmento di retta in ogni sottointervallo di (a, b)) e, per costruzione,
n appartiene ancora al piano II essendo scritto come combinazione lineare di e, e e,. Di
conseguenza b(s) = t(t) An(s) = e, che & perpendicolare a II ed & costante.

1.3.2. Soluzione. Sia P = P(s) la curva con s € (a,b) > ¢. Consideriamo la funzione di s,
f(s) :=b-(P(s) — P(c)). Essendo b costante in s, la derivata di essa vale f’(s) = b - t(s) = 0.
Quindi a funzione & costante. In realta ¢ sempre nulla essendo f(c¢) = 0. Concludiamo che
b (P(s)— P(c)) = 0 per ogni s € (a,b), ma l'insieme {P € E3|b- (P — P(c))} = 0 & ’'equazione
del piano passante per P(c) e normale a b # 0. Concludiamo che I" appartiene a tale piano.

1.3.3. Soluzione. Prima di tutto notiamo che le ultime identita in ciascuna delle tre equazioni
si ottengono subito usando la definizione di vettore di Darboux ed eseguendo i prodotti vettoriali
e ricordando che t,n,b ¢ una base ortonormale destrorsa. Concentriamoci allora sulle prime
identita delle tre equazioni. La (1.27) ela definizione di versore n e non deve essere provata.
Proviamo (1.25). Dato che t,n,b ¢ una base ortonormale, varra

dn/ds = (dn/ds - t)t + (dn/ds -n)n + (dn/ds - b)b.
Calcoliamo le componenti separatamente.
dn/ds -t =d/ds(n-t) —m-dt/ds=0—p '(n-n)=—p ',
Per la componente su n si ha:
dn/ds-n=(1/2)d/dsn-n = (1/2)d/dsl =0.
Per la componente su b si ha:
dn/ds-b=dn/ds- (t Ab) =: =771 per definizione.

Mettendo insieme si ottiene (1.25). Passiamo alla (1.26). Dato che t, n, b & una base ortonormale,
varra

db/ds = (db/ds - t)t + (db/ds -n)n + (db/ds - b)b .

Calcoliamo le componenti separatamente.
db/ds-t =d/ds(b-t) —b-dt/ds=0—p ' (b-n)=0.
Per la componente su b si ha:

db/ds - b = (1/2)d/ds(b-b) = (1/2)d/ds1 =0 .
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Per la componente su n si ha:
db/ds - n=0—b-dn/ds=—-b-(—-t/p—b/7)=(b-b)/T=1/7.
Mettendo insieme si ottiene (1.26).

Esercizi 1.4
1.4.1.Soluzione. Esprimiamo i versori della base di .# in funzione di quelli della base di .7.
Per costruzione e3- €3 =cosf, e3- €1 =sinf sing e e3- € = —sinf cos, quindi

e3 =sinf siny €, —sinf cosy €y + cos b 3 .

Passiamo a e;. Prima di tutto decomponiamolo sulla base N, e3, N’ dove N’ := e3 A N. Per
costruzione e; = cos ¢ N + sin ¢ N’ e pertanto, essendo N = cosv) €1 + sine) €, vale

e; = cos¢ (costy € +sinty €2) + sing eg A (costy € +siny é3)
Ossia:
€1 = cos ¢(cosh €] +sin1) &)+ sin ¢ (sin b sin ) € —sin 6 cos 1 €s+cos #é3) A (cos ) €1 +sin é3),
che, calcolato esplicitamente fornisce:
e1 = (cos ¢ cosp — sin psinip cosf) €1 + (cos ¢ sin ) + sin ¢ cos 6 cos 1)) €z + sin psinf é; .
L’espressione di es si ottiene come prodotto vettoriale es A e e produce
ey = —(sin ¢ cos ) + cos ¢sin ) cos ) €1 + (—sin ¢ sinyy + cos ¢ cos O cos ) € + cos ¢sin b €3

1.4.2. Traccia di soluzione. Dato che le matrici di trasformazione sono ortogonali, & sufficiente
prendere la matrice trasposta dalla matrice di trasformazione dell’esercizio precedente.

1.4.3. Traccia di soluzione. Usando la legge di decomposizione di w, w j] 7, si ottiene come
somma di 3 vettori w. Sia % il sistema di riferimento con terna solidale data da é3, N, é3 AN
e .#3 quello con terna solidale data da es, N, es3 A N. Abbiamo allora che:

Wyl =wslay twalen twal s,

ossia, per definizione di angoli di Eulero:

j:¢e3+6.’N+1/}é3,

Wy

dove N = cos 1 €1 +sin ¢ é3. Esprimendo i versori €; in funzione dei versori e usando le formule
dell’esercizio precedente, si ricava subito la formula finale per w | g

Esercizi 1.5
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1.5.1. Soluzione. Fissiamo un riferimento .#p in quiete con D ed un riferimento .#ps in
quiete con D’. Per costruzione: w.g,|s = % e;ewy |s= ‘Zl—f e,. SePeDe P €D sono
punti, rispettivamente, solidali con i due dischi abbiamo allora che

doO
Vp’y:Voyy—i-VpLyD—i-wyD‘j/\(P—O)=0+0+Eez/\(P—O).

Nello stesso modo si trova:

de
Y e, AN(P 0.
7 © A ( 0"

La condizione di rotolamento vg|s = vg|.s, dove @ €il punto di contatto tra i due dischi, si
scrive allora

vpls =vorls+vpls, +ws,|ls AN (P —0)=0+0+

%ez/\Rex:Z—iez/\(—r)ex.
In altre parole:
do de
RE ey =T €y,
e quindi o "
RE = _TE .

Questa equazione differenziale puo essere integrata in
RO(t) =r0(t) + ¢,

dove la costante ¢ si puo individuare valutando i due angoli al tempo iniziale (oppure ad un
qualsiasi tempo).

1.5.2. Soluzione. Fissiamo un riferimento .#p in quiete con D ed un riferimento #p/ in
quiete con D’. Per costruzione: w.y,|s = % e.ewy |y = fli—? e.. Se Pe De P € D sono
punti, rispettivamente, solidali con i due dischi abbiamo allora che

do©
Vp|j:Vo|j+VP|jD+UJjD|j/\(P—O):0+0+762A(P—O).

dt
Nello stesso modo si trova:

_ / / _@ / ﬁ / n .
VP":f_VO"tﬂ—i_VP"EfD/+w‘fD/’t7/\(P —O)— dt ez/\(O _0)+0+ dt ez/\(P —O),
ossia do "

|y =—e, - —e,AN(P -0).
vpi|s 7 © A (O O)+dte A ( 0

Abbiamo usato il fatto che O’ ruota attorno ad O nel piano z = 0 ed ¢ individuato dall’angolo
polare ¢. La condizione di rotolamento vg|s = vg|s, dove @ €il punto di contatto tra i due
dischi, si scrive allora, se e eil versore di (Q — O,

do do

— e, NRe=

do
o aez/\(R+r)e——ez/\re.

dt
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In altre parole:
i) d d0> B
<RE_(R+T)%+T% ez/\ e—O,

e quindi, dato che e, A e # 0, la relazione di sopra equivale a:

40 do  do

Questa equazione differenziale puo essere integrata in
RO(t) — (R+r)p(t) +10(t) = ¢,

dove la costante ¢ si puo individuare valutando i tre angoli al tempo iniziale (oppure ad un
qualsiasi tempo).

B.2 Esercizi del Capitolo 2.

Esercizi 2.1

2.1.1. Traccia di soluzione. Comporre le trasformazioni di Galileo associate a (cg, ¢3, V3, Ra)
e (¢1,¢1,01, R1), nell’ordine detto, e ricavare gli analoghi coefficienti per la trasformazione di
Galileo ottenuta.

2.1.2.  Traccia di soluzione. Bisogna verificare che la legge di composizione detta sia
associativa e che (0,0,0,1)

(c.&,0,R) " = (—c, =R *(¢+c¥), —R"'0, ') .

siano ’elemento neutro ed inverso rispetto a tale legge di composizione.
2.1.3. Traccia di soluzione. Si identifichino i vettori (t,Z) € R* con i vettori di R® della

forma (1,t,Z). Si associ quindi a ciascun elemento G := (¢, ¢, ¥, R) del gruppo di Galileo la
matrice
{ 1lo]0 ]
Qa:=1|c|1]0 |.
{E v RJ

Si verifichi che 'azione di Q¢ sul vettore (pensato come vettore colonna) (1,t¢, %), Qg produca
I’azione nota del elemento G del gruppo di Galileo su t e Z, lasciando immutato il primo numero
1. Si verifichi che la corrispondenza G — g sia iniettiva. Si verifichi ()¢ sia non singolare
e che la legge di composizione di elementi G, G’ del gruppo di Galileo corrisponda al prodotto
matriciale delle matrici g, Q¢ rispettivamente associate e che ’elemento neutro del gruppo di
Galileo sia associato alla matrice identita .

Esercizi 2.2
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2.2.1. Soluzione. Siano e, e,, e, assi in quiete con la terra uscenti dal punto O, sia O
solidale con il sedile e si supponga che gli assi solidali con il sedile &, €,, €. siano uscenti
da O. Gli assi e., &, si suppongono entrambi verticali e la ruota si assume trovarsi nel piano
y =g = 0. Si osservi che, per costruzione gli assi €&,, €, rimangono paralleli agli assi e;, e,
durante il moto del sedile. Pertanto w ;| = 0. Tuttavia 4 non & inerziale. Supponiamo che sia
a # 0 la velocita angolare (costante) della ruota, posizionando O al centro della grande ruota, la
trasformazione di coordinate vale (assumiamo f = t): x = Rcos(at)+2,y = ¢, 2 = Rsin(at)+3.
Questa trasformazione non appartiene al gruppo di Galileo per cui # non puo essere inerziale
seloe. 7.

Esercizi 2.3
2.3.1. Traccia di soluzione. Il secondo principio della dinamica per il sistema P, () si scrive

map = —mge, — k(P — Q)+ ¢p

mag = —mge; — k(Q — P)+ ¢g

Parametrizando I' con I’ascissa curvilinea, determinando P con 'ascissa sp e () con l'ascissa s,
ed usando le formule dell’esempio 1 in esempi 1.1, le equazioni di sopra si riscrivono:

map = —mge; — K <cos <f/%> — COS <f/%>> € — K <sin <f/%> — sin <\S/%)) €y

_ SP\;;Q e, + ¢p
€
mag =—mge, — Kk (COS <'\9/Q§> — CoS <f/%>> e — K <sin (f/%) — sin <;9/P§>> €y
71{% e, + ¢Q .

A questo punto, usando le formule dell’esempio 1 in esempi 1.1, proiettando entrambe le equa-
zioni lungo i vettori tangenti a I in P e @, rispettivamente tp e tp, e tenendo conto di (1.18) si
trova il sistema di equazioni pure di movimento (¢p e ¢¢g sono normali a I" per ipotesi e quindi

non appaiono):
et = (%) o () - (38)]
() () ()] o

R CICARE
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% cos (22 Jsin (22} —sin (22 )] - i(s — sp)
V2 T \ve V2 v2)l e
2.3.2. Traccia di soluzione. Si calcoli la derivata temporale del secondo membro di E e si tenga

conto dell’equazione (2.50). Il significato di E' ¢ quello dell’energia meccanica del punto materiale
nel riferimento non inerziale .#’.

B.3 Esercizi del Capitolo 3.

Esercizi 3.1
3.1.1. Suggerimento. E sufficiente provare l'asserto per k = +1 e poi iterare la dimostrazione
k volte. Si applichi il teorema di esistenza ed unicita in forma globale usando il fatto che (k = 1)

dx’

dx’ B dx
dt -

dt

t=s

t=s—T

e che f é periodica in ¢ di periodo T.

3.1.2. Traccia di Soluzione. Basta usare l'esercizio precedente per k£ = 1, notando che la
funzione f, essendo costante in ¢ ¢ periodica di qualsiasi periodo T in tale variabile.

3.1.3. Soluzione. Ignoriamo gia dal principio il moto nella direzione z, che e di quiete a
causa del vincolo. La reazione vincolare del piano vale quindi mg e,. Il problema si riduce ad
un problema bidimensionale con equazioni:

d*z 1
ﬁ = m KT,
d2y _ -1
W = m RY

Si tratta di un sistema del secondo ordine in forma normale. Riducendolo al prim’ordine si ha
che:

d*v, 1
— = m KT
dt? ’
d?v _

dto - m 1my,
d?z B

W = U,

dy _

2 Uy .

(B.20)

E chiaro che il secondo membro & una funzione di classe C! e pertanto possiamo applicare i
teoremi di esistenza ed unicita . Tornando alla forma del secondo ordine del sistema, notiamo
che le due equazioni sono disaccoppiate, per cui le possiamo risolvere separatamente. Pensiamo
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dapprima le soluzioni z = z(t) e y = y(t) come soluzioni complesse, alla fine ci ridurremo al
caso reale. Il polinomio caratteristico di entrambe & : x? — - = 0. Le soluzioni sono:

bi:i\/ﬁ, se k >0,
m

by = +i j, se k < 0.
V m

Nel caso k > 0, la legge oraria ¢ dunque del tipo:

oppure

z(t) = creVimt + coe Vit , (B.21)
y(t) = dieVal g dpe Vit (B.22)
dove c1, o, d1, ds sono costanti arbitrarie in R. Esse vengono fissate una volta assegnate condi-
zioni iniziali.
Nel caso k < 0 la discussione e leggermente piu complessa. Lavorando in C, le soluzioni
sarebbero:

z(t) = clei\/%t + czefi\/%t ,
y(t) = dlei\/%t + dgefi\/%t :

In generale, queste soluzioni non sono accettabili, in quanto = e y risultano essere complessi.
Ricordiamo le formule di Eulero: e'* = cosa + isina. Da cio si ha che le soluzioni di sopra si
possono riscrivere come:

xz(t) = (c1+ c2)cos (\/>t> i(c1 — ¢g) sin (\/>t> (B.23)
y(t) = (dy + d2)cos (\/775) i(d1 — dg) sin (\/715) (B.24)

Tutte le soluzioni reali si ottengono facendo variare le costanti (¢; + c2),(d; + d2) in R e le
costanti (c¢; — ¢2), (d; — da) in iR (insieme degli immaginari). In definitiva, la soluzione generale

ha la forma:
x(t) = Ajcos (\/Et> + Agsin <\/Et) ) (B.25)
m m

y(t) = Bicos <\/ it) 4 Bgsin <\/ Et) ) (B.26)
m m
con A1, As, B1,By € R.

Per concludere ricaviamo la legge oraria, nel caso k < 0, con condizioni iniziali x(0) = 0 e

391



v(0) = v(e; — €,). La prima condizione, inserita in (B.25)-(B.26), fornisce: 0 = A e 0 = Bj.
Derivando (B.25)-(B.26), tenendo conto di quanto appena ottenuto, si ha:

0al0) = /4, (B.27)
0,(0) = \/ng. (B.28)

Dovendo essere v(0) = v( e, — e,), ricaviamo che v;(0) = v e v, (0) = —v, per cui Az = v,/ e

By = —v,/". La legge oraria richiesta ¢ dunque:

x(t) = v@sin (@t) (ez— ey), perteR.

3.1.4. Soluzione. Procedendo come per 'esercizio precedente, si ha il sistema:

d*x -1 “1,%

— = m kx—m [f—,

dt? p dt

d*y -1 —1,d%

— = m Ky+m —.

dt2 Y v
E chiaro che siamo nelle ipotesi del teorema di esistenza ed unicita . Le equazioni, a differen-
za dell’esercizio precedente non sono disaccoppiate. Conviene procedere nel modo seguente.
Definiamo la variabile complessa z = x + iy e riscriviamo le equazioni di sopra come:

d? di
—d; = m lkx+ m_lﬁi—;ty ,
d%i d
szy = mflﬁiy—{—m*lﬁid—j .

Sommando membro a membro otteniamo una sola equazione complessa che contiene entrambe
le equazioni reali:

—ie— 2=, (B.29)

Dobbiamo ricordare, alla fine, che le soluzioni in x e y si otterranno prendendo la parte reale ed
immaginaria della soluzione z.
Il polinomio caratteristico e :

ed ha soluzioni:

. . . . . . . . . ., 2 .
Esaminiamo subito il caso di soluzioni coincidenti, cioé % = % In questo caso, la soluzione
generale ha la forma, con a,b € C costanti arbitrarie:

z(t) = (a+ bt)ei%t .

392



Usando la formula di Eulero si ha ancora che:

z(t) = (a + bt) <cos (%t) + i sin <%t>) :

Decomponendo a = A+ iB e b= C+1iD con A,B,C,D € R, e prendendo la parte reale ed
immaginaria otteniamo le espressioni per la soluzione generale reale:

z(t) = (A + Ct) cos (%t) — (B + Dt)sin <%t>

y(t) = (B + Dt) cos (2ﬁt> +(A+Ct)sin (2ﬁt> .

Nel caso 4% 7& =, la soluzione generale, in C, dell’equazione (B.29) ¢ data quindi da:
1 / _8%, 1 62
z(t) = e o <C+62 w2l O e? t) ,

per C4 € C scelte arbitrariamente. Possiamo scrivere la stessa soluzione come

8 1 fas_ B2, _1, /Jas_ B, . I} 1 [as_ 82, _1 Jas_ 8%,
z(t) = cos <2—t> Cie2Vm m2'  C_e 2V m m2" |4isin <2—t) Cie2Vm m2 4 C_e 2V m m2" |,
m m

Ci sono due casi da considerare.

2
(i) Caso %’" > % In questo caso le funzioni esponenziali scritte sopra sono tutte reali. De-
componendo Cy = a +ib e C_ = ¢+ id in parte reale ed immaginaria, in modo da avere solo

costanti reali, si trova immediatamente:

82 2
x(t) = COS (Tt) (aeé\/_i + ce % 7_72 ) s1n( ) (beé\/mi % %n—mQt) ’

52 K ﬁg B - 62
y(®) _COS(4 ) <b€%\/72t+de ;F)Hm(t)( E S tl_mﬂ)’

dove le costanti a, b, c,d sono fissate arbitrariamente in R.
(i) Caso £ < B . In questo caso gli esponenti delle funzioni sono immaginari:

1 /B2 _an ;1. /8% 4w i1
z(t) = COoS <2£t> <C+€7'2 m2 mt + C. e 23V 2 mt) +isin (2£t) <C+612
m m

Usando la formula di Eulero e decomponendo nuovamente C = a + ib e C_ = ¢ + id in parte
reale ed immaginaria, in modo da avere solo costanti reali, si ottiene infine, prendendo la parte
reale di z, 'espressione esplicita della componente x della soluzione:

x(t) = (a + ¢) cos (%t) cos (2\/ 5122 mt) + (¢ — a)sin <%t> sin (; f; — ijt)
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+(—b+d)cos(2ﬁ t) sin (2\/522 — mt) — (b4 d)sin <%t> cos (2\/5; — mt) :

Prendendo invece la parte immaginaria di z si ha:

y(t) = (d + b) cos (%t) cos <2 f; - ) + (d — b) sin <%t> sin (; 5; — ?:t)

Fa—cjcos <%t> sin (2 \/?Q + (a +¢)sin (%t) cos (; 5; — i’jt> )

Cambiando nuovamente nome alle costanti reali abbiamo alla fine, nelle costanti reali A, B, C, D:

z(t) = Acos <%t> cos <2mt> + Bsin <25 t) sin (2\/%75)
+C cos (%t) sin <2ﬂt> + Dsin (%t) cos <;mt> 7

PR -

3.1.5. Suggerimento. Procedere come nell’esercizio 3, dato che le due equazioni differenziali
per la componente x e la componente y risultano disaccoppiate.

B.4 Esercizi del Capitolo 4.

Esercizi 4.1

4.1.1. Soluzione. Dalla definizione di T'p|s ed usando le relazioni (1.66) (per O in quiete
in #’) si ha:

Tols(t) = Tols(t) + zn: mi(Pr(t) — O(t) A (wgr| o (t) A (Pr(t) — O'(t)))
k=1

3 mu(Pult) - O() Avorl#(2)
k=1

Dato che il punto O in quiete con .’ puo essere scelto arbitrariamente, lo scegliamo tale che,
all’istante ¢ coincida con O(t) (ne dobbiamo scegliere uno diverso ad ogni istante, ma questo
non ¢ proibito). In questo modo otteniamo

Lol /(1) = Toly(t) + 3" mu(Pelt) — O(1)) A (woerl (1) A (Pult) — O(1))
k=1
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4.1.2. Soluzione. Dalla definizione di T'g|s:

Fo‘y = Z mk(Pk — OI) /\Vpk’y + ka(O’ — O) A Vpk‘j = Fol‘j -+ (O — O/) A\ P’y R
k=1 k=1

dove, nell’ultimo passaggio abbiamo usato (4.1).

Esercizi 4.2

4.2.1. Soluzione. Lavoriamo in coordinate polari sferiche centrate in O. Consideriamo una
curva regolare chiusa contenuta in Q, I' : 7 = r(s),0 = 6(s), = ¢(s) con s € [0,1]. In tal caso
x(s) = r(s) er(s), per cui:

dx _dr
ds ds

eq(s) + r(s)%eg(s) + r(s) sin(@(s))% e,(s) .

Tenendo conto che e,.(s) esempre perpendicolare a es(s) e ey(s) per costruzione, si ha
immediatamente che, se F = F(r) e,:

1 dx 1 dr r(1)
j{ F(r)-dx = / F(r(s))e,-—ds= [ F(r(s))—ds= / F(r)dr=0,
r 0 ds 0 ds r
dato che, per ipotesi, (0) = r(1). L’arbitrarieta della curva chiusa I" ed (a) del teorema 4.4
implicano che F & conservativa.

4.2.2. Soluzione. Per prima cosa notiamo che il momento angolare I'p| s = (P —O) Avp|.s
soddisfa, sul moto: dT'p|s/dt = (P — O) ANF = 0, dato che F ¢ parallela a P — O per ipotesi.
Quindi il momento angolare si conserva nel tempo. Se T'g|s = 0 significa che, in coordinate
cartesiane solidali con .# e centrate in O, x = (z,y, z), deve essere

dx_

T At)x(1) ,

dove A(t) & una funzione continua, e quindi integrabile, eccetto al pit per i tempi in cui x(¢y) = 0.
Passando in componenti, quest’equazione differenziale si integra immediatamente producendo:

x(t) = el AT (0) .

Il moto avviene dunque lungo una direzione fissata inizialmente e quindi in un piano, che
& sicuramente perpendicolare al momento angolare essendo quest’ultimo il vettore nullo. Nel
caso I'p|s # 0, la condizione:

Tols = (P(t) —O) Avpls(t)

dice, in particolare, che P(t) — O & sempre perpendicolare al vettore costante non nullo T'p| s e
quindi P(t) appartiene al piano passante per O e perpendicolare a tale vettore.
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Esercizi 4.3
4.3.1. Soluzione. (i) Nel riferimento inerziale .#, il secondo principio delle dinamica si scrive:

map|ys =—-mge, —k(P—H)+ ¢.

Esprimendo 'accelerazione ap| s in funzione di ap| s tramite le (1.68), tenendo conto che la
velocita angolare e costante, otteniamo che il secondo principio della dinamica, nel riferimento
S, si scrive:

map| g 4+ 2mwe, Avp| s +mw?e, A(e,; AN(P—0))=—-mge, —k(P—H)+ ¢,
ossia:
map| s = —2mwe, Avp|ly —mw?e, A(e. A(P—0))—mge, —k(P—H)+¢.

Poniamo x := P—O = ze,. In tal caso: vp| s = de,, dove il punto indica la derivata temporale,
_ . S e . P

e P— H =z e, — he,. Tenendo infine conto che il vincolo ¢ liscio, per cui ¢ = ¢Y e, + ¢ e,

I’equazione di sopra si riscrive come:

mi e, = (mw? — Kk)z e, + (¢¥ — 2mwi) e, + (kh + ¢* —mg) e, , (B.30)

da cui ricaviamo: 'equazione pura di movimento

Az K

e due equazioni che determinano la reazione vincolare una volta noto il moto

() = 2mw%, (B.32)

¢ = mg—rkh. (B.33)

La forma della soluzione generale dell’equazione lineare e omogenea a coefficienti costanti (B.31),
dipende dal valore del rapporto mw?/k. Abbiamo 3 casi.
(1) mw?/k < 1. In tal caso le soluzioni del polinomio caratteristico sono immaginarie pure e

pertanto:
z(t) = Asin (Uﬁ — w? t) + B cos (\/ﬁ — w? t) ,
m m

con A, B € R costanti arbitrarie.
(2) mw?/k = 1. In tal caso le soluzioni del polinomio caratteristico sono coincidenti e valgono
0. Pertanto:

z(t) = Ae® + Bte" = A+ Bt

con A, B € R costanti arbitrarie.
(3) mw?/k > 1. In tal caso le soluzioni del polinomio caratteristico sono reali e pertanto:

x(t) = Aexp (\/wQ - % t> + Bexp (\/aﬂ - % t) ,
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con A, B € R costanti arbitrarie.

(ii) Consideriamo il caso (1). La condizione iniziale vp|#(0) = 0 fornisce immediatamente
A = 0. Imponendo P(0) — O = xp e, con zp > 0 si trova allora che: B = xy. Pertanto, il moto
con queste condizioni iniziali &

K
x(t) = xg cos <\/——w2 t> , perognitée€R.
m

La reazione vincolare al variare del tempo, usando (B.32)-(B.33), risulta essere

¢ = —2mwxm/£ — w?sin <\/£ — w? t) e, + (mg — kh) e, .
m m

(iii) e (iv) La seconda equazione cardinale fornisce nel caso in esame

jt’j [(P(t) — O) Amvp|4(t)] = (P(t) — O) A (—mg e. — k(P(t) — H) + ¢(t)) ,
% B = 0) Amvpls (1) = z(t)ea(A(—myg e: — r(t) ea(t) + h ex + ¢7(1) e () + 67 e2).

La componente del secondo membro lungo I’asse z €, usando (B.32):

d d
T mw—xz(t)? .

x(t)eY(t) = 2mw:c(t)a g

Concludiamo che il momento angolare 1'ungo 1’asse z non si conserva eccetto nel caso in cui il
moto non soddisfi z(#)2 = ¢ con ¢ costante, per ogni t € R, cioé z(t) = 4c per ogni t € R. Questo
significa, dato che i moti sono funzioni continue, che gli unici moti ammissibili sono x(t) =
per ogni t € R.
Nel caso (1): mw?/k < 1, questo & possibile solo se A = B = 0. Pertanto deve essere in tal caso
x2(0) =0 e dx/dt(0) = 0.
Nel caso (2): mw?/k = 1, questo & possibile solo se A = 0. Pertanto deve essere in tal caso
x(0) = xg arbitrario e dz/dt(0) = 0.
Nel caso (3): mw?/k > 1, questo & possibile solo se A = B = 0. Pertanto deve essere in tal caso
x(0) =0 e dz/dt(0) = 0.

4.3.2. Soluzione. (i) Consideriamo in teorema delle forze vive nel riferimento .#’. Esso si
esprime come

d-T |4
dt

dove F include tutte le forze vere e inerziali che sono viste agire su P nel riferimento ¢’ F
¢ quindi pari al secondo membro di (B.30). In termini espliciti si ottiene:

—vpls-F,

dil”” = % e, - ((mw? — k)z e, + (¢¥ — 2mwi) ey + (kh + ¢° —mg) ) .
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Notare che, in particolare, la forza di Coriolis (2mwi e,) e la reazione vincolare non dissipano
potenza, dando contributo nullo al secondo membro dell’equazione di bilancio scritta sopra. In
definitiva si ha:

AV
o = (mw” — K) o x(t) .

che puo scriversi come:

d7 |y d Kx2 o2
dt dt '

In definitiva, sui moti € conservata la quantita :

2
x x
éa|j/ = Q7|y/+/€f—mw2f.
2 2
Il secondo addendo a secondo membro eél’ordinaria energia potenziale della molla, mentre

I'ultimo termine & un’energia potenziale attribuibile alla forza centrifuga, infatti:

2

-V (—mw2x

5 > = (mwz e, = —mw | g A (Wl g A(P(t) —0)))

¢ proprio la forza centrifuga che appare in .#’.

(ii) Esaminiamo la situazione energetica nel riferimento .#. Nel riferimento .# agiscono la forza
della molla, la reazione vincolare e la forza di gravita . Le forze conservative sono quelle della
molla e quella di gravita. L’energia potenziale gravitazionale mgz € pero costante a causa del
vincolo a cui e sottoposto il punto materiale. In definitiva, il teorema di bilancio dell’energia
meccanica, definita come &|, = (1/2)mvp|s + (1/2)k(P — H)? + mgz, dice che deve essere:

d&|.s

L =il (8 ey(t) + 07 e)

dove ¢¥(t) = 2mwi(t) per la (B.32), mentre vp| s - ¢* e, = 0 dato che il moto avviene nel piano
z = 0. Sappiamo anche che:

vply =vply +war|s AN(P(t) — O) = &(t) ex(t) + we, ANx(t) ex(t) = ©(t) ex(t) +wa(t) ey(t) .

In definitiva:

d&| s

odx (t)2
dt '

dt

= (2(t) ex(t) + wz(t) ey(t)) - 2mwi(t) ey(t) = mw

Otteniamo la stessa situazione gia discussa nel precedente esercizio: & |y si conserva solo sui
moti che soddisfano z(t) = costante per ogni ¢ € R. Le condizioni iniziali che forniscono tali
moti sono state studiate nel precedente esercizio.

4.3.3. Soluzione. Lavoriamo in coordinate cilindriche r, ¢, z adattate alla superficie cilindrica
in modo ovvio. Ricordiamo che allora

P—-0O=zP)e,+Re.(P), vp=2(P)e.,+ Rpe,(P),
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ap = —R¢*(P) e,(P) + Rj(P) e, (P) +Z e,
Il secondo principio della dinamica, per il punto P, e scritto come:
—MR(,bQ(P) e (P)+MRp(P)e,(P)+Mzie, =—-Mge, — k(P —Q)—~v(P—0)+¢"(P)e (P),
che possiamo riscrivere

—MR@*(P)e,(P)+MR(P)ey(P)+ME(P)e, = —Mge.—(k+7)(P—0)+r(Q—0)+¢" (P)e,(P).
(B.34)
Per il punto ) avremo similmente:

—mRE*(Q)e(Q)+mRH(Q)e, (Q)+mz(Q)e, = —mge, —(k+7)(Q—0)+r(P—0)+¢"(Q)er(Q).
(B.35)
Per aver tutto nella base associata alle coordinate cilindriche, teniamo conto che vale:

e, =cospe, —sinpe, e e, =sinpe.+cospe,.
Pertanto banalmente P — O = z(P) e, + R e,(P), mentre
Q-0=z2Q)e.+Re (Q) =2(Q)e.+ Rcosp(Q) e, + Rsinp(Q) ey =

2(Q)e.+Rcos p(Q)(cos p(P)e,(P)—sin p(P)e,(P))+Rsin p(Q)(sin p(P)e,(P)+cos p(P)ey(P)).
Cioé :
Q@ — 0 = 2(Q) ez + R(cos p(Q) cos p(P) + sin o(Q) sinp(P)) e, (P)
+R(sinp(Q) cos p(P) — cos p(Q) sinp(P)) e, (P)

ossia:

Q-0 =2z(Q)e. + Reos (p(Q) — ¢(P)) e,(P) + Rsin (p(Q) — ¢(P)) e,(P)

Inserendo in (B.34), raccogliendo i singoli fattori dei tre versori e,(P), e,(P), e, otteniamo le
3 equazioni, cambiando leggermente le notazioni:

MRyp = kRsin(pg —¢p) , (B.36)
Mip = —Mg—(k+7)zp+k2g, (B.37)
MRy = (y+r)R—KRcos(pQ — ¢p) — dp - (B.38)

Nello stesso modo, si ottengono (B.35) le equazioni per Q:

mRpg = —kRsin(pg —¢p) , (B.39)
mzg = —Mg—(k+7)zQ + kzp, (B.40)
ngbé = (v+K)R—~KRcos(pq — ¢p) — ¢p - (B.41)
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Abbiamo allora il sistema delle equazioni pure di movimento

. K.
gp = qrsin(pg—¢p) (B.42)
. K.
$o = —sin(pg—wp), (B.43)
fp = —g— (“J\ZV) zp + %ZQ, (B.44)
. (k+7) K

= gV E B.45
2Q g m 2Q + mzP ) ( )

e le equazioni che determinano le reazioni vincolari su ogni moto:

¢p = (y+rK)R—rKRcos(pq — pp) — MR} . (B.46)
oo = (v+rK)R—KRcos(pg — ppr) — ngbQQ . (B.47)

Quindise at =0, pp =0, pg = 7/2 e pp = pg = 0, indipendentemente dai valori di zp e zg
le reazioni vincolari valgono ¢p = (y+ r)Rez e pg = (Y + k)R ey.

Per concludere proviamo che la quantita My p+mpg si conserva sui moti. La prova si puo ottenere
direttamente dalle equazioni (B.42) e (B.43), moltiplicando ambo i membri delle prima equazio-
ne per M, quelli della seconda per m e sommando membro a membro le identita ottenute in tal
modo. In tal caso si ricava che M¢pp + myg ha derivata temporale nulla sulle soluzioni delle
equazioni del moto, ed e pertanto una costante del moto. Una via alternativa e quella di notare
che MRpp + mR¢g altro non e che la componente lungo 'asse z del momento angolare totale
del sistema rispetto al polo O e che, d’altra parte, il momento totale delle forze esterne applicate
sul sistema non ha componenti lungo I’asse z. Di conseguenza, la seconda equazione cardinale
assicura la conservazione di R(M¢pp + mpq).

B.5 Esercizi del Capitolo 6.

Esercizi 6.1
6.1.1. Soluzione. Le equazioni differenziali che determinano il moto sono

d*x 2k o

- = 22

dt?

d*y 2k,

az = T m?

d?z 4k 5

- = . B.48
dt? m ( )

Consideriamo la soluzione massimale con condizione iniziale x(0) = (0,0, z9) e v(0) = (0,0,0)
dove zp > 0. Sappiamo che tale soluzione esiste ed € unica in quanto ricadiamo nelle ipotesi del
teorema di esistenza ed unicita. Le prime due equazioni scritte sopra ammettono come unica
soluzione, rispettivamente, xz(t) = 0 e y(t) = 0 per ogni ¢ € R. La (B.48) non & integrabile
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in forma esplicita. Tuttavia si possono ottenere informazioni, sufficienti per dimostrare quanto
voluto, usando un opportuno integrale primo. Moltiplicando per dz/dt ambo membri di (B.48)
e raccogliendo a primo membro, con qualche banale passaggio si ottiene:

% Kdzdit))Q - 2;z(t)4] ~0.

Di conseguenza

da cui:

Quest’equazione puo essere integrata! in:

z dC

o) =% [ . (5.49)
Fissato il segno, dato che l'integrando e strettamente positivo, la funzione puo essere invertita
ottenendo due funzioni monotone: z = z4(t). zy edefinita per ¢ > 0, mentre z_ & definita
per t < 0 e z corre, in entrambi i casi, in [z9,+00). La soluzione massimale, che sappiamo
esistere ed essere unica, deve coincidere, a tratti, con le funzioni z4. Essa dunque & definita
come: z :=z_(t)set <0e z=2z4(t) se t > 0. Non ¢ completa in quanto l'integrale a secondo
membro in (B.49) converge a qualche valore w € R per z — +00, e qualche valore o € R per
z — —00. Questo e dovuto al fatto che, per z — +oc:

! =0(z7?).
2t — 24
Consideriamo una palla aperta B. in R3 x R? centrata nell’origine, x = 0, v = 0, e di rag-
gio € > 0. Non & possibile trovare alcun intorno aperto U dell’origine di R? x R? tale che,
tutte le condizioni iniziali V' producano soluzioni massimali con orbite contenute in B.. Pos-
siamo infatti scegliere come condizione iniziale x(0) = (0,0, 29) e v(0) = (0,0,0) dove zy > 0
e sufficientemente piccolo da ricadere in V. La soluzione massimale associata fuoriesce da B, in
un tempo finito, dato che la componente z(t) della soluzione & crescente e ammette limite 400
per t — w. La stessa cosa accade considerando l’andamento a ¢t — a: z(t) - —oo. Concludia-
mo che la configurazione di equilibrio data dall’origine di R? non & stabile nel passato e nel futuro.

1Si osservi che 'integrale converge per z — zg in quanto:
1 1

2t —z8  Vz—z20v/(2 — 20)(2% + 22)

e la singolarita & dovuta solo al primo fattore al secondo membro che ¢ integrabile.
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B.6 Esercizi del Capitolo 7.

Esercizi 7.1

7.1.1. Soluzione. Notiamo preventivamente che il sistema .# & inerziale per cui dobbiamo
considerare solo forze vere, inoltre i vincoli sono olonomi ed ideali: possiamo applicare il forma-
lismo lagrangiano.
(a). Usando le coordinate libere ¢p e ¢q, le posizione dei punti P e @ sono determinate, nel
riferimento ., dai vettori posizione:

xp = Rcos¢pe,+ Rsingpe,+ Rope,, (B.50)
xQ = HRcos¢ge,+ Rsingge, + Rope, . (B.51)

Da cui ricaviamo le velocita (rispetto a .%):

vp = gﬁp(—Rsimﬁpex+Rcos¢pey+Rez), (B.52)
vo = ¢g(—Rsingge,+ Rcospge, + Re,) . (B.53)

Dalle due ultime formule possiamo scrivere I’energia cinetica .7 = %v% + %Vé riferita a .Z, in

funzione delle coordinate libere ¢p, ¢ e delle associate coordinate puntate bp, <Z'>Q :

mR?

9:2

o mR? ., /.

gb%; (st bp + cos> pp + 1) + Tgbé (sm2 g + cos? oq + 1) .
Con ovvie semplificazioni si trova:

T =mR? (¢p + 43) -

Consideriamo inizialmente il caso v = 0. In questo caso tutte le forze attive sono conservative
e di conseguenza il sistema ammette lagrangiana, £ |y, = . = 7 — U, dove % = U |, ¢la
somma delle energie potenziale di ogni forza conservativa agente sul sistema. In pratica abbiamo
un contributo a % dovuto all’energia potenziale gravitazionale:

mgzp +mgzg = mgR(ép + ¢q)

ed un contributo dovuto all’energia potenziale della molla tra P e Q:
K 5 KR? . . 2
5 (P = Q)" = ——[(cosgp —cosdq) ez + (sindp —singg) ey + (bp — ¢q) e:]" .

Quest’ultimo contributo, eseguendo i quadrati, si semplifica in:

IiR2 K;RQ
—5 [2(1 = cospp cos ég = sin psin dq) + (9 — 60)°| = =5 [2(1 = cos(ér — 6q)) + (¢ — 60)°] -
In definitiva:
_ 2
U =mgR(¢p + ¢q) + KR |1 — cos(dp — ¢q) + @SP;Z)Q)
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La lagrangiana del sistema, nel caso v = 0, ¢ data dunque da:

(op — $0)?

Z =mR? (Cﬁ? + c%) —mgR(¢p + ¢q) — kR* |1 — cos(¢p — ¢g) + 5

(B.54)

Nel caso v = 0, la parte non banale del sistema di equazioni differenziali di E-L prende la forma:

doy 0%

dt@q 8qk =0, doveq1:¢peq2:¢Q.

La parte banale del sistema di equazioni ¢, ovviamente, quella che sancisce che, sul moto, le
variabili puntate sono le derivate temporali di quelle non puntate. Nel caso in esame si trova
allora il sistema in forma definitiva (del secondo ordine):

2

2mR2ddf2P = —mgR — kR? [sin(¢P — (bQ) + ((Z)P — (z)Q)] , (B.55)
2

2t ddig@ —mgR + kR? [sin(¢p — ¢q) + (¢p — 6Q)] - (B.56)

Passiamo al caso in cui sia presente la forza viscosa agente sul solo punto P. Tale forza non
ammette potenziale non essendo posizionale e quindi nemmeno conservativa. Pertanto dobbia-
mo usare la formulazione delle equazioni di E-L in cui appaiono esplicitamente le componenti
lagrangiane delle forze attive:

— =9, doveq1:¢peq2:d>Q.

Tuttavia, tra le forze agenti sui due punti, solo la forza viscosa non ammette potenziale, per cui
possiamo semplificare le equazioni di sopra come, usando la stessa lagrangiana di prima:

do¥Y 0% vise
q0F ofF Q,g ) , dove ¢! = ¢p e ¢* = g, (B.57)

dove ngisc) sono le componenti lagrangiane della sola forza viscosa. Le forze conservative sono
state inglobate a primo membro nel termine —% presente nella lagrangiana .#. Nelle nostre
ipotesi abbiamo che

msc Z 8Xz ) (msc aXR ) (_ v )

In definitiva usando (B.50) e (B.50), otteniamo che nel calcolo delle componenti lagrangiane
della forza viscosa, solo la componente con k = 1 (cioé relativa a ¢p) €non nulla. Essa ¢ data

da:

Q§visc) az (Rcos¢p e, + Rsingp e, + Rope;) p (—Rsin¢ppe, + Rcosppe, + Re,).

403



Con qualche calcolo si ha ’espressione finale:
QY}’L’SC) _ _Q’YRQQ‘SP '

In questo caso le equazioni di E-L diventano quindi, esplicitando (B.57):

d? d
2mR? d;ép = mgR — kR? [sin(pp — dq) + (¢p — 6Q)] — 27R2% : (B.58)
dQ
2mR? df?Q = mgR+ kR*[sin(¢p — ¢g) + (¢op — dg)] - (B.59)
(b). II cambiamento di variabili 6 = ¢p — ¢g, T = ¢p + ¢¢g ¢ biettivo e bidifferenziabile. Le
formule inverse sono: ¢p = (0 + 7)/2 e ¢g = (7 — 0)/2 da cui ¢ evidente che, variando la

coordinata 7 e tenendo fissa la coordinata 6, si produce una rotazione rigida del sistema di punti
di un angolo 7/2 composta con una traslazione lungo l'asse z di R7/2.

Dalle leggi di trasformazione di coordinate scritte sopra si ha che: QZ'SP = (0 +7)/2 e (;'SQ =
(7—0) /2. Sostituendo tutto nell’espressione (B.54) troviamo infine Pespressione della lagrangiana
in funzione delle nuove variabili:

- mR? , ., . s 9 62
ZL(0,71,0,7) = ((9+T) + (7 —0) )+ngT—/<cR l—cosH—i—E ,
ossia ) 2
3(9,7,9,%): m;% (92+%2)+ngT—HR2 1—cos€—|—2} .

Nel caso g = 0 la lagrangiana si riduce a:

. 2 . 2
L(0,7,0,7) = @ (02 + %) — kR? {1 —cosf + 92} :

In questo caso 'equazione di E-L per la coordinata 7, visto che . non dipende esplicitamente
da 7 risulta essere:

a0y _,
dt\ or /)
In altre parole, la grandezza:
0L odT

si conserva nel tempo sul moto (cioé sulle soluzioni delle equazioni di Eulero-Lagrange).
Tornando alle coordinate libere ¢p e ¢ la grandezza L. assume forma:

_ 0z _ 2(@ dﬂ)
Ii=gr =m0+ )

Consideriamo ora il momento angolare del sistema di punti nel riferimento .# rispetto al polo
O:
Ioly =(P—-0)Amvp+(Q—0)Amvg.
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11 calcolo esplicito, usando (B.50), (B.51), (B.52) e (B.53), fornisce immediatamente che

e, - Fo‘j = mR? (Clg% + %) .
Concludiamo, di conseguenza, che la grandezza conservata I non ¢ altro che la componente lungo
I’asse z momento angolare del sistema di punti nel riferimento .# rispetto al polo O.

7.1.2. Soluzione. Notiamo preventivamente che il sistema .# ¢ inerziale per cui dobbiamo

considerare solo forze vere, inoltre i vincoli sono olonomi ed ideali: possiamo applicare il forma-
lismo lagrangiano.
(a) Determiniamo la lagrangiana del sistema, che indicheremo con £ sottointendendo il riferi-
mento .#. Dato che tutte la forze attive sono conservative la lagrangiana avra forma . = .9 —%,
dove 7 elenergia cinetica riferita ad ., mentre % ¢l’energia potenziale totale riferita allo
stesso sistema di riferimento. Valutiamo per prima ’energia cinetica. Scriviamo a tal fine la
posizione e la velocita dei due punti in funzione delle coordinate libere 71,1 e 19,1 e delle
associate coordinate puntate. Tenendo conto che, data ’equazione del cono, la quota z; di P;
coincide con il raggio r; che ha lo stesso punto in coordinate polari piane nel piano z = 0, si ha
banalmente che

Py — O =ri(cospi e, +sinp; e, + e;).

e similmente:
P, — O =ri(cospr e, +sinpa e, + e;).

Ora lavoriamo solo con il punto P; . Assumendo che le coordinate libere r1, ¢; dipendano dal
tempo, derivando nel tempo e sostituendo con le variabili puntate le derivate temporali delle
coordinate libere, si ha:

vi =71(cosp1 e; +sinpr e, + €;) + ri¢i(—singi e; + cos 1 €y) ,
da cui, quadrando e tenendo conto dell’identita cos? o1 + sin? ¢; = 1 troviamo:
vi =217+ rigt .
Analogamente deve essere:
v3 =292 4 rig3.
Mettendo tutto insieme, I’energia cinetica si scrive:

7 =5 (201 +72%) +rigl +1343) - (B.60)

L’energia potenziale ¢ data dalla somma delle energie potenziali gravitazionali mgz, + mgzo
pitt dall’energia potenziale della molla: x(P; — R2)?/2. In particolare, dall’espressione trovata
sopra per P — O e P, — O si ha:

(P — P2)2 = (71 cosvpy — ro cos 4,02)2 + (rysingp) — rosin <p2)2 + (r1 — r2)2 ,
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da cui, sviluppando i quadrati e tenendo conto dell’identita : cos(a — b) = cosa cosb+ sinasin b
si ricava:
(P, — Py)* =12 4+ 12 — 2ryry cos(pr — o).

In definitiva:

K
U (Pr, Py) = mg(ry + 1) + 5 (r% + 72 — 27179 cos(py — @2)) , (B.61)

da cui, tenendo conto di (B.60):

m . . . . K
2= (2007 +02%) 4 2+ r3ER) —ma(ri-r) = 5 (7 + 7 — 2 coslien — 92)) - (B.62)

Con questa lagrangiana le equazioni del moto di Eulero-Lagrange risultano essere

QmUZT; = mr <dc<lp;1>2 —mg — k(ry — racos(p1 — 2)) , (B.63)
2m(§7;2 = mr <d:{;2>2 —mg — k(rg —r1cos(¢1 — ¢2)), (B.64)
m% <r%%) = —krirgsin(er — ¢2), (B.65)
m% <r§%) = —krirgsin(eps — ¢1) . (B.66)

(b) Va’le (1): (901*@2)/2 e O = (QOIJF‘PZ)/Q da cui Y1 = q)+9a Y2 = Q*Q)a Sbl = (I)+9a
p2 = © — ®. La lagrangiana (B.62) espressa nelle nuove variabili assume pertanto la forma:

2 = 2 [2007 47127 + (1 +13) (87 + 6?) + 203 - 13) 86

K
—mg(r1 +12) — 5 (7’% + 7’% —27r179 cosZ@) .

Quindi la lagrangiana non dipende esplicitamente da © e pertanto la grandezza 0.%/ 90O si con-
serva sui moti del sistema in virtu delle equazioni di Eulero-Lagrange. Tornando nelle coordinate
iniziali:

— =2 [("7 +12%)0 + (117 = 1?)®] = — (1% +127) (81 + B2) + (7P — 12%) (b1 — $2)] -
00 2 2
Sviluppando ’espressione si ha infine, sul moto:

%:mrlﬁ—i-m@ dt .

Con banali passaggi di calcolo vettoriale, esprimendo P; — O e le velocita v; in funzione delle
coordinate libere, come determinato all’inizio dell’esercizio, si verifica facilmente che:

0L

— = eZ‘F 9
90 ol
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dove:
I‘o‘j = (P — 0) Amvy + (Py — 0) A mvy

¢ il momento angolare totale del sistema nel riferimento .# rispetto al polo O.

7.1.3. Soluzione. (a) Usiamo come coordinata libera la componente z del vettore P — O nel
riferimento non inerziale .#. Dato che nel riferimento inerziale non compaiono forze non conser-
vative (esclusa ovviamente la reazione vincolare ¢), € conveniente usare la lagrangiana rispetto
al riferimento inerziale .| , = J|; — %| ;. Ricaviamo l'energia cinetica 7| ; = smvy|
espressa in funzione di z e #. La velocita nel riferimento non inerziale .# ¢ data banalmente
dalla derivata nel tempo di:

P —0 =z(t) e, +sinhz(t) e, ,
tenendo conto che i versori e, e e, sono fissi in tale riferimento. Abbiamo allora che:
vp|ly =d e, +dcoshze,.
La velocita nel riferimento .# si ottiene allora come

vp

s =vplstws|;N(P—-0O)=1te,+icoshre, +Qe, A\(re,+sinhre,).

Svolgendo il calcolo otteniamo:

vp|,=1e; +Qre,+icoshre,. (B.67)

Otteniamo di conseguenza che:

T

m. m
g = 5562 (1 + cosh? a:) + 5921’2 . (B.68)

Abbiamo due contributi all’energia potenziale 7| ;. Uno ¢ dovuto alla forza di gravita: mgz e
I'altro ¢ dovuto alla forza della molla: (k/2)x?. In definitiva:

_m.o 2 : 1 2y,.2
2 ;= Dk (1 + cosh :c) — mgsinhz — i(ﬂ—m(l )z . (B.69)

Con questa lagrangiana abbiamo che

0Z| ; 0L ;
o ox

Per cui, le equazioni di Eulero-Lagrange si scrivono:

= mai(1 + cosh?z) , = ma? sinhz coshz + (mQ? — k)x — mgcoshz .

d d
pril (d—f(l + cosh? :c)) = ma? sinh z cosh x + (mQ? — k)z — mgcoshz

che forniscono:

de 2 dx 2 . dx 2 . 2
mﬁ(lecosh x)+2m <E> smh:ncosh:z:zm(a) sinh x cosh x 4+ (mQ* — k)x —mg cosh x.
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La forma finale delle equazioni di Eulero-Lagrange ¢ pertanto:

&2z (mQ? —k)x —mgcoshz —m (%)2 sinh x cosh
m——s = 5 (B.70)
dt 1+ cosh”z

(b) Direttamente dalla definizione di .7 abbiamo che:

d 0L,  doZ|,; d
@ o i or @

B

Usando le equazioni di Eulero-Lagrange possiamo riscrivere ’identita di sopra come:

d , didZ|; 0L, d
@ o Tt e @’

e

Aggiungendo e togliendo 0.

7/ 0t si ottiene infine:

i dido%|, 0%\, 0%, d 02|,
af=w o Yo tTa alli o

D’altra parte, dato che .| ; = Z| ;(t,7,%) deve anche essere:

d d0%), 0L, 0%,
ST % or e T

$$

Inserendo questa identita nell’espressione trovata sopra otteniamo infine che, su ogni soluzione
delle equazioni di Eulero-Lagrange vale I'identita notevole:

%jf(t,x(t),fv(t)) = —;,ﬁf\j(t,x(t),i(t)) .

Dato che, nel caso in esame da (B.69) ¢ evidente che .Z’| > non dipende esplicitamente dal tempo,
si ha p 9

77 (42(1),5(t) = =5, 2] 4(t,2(1),4(t)) = 0,
e pertanto su ogni soluzione delle equazioni di Eulero-Lagrange 7 & una costante. Passiamo a
stabilire il significato fisico di %, che calcolato esplicitamente da (B.69) fornisce subito:

1
H(x, 1) = %:&2 (1 + cosh? :L') + mgsinhx + §(H —mQ?)z?. (B.71)

Vogliamo dimostrare, per verifica diretta che J# e 1’energia meccanica totale valutata nel rife-
rimento non inerziale .#. Nel riferimento inerziale .# non si conserva I’energia meccanica: per
mantenere il sistema in rotazione bisogna fornire lavoro dall’esterno. Tale lavoro e dissipato dal-
la reazione vincolare ¢. Si osservi infatti che la reazione vincolare ¢ in generale compie lavoro
nel riferimento .# dato che essa ¢ normale alla curva, ma la direzione della curva non ¢ quella
della velocita del punto materiale, visto che la curva stessa e in movimento in #. Valutiamo la
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situazione nel riferimento non inerziale .#, tenendo conto della presenza delle due forze inerziali
di Coriolis —mw s| » A vp|s e quella centrifuga —mw s| ; A (ws| ; A (P — O)) (le altre forze
inerziali sono assenti dato che w s| ; & costante nel tempo). Nel riferimento non inerziale, la forza
¢ non compie lavoro in quanto, per costruzione, € sempre perpendicolare alla velocita del punto
materiale P in quel riferimento. Le altre forze agenti sono quella di gravita che e conservativa,
quella della molla che & conservativa, quella di Coriolis che non compie lavoro (dato che per
definizione € perpendicolare alla velocita ), infine ¢’e ancora la forza centrifuga che, come vedre-
mo ¢ conservativa. L’energia meccanica totale nel sistema di riferimento .#, data dalla somma
dell’energia cinetica e delle tre forme di energia potenziale suddette e quindi una costante del
moto. Mostriamo che coincide con 4. Scriviamo ’equazione del moto in forma Newtoniana
nel riferimento .. Se x = P— O = x e, +sinhz e, e quindi vp| s = & e, + & coshx e,, abbiamo
che:

d2
dat?

d d
X = —mgez—/fa:ex—erz/\(d—f e, + d—f cosh x ez) —mQQeZ/\( e, A (rxe, +sinhze,))+o.

54

m

Sviluppando entrambi i membri troviamo:

d? d
re;+sinhzre,) =—-mge, — kre, + mOr e, — mQ—CE e, +¢. (B.72)

m i

Le due ultime forze non compiono lavoro essendo perpendicolari alla velocita (che & sempre
diretta lungo e;). La forza centrifuga si ottiene derivando in z e cambiando segno all’energia
potenziale centrifuga —%mQ%Q, che corrisponde a quella di una molla con costante elastica
negativa. In base al teorema di conservazione dell’energia meccanica, si deve conservare nel
tempo, su ogni moto, la somma dell’energia cinetica e dell’energia potenziale totale. L’energia

cinetica in .# vale

1 m [ dx\>
§mv%|j =5 (E> (1 + cosh? x) )

pertanto l'integrale primo suddetto ha la forma:
dz\? 1
% <d—f) (1 + cosh? a:) + mgsinhx + §(ﬁ—m§22)x2.

Questa &, su ogni moto, proprio l’espressione trovata per ¢ (B.71).
(c) Direttamente da (B.72) abbiamo che:

T de 2
o) :mﬁ—i-(/i—mﬂ )T .

Usando (B.70) per esplicitare md?z/dt? in funzione di x e della sua derivata prima nel tempo,
si trova su ogni moto:

(mQ? — k) — mgcoshz —m (%)2 sinh x cosh

x " — _ Q2 +
¢(x, &) = (k= m)x 1+ cosh?z
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cioe , in funzione di = e T:

% (. ) (k — mQ?)x cosh?® z — mg cosh & — ma? sinh z cosh (B.73)
T, 1) = : .
1 + cosh? z

(d) Dato che S si conserva nel tempo, per il moto con condizioni iniziali z(0) = 0 e #(0) =v > 0
deve essere:

H(0,v) = H(x(t),z(t)), per ognit.
Di conseguenza, direttamente da (B.71) troviamo che deve essere
2 _ M. \2 2 . } B 2 2
mv® = —i(t) (1 + cosh x(t)) + mgsinh z(t) + 2(& mO )z (t)”,
da cui:

mis(t)? = 2mov? — 2mgsinh z(t) + (mQ? — k) (t)? .
1 + cosh? z(t)

Sostituendo in (B.73) si ricava I’espressione richiesta dal quesito:

(k — mQ2)x(t) cosh? z(t) — mg cosh z(t)
1 4 cosh? z(t)

¢* (x(t)) =

2mgsinhz(t) — 2mv? + (x — mQ?)a(t)’
| 2mgsin z(t) — 2mu 2+ (5 — m@)z(t) sinh z(t) cosh x(t)
(1 + cosh® x(t))?

7.1.4. Soluzione. (a) La Lagrangiana riferita al riferimento inerziale .#, tenendo conto che
tutte le forze attive sono conservative, ha la forma generale, con ovvie notazioni:

£ = %(V%—i—vé) —u . (B.74)

Le velocitavp e vg sono riferite al sistema 7. Dobbiamo scrivere tutte le grandezze che
appaiono nella lagrangiana di sopra in funzione di ¢, ¢,,1. Cominciamo con il notare che
Q—0=Q—P—+P—0 e ancora

P—0O=1L(cospe, +sinpe,), Q—P=L(cose,+sinye,). (B.75)

Di conseguenza
Q — O = L[(cos ¢ + cost)) e, + (sind + sinv)) e;] . (B.76)

Queste espressioni permettono di esplicitare ’espressione di
k 2
U =mg(zp + zg) + 5(@ - 0)

in funzione degli angoli, ottenendo:
2

U (p,1) = mgL(2sin ¢ + sin)) + % ((cosgb + costp)? + (sing + sim/;)Q)2 ,
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da cui:

U (p,0) = mgL(2sin ¢ + sin1)) + kL*(1 + cos(¢ — 1)) . (B.77)

Le espressioni calcolate sopra per P —O e Q — O permettono anche di calcolare le velocita di P e
Q nel riferimento .# in funzione di ¢, ¢, ¥, 1. Le velocit nel riferimento S si ottengono usando
le solite leggi di trasformazione cinematica, tenendo conto del moto relativo dei due riferimenti.
Assumendo che gli angoli varino su un moto del sistema e derivando nel tempo P—0O e Q — O in
(B.75) e (B.76), tenendo conto che i versori sono costanti nel tempo nel riferimento .# otteniamo:

vply = L(—gﬁsingf)ew + q'ﬁcos¢ez) ) (B.78)
vols = —L(¢sind +1sineh) e, + L(dcosd + 1 cos)) e, . (B.79)

La velocitadi P e @ in S si ottengono dalle formule:
VP:VP|y+Wj|j/\(P—O):VP|j+QeZA(P—O), VQ:VQ|y+QezA(Q—O).
11 calcolo esplicito, facendo uso di (B.75), (B.76), (B.78) e (B.79), produce facilmente:

vp = —dLsinge, + QLcosd e, + Locosde, , (B.80)
vg = —L(¢sing + 1 sine)) e, + QL(cos ¢ + cos 1)) e, + L(¢cos ¢ + 1 cost) e, . (B.81)

Sostituendo queste espressioni per le velocita nel secondo membro di (B.74) ed usando anche
Pespressione (B.77) per lenergia potenziale, troviamo l’espressione finale della lagrangiana &
in funzione delle coordinate scelte:

mIL2Q?
2

mIL?

L = 5 (267 440 + 2 cos(9 — ) +

{(cos ¢ + cos1b)? + cos? <z5]

—mgL(2sin ¢ + sineh) — kL*(1 4 cos(¢ — 1)) . (B.82)

Le equazioni di Eulero-Lagrange risultano essere di conseguenza:

2 2 2
2mL2% +mL? cos(¢ — w)% = —mL? <%> sin(¢ — ¢) — mL*Q?(2 cos ¢ + cos 1) sin ¢
+kL%sin(¢ — ) — 2mgL cos ¢, (B.83)
insieme a
2 2 2
mi? Y mi cos(v — 0) 5 = ~mE? (9 sin(s — ) — mL20(cos s+ cos ) sin

+kL*sin(¢) — ¢) — mgL cosp . (B.84)

(b) Le equazioni di Eulero Lagrange scritte sopra non sono in forma normale: a primo membro
compare una combinazione lineare delle derivate di ordine massimo e non le derivate di ordine
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massimo separatamente su ogni riga. Il sistema di equazioni scritto sopra puo essere trascritto
d2
[ 2 cos(¢p — w)-| [dTgs-l

oow 1l
Ba% (%)% sin(g — ) — ML2Q2(2cos ¢ + cos 1) sin ¢ + kL2 sin(¢ — 1) — 2mgL cos 9|

come:

mL?

—mL? (%)2 sin(y) — ¢) — ML?*Q2(cos v + cos @) sinep + kL? sin(y) — ¢) — mgL cos ) |

Se la matrice quadrata a primo membro risulta invertibile, il sistema si puo scrivere in forma
normale moltiplicando ambo i membri per la matrice inversa. Il determinante della matrice
detta ¢ (a parte il fattore mL?), 2 — cos?(¢ — v) che & sempre strettamente positivo e pertanto
la matrice puo essere invertita. Il calcolo con la regola di Cramer fornisce:

[ 2 cos<¢—w>]‘1_(2_ 2<¢_¢>>—1{ L —cos(6 - )]
eosto—) 1 | Ceosé—w) 2

Il sistema di equazioni di Eulero-Lagrange si riscrive in forma normale come:
d2¢
[W-I - 1 [ 1 —cos(¢p — 1/1)-| )
- 2 2
dsz mL?(2 — cos?(¢p — 1)) {_ _ J
\~dtQ COS(¢ w) 2

{—mL2 (%)2 sin(¢ — ) — mL?*Q2(2cos ¢ + cos 1) sin ¢ + kL? sin(¢p — 1) — 2mgL cos ¢-|

X
—mL? (‘2—‘?)2 sin(y) — ¢) — mL?Q?(cos 1) + cos @) sintp + kL% sin(¢yp — ¢) — mgL cosp |

(c) Dato che la lagrangiana (B.82) non dipende esplicitamente dal tempo, di conseguenza, per
il teorema 9.3 si conserva ’hamiltoniana:

.07 .0%Z
0¢ oY
11 calcolo esplicito fornisce immediatamente:
2 . . . . 2 2
H = m2L (2(]52 + 9% 4 2¢n) cos(¢p — ¢)) - mL2 L [(cos ¢ + cosh)? + cos? ¢]

+mgL(2sin ¢ + sin 1) + kL*(1 + cos(¢ — 1)) . (B.85)

1l significato fisico si JZ € quello dell’energia meccanica del sistema fisico nel riferimento non
inerziale .#. Infatti, dalle (B.78)-(B.79) si ricava immediatamente che 'energia cinetica del
sistema dei due punti nel riferimento .# ¢:

2, . . ..
Ty = "5 (207 440 4+ 20 cos(o — v) -
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Nel riferimento .# agiscono sul sistema fisico le reazioni vincolari che non compiono complessiva-
mente lavoro per I'idealita dei vincoli, le forze conservative di gravita e della molla che producono
un’energia potenziale complessiva:

+mgL(2sin ¢ + sinvp) + EL*(1 + cos(¢ — 1)) ,

le forze di Coriolis che non compiono lavoro in quanto perpendicolari ai vettori velocita , le forze
centrifughe che sono perpendicolari ed uscenti dall’asse z ed hanno modulo pari a mQ2%dp e
mQQdQ rispettivamente, dove dp e dg sono le distanze dei punti indicati dall’asse z. Queste
forze hanno la stessa struttura di forze di molle repulsive di costante —m? fissate all’asse z a
punti P’ e @’ che stanno sempre alla stessa quota del rispettivo altro estremo della molla P e
Q. Le due forze centrifughe sono dunque forze conservative con energia potenziale totale pari a:

m L3202
2

mO2
2

(d% + d%) = - [cos2 ¢ + (cos ¢ + cos w)Q] :
Sommando tutti i contributi, 'energia meccanica totale nel riferimento .# vale:

mL2Q2
2

2
Els= % (2<752 + % + 2¢n) cos(¢ — w)) — {(cosqb + cos w)z + cos? ¢]

+mgL(2sin ¢ + sin)) + kL*(1 + cos(¢p — ) .
Pertanto essa coincide con ¢ sui moti del sistema.
(d) Direttamente dal sistema di equazioni (B.83)-(B.84) si vede che le 4 curve costanti (¢(t), (1)) =
(£7/2,£7/2) soddisfano le equazioni del moto e le condizioni iniziali dette. Dato che le equa-
zioni sono scrivibili in forma normale, con secondo membro di classe C*° vale il teorema di
unicita delle soluzioni, quindi quelle trovate sono le uniche soluzioni con le condizioni iniziali
imposte per ipotesi.

B.7 Esercizi del Capitolo 10.

Esercizi 10.1
10.1.1.  Soluzione. (a) Per prima cosa notiamo che, direttamente dell’equazione di T?
pensando P come il punto materiale e ¢ = ¢(t), 8 = 6(t), abbiamo che:

x=P—-0=(R+rcosf)cospe, + (R+rcosf)sinpe, +rsinge,
e quindi:
vp = (R+rcosf)p(—sing e, +cospe,) +rfcosfe, —rfsinf (cospe, +singe,).
Ovvero:

Vp = — [(R + rcos 0)¢sin ¢ + 6 sin 0 cos ¢] e+ [(R + 1 cos 0)¢ cos ¢ — 6 sin 0 sin qﬁ] ey—l—ré cosfe,.
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Eseguendo il quadrato del secondo membro e moltiplicando il risultato per m/2 troviamo

Penergia cinetica in .# che vale esplicitamente:

R+1cosf)? .,  mr?

m(
7 = 2 + 2

L’energia potenziale della molla & :

k

5( 2 2

P—0) = ﬁr2 sin” 6 + ﬁ(R—i-r(:OSQ)2 = g (R2 +r? +27’Rcos€) .

Possiamo ridefinire ’energia potenziale omettendo la costante additiva senza perdere informa-

zioni:

U (0,¢):=krRcosf

Nel caso v > 0 la forza viscosa sara descritta tramite le componenti lagrangiane:

ox

=95 (—yvp) = —v(R + rcos0)2¢

2y

ox 9
2o =55 (m7vp) =0

Introdotta la lagrangiana parziale (che non tiene conto della forza viscosal):

m(R+rcos)? ., mr?

-
5 + 5 0 krR cos 6

=T YU =

le due equazioni di Eulero-Lagrange non banali possono scriversi:

dor oz _
at oy 99 "7
do¥ 0%
iios 06 2
che si riscrivono, esplicitamente:
d 2d¢) _ 2 do
me ((R—i—rcos&) i) = Y(R 4+ rcos6) o
d20 <d¢>2 do
209 ap . . 2av .
mrt s mr(R + rcos ) o sin —~yr o + krRsin6 .

(B.86)

(B.87)

(B.88)

(b) Nel caso in cui v = 0, la lagrangiana completa del sistema e data in (B.86). Si vede che tale
lagrangiana ammette la coordinata ¢ come coordinata ciclica. In tal caso il momento coniugato

associato € un integrale primo. Quindi abbiamo I'integrale primo:

0L

== = m(R—l—rcosH)Q@ .
99

o dt
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Dimostriamo che questa ¢ la componente z del momento angolare rispetto al polo O in .#. Da
x=P—-0=(R+rcosf)cospe, + (R+rcosf)sinpe, +rsinge,
e
vp=— [(R + 1 cos 0)psin ¢ + 0 sin 0 cos d)] e,+ [(R + 1 cos )¢ cos ¢ — 6 sin 0 sin qﬁ] ey—l—ré cos fe,,
abbiamo facilmente che:
Ioly - e;=mxAvp- e, =m(xvpy, — yvpy) = m(R + rcos 9)2q5,

cioé su ogni moto: .

ps=Tols e =m(R+rcosd)?sp. (B.89)
Per quanto riguarda ’energia meccanica totale, siamo nelle ipotesi del teorema di Jacobi dato
che nelle coordinate usate (che sono adattate a .#), la lagrangiana non dipende esplicitamente
dal tempo. Pertanto essa si conserva e coincide con I’hamiltoniana del sistema. Vale

m(R + r cos 6)*
2

(c) Dobbiamo scrivere la legge che connette le coordinate ¢, 0, ps, pg in funzione delle coordinate

o, 0,0,0, invertire questa trasformazione ed esplicitare ’hamiltoniana in (B.90) in funzione di

®,0,p4,pe. Sappiamo che py ¢ dato in (B.89) mentre:

H($,0,0,0) =T +U = @ + 92 + krRcosf . (B.90)

0L 24
= — =mr-f.
Po Y,
quindi:
. 1
0= —m, (B.91)
. 1
= . B.92
¢ m(R + r cos 0)2p¢ ( )
Nelle variabili ¢, 8, ps, ps, I'hamiltoniana (B.90) si riscrive:
2 2
Pg Py
0 = k 0.
%(d)? 7p(;57p9) 2m(R+7"COS 9)2 2 + krR cos
Le equazioni di Hamilton sono allora:
dpg < o )
— = 0 B.93
dt ’ (B.93)
d¢ Po
oY B.94
dt < 8p¢ ) (R+rcos)?’ ( )
dpe < ) p¢r sin 0 .
—-— = = k 6 B.
dt m(R + rcosf)3 T krRsing, (B-95)
do < > Do
— = = . B.96
dt ops / mr? (B.96)

415



(d) Consideriamo le equazioni di Eulero-Lagrange (B.87)- (B.88). Se inseriamo nella seconda
equazione le condizioni iniziali il secondo membro si annulla. Si osservi allora che la funzione
f(t) = 0 costantemente per ogni t € R soddisfa sia le condizioni inziali in é che la seconda
equazione qualunque sia la soluzione dell’altra equazione. Dato che il sistema di equazioni ¢ in
forma normale con secondo membro regolare quella trovata e parte dell’unica soluzione. Con
questa funzione 6 = (), la prima equazione si riscrive:

d 2d¢) _ 2d¢
ossia: 20 i
i
dt? * m dt 0
Il polinomio caratteristico associato e
A+ Lx =0,
m

con soluzioni x = 0, —y/m. La soluzione generale dell’equazione dunque ¢ :
¢(t) = A+ Be /™.

Le condizioni iniziali dicono che: ¢(0) = A+ B =0dacui A = —B, e ancora v = d/dt|=op(t) =
—yBe "™ /m|;—¢ da cui: B = —mv/v. La soluzione (massimale) del problema, cioé il moto
del sistema individuato dalle condizioni iniziali dette, & dunque:

0(t) =0, o(t)= @(1 — e /™) per ogni t € R.
Y

10.1.2.  Soluzione. (a) Useremo la lagrangiana .Z| ; relativa al riferimento inerziale 7.

Dobbiamo per prima cosa esprimere la velocita dei due punti rispetto al riferimento J usan-
do le coordinate libere x,6,s. Usiamo un sistema di coordinate polari piane (r,6) nel piano
perpendicolare a e, e passante per O + = e,. Allora

e, =cosfle, +sinffe, ey=—sinfe,+cosle,.
Si tenga conto che P — O = x e, 4+ coshz e, mentre Q — O = x e, + re,. Vale:
vp|ly =t e, +dsinhze,, vQ]y:Jvem—l—i“er—i—réeg. (B.97)

Di conseguenza:

vpl;=vp|ls +Qe, N(ve, +coshre,) =ie,+Qre, +isinhre,,
mentre:

7 =Vgls+Qe.N(ve, +1e;) :i:e$+fer+réeg+9xey+QeZA(rcos@ey—i—rsinﬁez)

V@
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= :bex+fer+r9e9+9mey—9r cosfe, = abex+fer+r9eg+9x(cos Oe, —sinfey) —Qrcosbe,.

Abbiamo trovato che:

vpl; = ie,+Qre,+dsinhze,, (B.98)
vgly; = (& —Qrcosf)e, + (7 +Qrcost) e, + (rf — Qzsinf) ey . (B.99)

Entrambe le velocita sono ora espresse rispetto a due terne ortonormali (diverse) di versori.
L’energia cinetica in 7 ; vale allora, tenendo conto che cosh? z + sinh? z = 1,

T

4= (vel +vol%)

= % (9’62 + 0222 + #2sinh? z + (& — Qrcos0)? + (7 + Qz cos 0)% + (10 — Qasin 9)2) .
Quindi:
_Mm.9 2 2242 m 2.2 2,2 2
9\1;—5(:1; (1 + cosh®x) + 7= + r<0 )—1—5(29 x* + Q°r* cos 0)
—mQfresin @ + m(rx — ir)Qcosh .

L’energia potenziale ¢ data dalla somma dell’energia potenziale gravitazionale piu quella della
molla. Usando P—Q=P—-0—-(Q —0)=ze, +coshze, — (xre,+re,)=coshre,—re, e
e, - e, = sinf, troviamo:

k k
U =myg(zp+2q)+ B (P — Q)* = mg (cosh z + rsin ) + B (TQ + cosh?z — 27“cosh:csin9) :

La lagrangiana in 4 ha quindi forma:

L) ;= % (:t'2(1 + cosh?z) + 72 + r292) + % (292$2 + Q272 cos? 9)

—mQfrzsin + m(iz — ir)Qcosd — mg (cosh z + rsin §) — g (7"2 4 cosh? z — 2r cosh 2 sin 9) .

Le tre equazioni di E-L risultano allora essere, in riferimento alle coordinate z, 7,6 nell’ordine
scritto:

d d da\? do d
m— ((1 + cosh? x)d—f — rQ cos 0) =m (7:1:) sinh 2 cosh 2+2mQ%z —mQ % 7 sin 0+m = Q cos 0

dt dt dt

—mgsinhx — k coshxsinh z 4+ krsinh zsin 6 ,
d (dr do\? 5 o do da ,
me (E + x{) cos 9) =mr <E> + mQ*rcos” 0 — man sin ) — mEQ cos ) —mgsin @

—kr — kcoshxsinf ,
dr dx

d ( 5 df . )_ 9 9 . db < ) .
mdt r dt—ersmH = —m¥r cos@sm@—mdtﬂrazcosH—m dtm_dtr Qsind

417



—mgr cos 0 + kr cosh x cos 6 .

(b) La forma espicita dell’hamiltoniana associata alla lagrangiana &

z,r,0¢e:
0.7\ ; 0%, .04,
i ,|f”+7'~ ,|f+9 .|f—.$,
0% or

7 riferita a coordinate

%:

ossia, esplicitamente:

. 02
H = % (x’Q(l + cosh?z) + 72 + r202) - m? ( 2+ (2% 4 r? cos? 0)) + mg (coshz + rsin 6)

k
+§ (7“2 + cosh? 2 — 2r cosh z sin 9) . (B.100)

Dato che | ; non dipende esplicitamente dal tempo, il teorema di Jacobi assicura che J# si

conservi sulle soluzioni delle equazioni di E-L. 1l significato di

% (:t2(1 + cosh?z) + 72 + r292)

¢ quello di energia cinetica nel riferimento .# come si ricava direttamente dalle (B.97). 11 terzo
ed il quarto addendo a secondo membro in (B.100) rappresentano ’energia potenziale della
gravita e della molla come abbiamo calcolato precedentemente. Il secondo addendo

m?
— (:UQ + (22 + 7% cos? 9))
si puo invece scrivere come —m;ﬂ d3 — m;ZQ dé. dp = |zp| ¢la distanza di P dall’asse z e dg

¢la distanza tra () e l'asse z. dg ¢la lunghezza della proiezione nel piano z = 0 del vettore
Q—-0=ze,+re. =ze,+rcosley+rsinde,; pertanto il quadrato di dg ¢ % 4+ r? cos? 0.
Come sappiamo

_mQ2 2 mS2

2 P

e l'energia potenziale della forza centrifuga. La forza di Coriolis non compie lavoro nel rife-
rimento .# perché e perpendicolare alla velocita. Le reazioni vincolari non compiono lavoro
complessivo essendo i vincoli ideali ed indipendenti dal tempo nel riferimento .#. In definitiva il
secondo memebro dell’espressione trovata sopra per ¢ & proprio ’energia meccanica totale nel
riferimento ..
(c) Abbiamo esplicitamente:

22
dg

XAP

Pa = —5 = = ma(1 + cosh? ) — mrQcos b, (B.101)
x
0Z| ;
pr = 7‘7 =mr + mafdcost, (B.102)
0L ; .
Py = 60'|j = mr?0 — mQarsin . (B.103)
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Le formule inverse risultano essere:

Qcosd
5 = Potmrflcosd (B.104)
m(1 + cosh” x)

p, — mxfdcosf

r = — (B.105)
m
. Qzrsind
g = permiirsng (B.106)
mr
Sostituendo in (B.100) si trova:
(pr + mrQcosf)?  (p, —maQcosh)?  (pg+mQarsinh)? mO? ,_ , 5
H = — 2 0
2m(1 + cosh? ) * 2m * 2mr? 2 ( v o )
k
+mg (coshx + rsinf) + 5 (r2 + cosh? z + 2r cosh z sin 9) . (B.107)
Le equazioni di Hamilton della forma: %k = % forniscono immediatamente le equazioni:
dz  pz +mrilcost
dt m(l+cosh®z)’
ﬁ _ pr—macost
dt m '
(ﬁ _ pg+mfxrsind
dt mr? ’
Le rimanenti equazioni di Hamilton: %’“ = —% sono allora:

dp, . 0 cos h)? Qzrsin b
Wz _ (py + mr§2 cos0) sinh x cosh z + Q cos 8(p, — maxQ cos ) — Qrsin e it sin
dt m(1 + cosh? r)2 72

+2mQ0%z — mgsinh « — k cosh z sinh 4 krsinh 2 sin 6 ,

dpy _ (po + mQar sin 0)? C QeospPe + mrlcost O sin 7 + mQaxrsinf

dt mr3 (1 + cosh? 2) 2

+mQ%r cos? 0 — mgsin@ — kr — kcoshxsin 6 ,

dpy
dt

Pz + mr{dcos b

oo + mQxrsin 6
1 + cosh?

:—<x(pr—ma?QcosH)—r )Qsinﬁ—Qxcos

r

—mQ%r? cos 0 sin @ — mgr cos 0 + kr cosh z cos 0 .
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B.8 Esercizi dell’Appendice A.

Esercizi A.1

A11. Soluzione. Sia u € V. Per (i) in definizione A.1 deve esistere R € A™ tale che
R—P = u. Usando (ii), u+(P—P) = (R—P)+(P—P) = R— P = u. Per l'unicita dell’elemento
neutro additivo 0 in V, deve essere P — P = 0.

A.1.2. Soluzione. Usando (ii) in definizione A.1 si ha: ((Q@4+u)+v)—Q =[((Q +u) +v) —
(Q+u)]+[(Q+u) — Q). Per definizione il primo ed il secondo addendo a secondo membro sono
rispettivamente: v e u. Abbiamo ottenuto che ((Q +u) +v) — Q = u+ v. Per definizione si ha
allora che: (Q+u)+v=0Q+ (u+v).

A.1.3. Soluzione. Usando (ii) in definizione A.1 si ha che: P—Q+Q — P =P — P =0da
cui la tesi.

A.1.4. Soluzione. Usando (ii) in definizione A.1 si ha:

(P+u)—(Q@+u)=[(P+u)-P|+[P—(Q+u)] =[(P+u) - Pl+[P-Q[+[Q—(Q+u)].

Applicando la definizione di P 4+ u e @ + u nell’ultimo membro, tenendo conto dell’esercizio
precedente, troviamo:

(P+u)— (Q+u)=u+[P-Q]—u=P—-Q.

Esercizi A.2
A.2.1. Soluzione. Per costruzione

j
ei:ZB]iej,
J

dove la matrice B di elementi B7; ¢ non singolare. Se v € V ed esso si decompone sulle due basi
1
dette come v = Y"; v'e; = 3_; v €;, esplicitando e; in funzione degli €'; si ricava:

S v = 0.
,J J
Da cui

J

) n
Z (v’] — ZBQU’) e;=0.
i=1

Sfruttando I'indipendenza lineare dei vettori €’; si hanno infine le relazioni di trasformazione
delle componenti di v tra le due basi considerate:

n
v =Y Bt (B.108)
i=1
Da queste relazioni possiamo facilmente ricavare la legge di trasformazione tra i due differenti

sistemi di coordinate cartesiane f e g. Consideriamo ora un punto P € A", possiamo scrivere,
in virtu delle proprieta degli spazi affini:

P-0'=(P-0)+(0-0 (B.109)
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Le componenti di P — O, z!,---,z", sulla base {ei}i=1,..n sono le coordinate di P nella carta
globale (A™, f), mentre quelle di P —O’, 2/*,--- ,2/™, nella base {€j}j=1,..n sono le coordinate
di P nell’altra carta globale (A", g). In base alla (B.108) si ha immediatamente da (B.109):
) n n n
(P-0)"=3"BIy(P-0") =3 By(P-0)+> Bi(0-0Y,
i=1 i=1 i=1

da cui

M= ZBji(mi +b),

i=1
dove (O — O') =Y ble;.
A.2.2. Soluzione. fog~' non ¢altro che la relazione che esprime le coordinate z!,--- , 2"
in funzione delle coordinate 2!, -+ ,2/". Essa si ottiene invertendo la funzione (A.4). Vale,

per definizione di matrice inversa, Y- ; (Bfl)ijji = ¢k ; dove 6% ; il solito delta di Kroneker
definito da 6% ; = 0 se k # 1 e 6¥ ;, = 1. Moltiplicando entrambi i membri di (A.4) per (B~1)*
e sommando su j si ottiene:

SN (BT =3 (BT B(a b)) = Y68 (0t + ) = 2 bk

j i, V)

J

da cui segue immediatamente (A.5).
A.2.3. Siano O; € A™ e O € A™ due origini per sistemi di coordinate cartesiane e

{e1,-,en} C Vi e {fi,-+,fm} C Va basi negli spazi delle traslazioni. Indichiamo con
ol 2l e xl,--- 2T le coordinate cartesiane rispettivamente associate in A" e A™. Se
xi, -, o7 sono le coordinate di P € A", vale P — Oy = > z9e; e quindi:

Y(P) =1 <01 + ijieg) = +¢(01).

J

W (01 - Zx{ej> —(Oy)

J

La funzione in parentesi quadre ¢ una funzione lineare di)(3"; x}e;) per ipotesi, per cui:

Zl‘ dd] e] +¢(01)

Quindi ‘ .
W(P) = O = aidi(e)) + (¥(01) = 0z) = 3 wL(e)) +c

dove ¢ := ¥(0) — Oy € V5. Possiamo decomporre tutti vettori che compaiono sopra sulla base

fiy- oy fn C Ve
S (W(P)—02)' fi = Zwlzve]fﬁchl.

%
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Per definizione x% := (¢(P) — O2)" e, posto L' j := di)*(e;), I'identita di sopra si riscrive:

Z {xé — (Z L jx{ + ci>

L’indipendenza lineare dei vettori f; prova la validita della (A.6). Il fatto che una trasformazione
¥ A" — A™ sia affine se & della forma (A.6) quando rappresentata in coordinate cartesiane & di
immediata verifica diretta.

A.2.4. Vale:

P(P(t) = ¥(P(t) =(P)+¢(P) = p(P+tu) = (P)+9(P) = dy(tu) +(P) = (P)+tdi(u).

Esercizi A.3
A.3.1. Traccia di soluzione. Sia ||u|| := y/u-u &la norma associata al prodotto scalare.
Dalle proprieta di simmetria e linearita del prodotto scalare segue che:

fi=0.

utv-utv=(u-u?+(v-v)y>£2u-v),

da cui ) )
. 2 A2
wov = ol vl S v
Dato che d(O,0 + w) := ||w]| la tesi segue immediatamente.
A.3.2. Soluzione. Ovviamente la conservazione del prodotto scalare implica quella delle di-

stanze, per cui dobbiamo provare solo che la conservazione delle distanze implica la conservazione
del prodotto scalare. Dalle proprieta del prodotto scalare (reale simmetrico) vale

(ulv)i = 5+ viu V)i — (= vju V)]

per cui il prodotto scalare tra due vettori P — Q e P’ — Q, definendo R € E$ t.c. R — Q =
(P-Q)+ (P —Q), vale

(P QIP' = @)1 = S (R~ QIR — Q)i ~ (P~ PP~ P'1] = S[di(R,Q)* ~ (P, P}
Dato che ¢ ¢ affine:

O(R) — ¢(Q) = d(R — Q) = dy(P — Q) + d(P' — Q) = (¢(P) — ¢(Q)) + (6(P') — ¢(Q)) -

Come conseguenza del fatto che ¢ conserva le distanze, si ha che
(P~ QIP' Q)1 = 51 (R,Q)° — dy(P, P'Y’] = S [(6(R), 6(Q))* — do(6(P), 6(P))’

L’ultimo membro & proprio (¢(P) — ¢(Q)|¢(P’) — d(Q))a.
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A.3.3. Soluzione. Se ¢ eespressa in coordinate dalla (A.14), allora, nelle basi ortonor-
mali associate a tali distanze, la rappresentazione matriciale della trasformazione lineare d¢
¢ semplicemente data dalla matrice R di coefficienti R’ j- Essendo tale matrice ortogonale, la
conservazione dei prodotti scalari segue immediatamente. Dall’esercizio precedente segue che
¢ conserva le distanze. Supponiamo viceversa che ¢ sia affine e conservi le distanze, quindi
conservera i prodotti scalari per l’esercizio precedente. In coordinate cartesiane ortonormali la
trasformazione affine ¢ (esercizio A.2.3) sara rappresentata da:

n
i _ i J
:L“2—§ R'jxy +b",
i=1

da cui, la trasformazione lineare d¢ : V7 — V5 si esprime come, nelle stesse basi usate per definire
le coordinate cartesiane:

n
i _ i,
wz—ZRle
Jj=1

dove wo = dp(w1) con wy € Vi e wy € Va. Tenendo conto che le basi usate sono ortonormali,
la conservazione dei prodotti scalari si esprime con la relazione

n n . X
Zv%ué = Zv{ujl .
i=1 j=1

Usando la rappresentazione di d¢ data sopra, si ottengono le condizioni:

ossia

Scegliendo tutti i coefficienti v¥ e ujl nulli eccetto una coppia di essi, e facendo variare tali coppie
in tutti i modi possibili, si trovano le relazioni, valide per ogni scelta di k e j:

> RLR' = 6,
1=1

che in forma matriciale si riscrivono
RIR=1T.

Si osservi che questa relazione equivale a RR' = I (R'R = I significa che R' &un’inversa
sinistra di R, ma, dato che la matrice R & quadrata, l’inversa sinistra coincide con l'inversa
destra ed & unica, per cui vale anche RR! = I. 1l fatto che RR! = I implichi R'R = I si prova
analogamente). Quindi R ¢ una matrice ortogonale n x n reale.
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A.3.4. Soluzione. Proviamo (i), (ii) e (iii). Se ¢ : E} — EY conserva le distanze allora
¢ affine per il teorema A.1, allora si esprime come (A.14) in coordinate cartesiane ortonormali.
Dato che la trasformazioni lineari non omogenee sono C'°, ¢ ¢ di classe C'*°. Dato che le matrici
ortogonali sono invertibili, 'inversa di (A.14) si scrive subito come:

w] = Z(R_l)j ith+ ¢, con ¢ = Y0, (R b
i=1

Dato che la matrice inversa di una matrice ortogonale ¢ ancora ortogonale, per ’esercizio prece-
dente, la trasformazione inversa di ¢ € ancora una trasformazione affine che conserva le distanze,
in particolare ¢ ancora C*° e quindi ¢ ¢ un diffeomorfismo. La composizione di due isometrie

S ; ; N A i .0 i i _ g I
affini, in coordinate cartesiane ortonormali x5 = Y77 R'j a7 + 0" e x5 = Y70 R jay + b
produce banalmente la trasformazione:

n n
$§ _ Z (R/R)ijl‘]l' + ZRﬂjbj + b

j=1 j=1
Dato che le matrici ortogonali formano un gruppo R'R ¢ ortogonale e pertanto la trasformazione
di sopra e ancora un’isometria per ’esercizio A.3.3.
La prova di (iv) ¢ immediata tenendo conto che, dall’esercizio A.3.3, la rappresentazione matri-
ciale di d¢ € una matrice ortogonale quando ci si riferisce alla coppia di basi che danno luogo
alle coordinate cartesiane ortonormali in cui si rappresenta ¢.

A.3.5. Soluzione. Per l'esercizio precedente l'insieme delle isometrie affini da E™ a E™
¢ chiuso rispetto alla composizione ed all’inversa, inoltre la trasformazione identica ¢ banalmente
un’isometria. Di conseguenza, rispetto alla composizione di funzioni (che & associativa) I'insieme
delle isometrie affini su un fissato spazio euclideo € un gruppo. Essendo le trasformazioni affini
degli isomorfismi, tale gruppo & sottogruppo rispetto al gruppo degli isomorfismi di E™ in se
stesso.

A.3.6. Soluzione. Se f & un’isometria affine allora &€ banalmente un’isometria. Per dimostrare
che se f ¢isometria allora ¢ un’isometria affine, ¢ sufficiente dimostrare che f ¢ una trasforma-
zione affine. Abbiamo bisogno del seguente risultato preliminare.

Lemma. Sia ¢ : Vi — Vi, con Vi e Vi spazi vettoriali di dimensione finita n, dotati di prodotti
scalari (reali simmetrici) (+|-)1 e (+|-)2 rispettivamente, che generano le norme || - |1 e || - ||2
rispettivamente. ¢ ¢ lineare e conserva il prodotto scalare se e solo se valgono le due condizioni
msieme:

(i) $(01) = 02, essendo 0; il vettore nullo di V;, i = 1,2;

(ii) 16(v) — $(w)l[z = [Iv — ull1 per ogni coppia u,v € Vi

Dimostrazione. E chiaro che se ¢ & lineare e conserva il prodotto scalare, allora le condizioni (i)
e (ii) sono verificate. Proviamo che se valgono (i) e (ii) allora ¢ conserva il prodotto scalare. Per
ogni w € 1}

le(w)ll2 = [l(W) = Ozll2 = [[¢(w) = ¢(01)]]2 = [|w — 0|1 = [[wl]1 .
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D’altra parte ||¢(u) — ¢(v)||3 = ||u — v||? si esplicita come:

(w3 + [[e(0)[[3 + 2(6(w)|é(v))2 = [[ulf + [[v][F +2(ulv)s

e pertanto, usando ||¢(w)||2 = ||w]|1, segue che (p(u)|d(v))2 = (u|v)a, che & quanto volevamo
provare. Per concludere, dimostriamo che ¢ ¢ lineare. Sia {ei}i:L_,_,n base ortonormale in V7.
Per la conservazione del prodotto scalare {¢( €);}i=1,.. n € una base ortonormale in V5. Quindi,
per ogni v € Vi, decomponendo ¢(v) sulla base {¢( €);}i—1,. » ed infine usando nuovamente la
conservazione del prodotto scalare:

o(v) =D _(d(e:)lo(v))p(er) = D (eilv)g(ei) .

=1 =1

La linearita in v dei prodotti scalari (e;|v) implica immediatamente che ¢ ¢ lineare. O

Torniamo alla dimostrazione che ogni isometria € una trasformazione affine. Fissiamo O € E}.
Ogni vettore v € V) si potrascrivere, biunivocamente, come v = P, — O per P, € E}. In
particolare 01 = O — O. Definiamo ¢ : Vi — V5 tale che ¢(v) := f(Py) — f(O). In questo modo
#(01) = f(O) — f(O) = 02, inoltre

16(u) = 6(V)I3 = [[(f(Pu) = £(O)) = (f(Py) = FO))I3 = I f(Pa) = F(P)I]3

ma l'ultimo membro uguaglia:
dQ(f(PU)af(Pv))2 =di(Pu — PV)2 =|lu— VH% .

Sono dunque verificate (i) e (ii) del lemma. Applicando il lemma, concludiamo che ¢ ¢ lineare
(e conserva i prodotti scalari). Infine per la definizione di ¢ e la sua linearita :

f(Py) = f(Pa) = f(Py) = f(O) = (f(Pa) = f(O)) = d(0) = ¢(v) = ¢p(u =) = ¢(Pu — Py).

Dato che Py spazia in tutto E7 al variare di w € Vj, I'identita di sopra si riscrive:

f(P) = f(Q) = ¢(P — Q) , per ogni coppia P,Q € E",

dove ¢ € una funzione lineare. Questa identita implica che f sia invariante per traslazioni e sia
una trasformazione affine con df = ¢.

Esercizi A .4

A.4.1.Traccia di soluzione. Per costruire I'atlante {(U;, ¢;)}ies su S?, considerare sistemi di
coordinate polari sferiche con asse polare z disposto in varie direzioni e usando, in luogo della
coordinata radiale r, la nuova coordinata 1’ :=r — 1.

A.4.2. Traccia di soluzione. La risposta ad entrambe le domande énegativa: N non
¢ localmente omeomorfa a R! (cosa succede attorno al punto (0,0)?).
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A.4.3. Traccia di soluzione. 11 vertice del cono (0, 0,0) non ammette, nel suo intorno, sistemi
di coordinate del tipo di quelli nella condizione (ii) della definizione A.10. Tuttavia una struttura
differenziabile per C si ottiene dalla carta globale che proietta i punti di C sul piano 23 = 0 e
associa alle proiezioni le loro coordinate (x!, z?). Eliminando il vertice del cono, C* risulta avere
struttura di sovarietd embedded in R? di dimensione 2 ed una carta globale si ottiene proprio
dalla proiezione sulla base del cono, come detto sopra.

A.4.4. Traccia di soluzione. Usare il fatto che le carte locali dei due atlanti sono restrizioni
di carte locali di M tra di loro compatibili.

A.4.5. Soluzione. Nelle ipotesi fatte, per il teorema A.2, per ogni punto p nell’aperto
#(UNV), ¢’ un intorno aperto O C ¢(UNV') di p che & trasformato in un aperto O’ C »(UNV)
da ¢o¢~!. Inoltre, su O’, I'inversa di (»o¢™1) 1, g & ben definita e di classe C*. Dato che 1'uni-
ca l'inversa di Yog™! : ¢(UNV) = (UNV) per ipotesi & porp~! : p(UNV) = ¢(UNV), g deve
coincidere con la restrizione di quest’ultima a O’. Dato che, al variare di p, gli intorni O’ ricopro-
no (UNV), concludiamo che la restrizione di ¢potp=1 : p(UNV) — ¢(UNV) ad un’intorno (O’)
di ogni suo punto nel dominio (U NV) & di classe C*. Ma allora ¢pop~! : p(UNV) — ¢(UNV)
¢ di classe C*.

Esercizi A.5
A.5.1. Si considerino le coordinate locali z!,... 2" della carta (U, ¢) e le coordinate locali
yt, ..., y" della carta (V,1)) con U NV # ). L’identita

idgnry = (poyp™h)o o(pogh),

usando le coordinate ed essendo 1) o ¢! scrivibile come 3 = yi(x!,--- ,2") e ¢ o 1p~! scrivibile
come ¢ = z'(y!, - ,y"), si riscrive:
zt =g (yl(xl,...,xz),...y"(xl,...,a;z)) , i=1,...,n. (B.110)

Ammettendo che entrambe le funzioni 1o =1 e ¢ 01y ~! siano differenziabili (almeno C') come
segue dalla richiesta di compatibilita delle due carte, ed applicando la regola di derivazione di

funzioni composte in (B.110), si ha, derivando rispetto a z*:

Z ozt Oy’
< Oy’ Oz -

Quest’equazione dice che il prodotto delle due matrici jacobiane quadrate che appaiono a secon-
do membro e la matrice identica. Quindi entrambe le matrici quadrate sono invertibili ed, in
particolare, hanno determinante non nullo.

A.5.2. Soluzione. Passando dalle coordinate locali z!,...,2" della carta (U,¢) attorno
a p alle coordinate locali y',...,y™ della carta (V1)) attorno a p in cui il requisito di non
singolarita e soddisfatto, vale:
df oo} =y’ df ot

Oz lp=1(p) = ax¢|¢>*1(p) Dy lp=1(p) -
j=1
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. . . . J < . . . .
Dato che la matrice di coefficienti % |1 (p) © non singolare per l'esercizio precedente, se il vettore

riga di componenti of 5;[3_1 ‘wfl(p) e non nullo, deve essere non nullo anche quello di coefficienti
Ofop—1
Ox? |¢_1(p)‘

A.5.3. Traccia di soluzione. Si generalizzi il ragionamento che ha portato alla soluzione
dell’esercizio precedente.
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