
Valter Moretti
Dipartimento di Matematica
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6.1.4 Un criterio per l’instabilità basato sulla procedura di linearizzazione. . . 171

6.2 Applicazioni a sistemi di punti materiali con forze conservative. . . . . . . . . . . 174
6.2.1 Il teorema di Lagrange-Dirichlet. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 175
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8 Alcuni argomenti più avanzati di Meccanica Lagrangiana. 223
8.1 Il cosiddetto “Principio di Minima Azione” per sistemi che ammettono lagrangiana.223

8.1.1 Primi rudimenti di calcolo delle variazioni. . . . . . . . . . . . . . . . . . . 223
8.1.2 Il principio di minima azione. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 225

8.2 I potenziali generalizzati. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 228
8.2.1 Il caso della forza di Lorentz. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 228
8.2.2 Generalizzazione della nozione di potenziale. . . . . . . . . . . . . . . . . 230
8.2.3 Condizioni per l’esistenza del potenziale generalizzato. . . . . . . . . . . . 232
8.2.4 Potenziali generalizzati delle forze inerziali. . . . . . . . . . . . . . . . . . 234
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Scopi, prerequisiti matematici ed inquadramento generale.

Il fine di queste dispense è quello di introdurre gli studenti dei corsi di laurea in Matematica e in
Fisica agli argomenti ed i metodi della fisica matematica classica (con particolare attenzione alla
meccanica classica), della formulazione lagrangiana della meccanica classica, includendo un’in-
troduzione alla teoria della stabilità ed alla formulazione hamiltoniana della meccanica classica.
L’accento è posto in particolare sulla struttura logico-matematica delle teorie fisiche studiate
che, per quanto possibile, sono presentate in modo assiomatico deduttivo partendo da un nume-
ro ridotto di ipotesi fisiche. Il linguaggio matematico usato è quello dell’analisi e della geometria
differenziale elementare.
Queste dispense contengono abbondantemente il materiale didattico dei corsi di Fisica Matema-
tica I per la Laurea Triennale in Matematica e di Meccanica Analitica I per la Laurea Triennale
in Fisica.
I prerequisiti per l’utilizzo delle dispense consistono nel calcolo differenziale ed integrale di una
e più variabili, delle nozioni elementari di geometria ed algebra lineare, delle nozioni elementari
di topologia generale e dei fondamenti di fisica meccanica. Molte delle nozioni tecniche usate
saranno brevemente richiamate prima del loro uso. Gli esempi (che spesso sono esercizi svolti)
e gli esercizi proposti sono parte integrante del corso.

~ Le sezioni, i teoremi, le dimostrazioni e gli esercizi contrassegnati con un asterisco non
sono strettamente fondamentali ai fini del corso in quanto si riferiscono ad argomenti

(specialmente matematici) più avanzati. Sono spesso importanti per chi voglia apparofondire il
formalismo.

Ringraziamento. Ringrazioi colleghi Enrico Pagani e Gian Vittorio Luria per diversi suggeri-
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L’ultima sezione riporta le soluzioni o suggerimenti per le soluzioni degli esercizi proposti. Come
testo generale di riferimento, per approfondimenti, complementi ed esercizi, si consigliano i testi
[Goldstein50], [Fasano-Marmi] e [Arnold92].

Inquadramento generale della meccanica (analitica) classica.

Dal punto di vista fisico è importante sottolineare che la descrizione della realtà fisica presentata
in queste dispense ha precisi limiti di applicabilità e, generalmente parlando, deve pensarsi come
un’approssimazione di qualche teoria più fondamentale. Infatti essa risulta essere inadeguata in
almeno due contesti.

(a) La descrizione classica cessa di valere nel regime di velocità comparabili con quelle della
luce/forti campi gravitazionali/trattazioni della fisica cosmologica. In tali contesti la descrizione
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più soddisfacente, al momento nota, è data dalla Teoria della Relatività 1, di cui la meccanica
classica è approssimazione. La rivoluzione della Relatività ha mostrato che le strutture metriche
classiche (lunghezze ed intervalli di tempo) sono in realtà relative al sistema di riferimento, ma
al contempo sono parti di una struttura metrica spaziotemporale assoluta che ha particolari
proprietà di simmetria (almeno fino a quando si trascura la descrizione relativistica dell’intera-
zione gravitazionale) descritte dal cosiddetto gruppo di Lorentz-Poincaré. La geometria dello
spaziotempo che ne consegue si è rivelata il linguaggio matematico per poter trattare argomenti
di generale interesse fisico, come la nozione di causalità. Le implicazioni di questo nuovo punto
di vista sono state incredibilmente feconde ed hanno avuto influenze fondamentali nello svilup-
po di tutta la fisica del 1900. La teoria della relatività ha costruito, insieme alla meccanica
quantistica, il linguaggio stesso ed il paradigma della fisica teorica di un secolo intero di ricerca.

(b) La descrizione classica cessa di essere adeguata anche, rozzamente parlando, in riferi-
mento a sistemi microscopici (scale molecolari ed inferiori). In tali contesti la descrizione più
adeguata è data dalla Meccanica Quantistica (e dalla teoria dei campi quantistica), di cui, un’al-
tra volta, la meccanica classica è approssimazione. Mentre il linguaggio matematico delle teorie
relativistiche è ancora quello della geometria differenziale, il linguaggio matematico delle teorie
quantistiche è dato dall’analisi funzionale (degli spazi di Hilbert in particolare).
Dobbiamo doverosamente rimarcare che lo schema è ancora tutt’altro che completo, visto che le
teorie quantistiche e quelle relativistiche non formano un corpus coerente, in particolare vi sono
diversi problemi concettuali nel conciliare la descrizione quantistica con quella data dalla relati-
vità generale. Al momento manca una descrizione completa della struttura fisica di ciò che esiste.

La meccanica classica, d’altra parte, funziona perfettamente per le applicazioni pratiche più comuni,
ma non solo. Basti pensare che le missioni Apollo che hanno portato l’uomo sulla luna sono sta-
te concepite completamente nell’ambito della meccanica classica, attraverso la quale sono stati
costruiti tutti i modelli e sono stati fatti i calcoli.

1Problemi irrisolti anche nell’ambito delle Teorie Relativistiche rimangono aperti in cosmologia, in particolare
in relazione al cosiddetto problema dell’energia oscura.
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