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Lo studente che intende avvalersi del voto ottenuto alla prova intermedia svolga solamente
gli esercizi n. 3 e n. 4. Il tempo a sua disposizione è di due ore.

Lo studente che non si avvale della prova intermedia svolga tutti e quattro gli esercizi. Il
tempo a sua disposizione è di tre ore.

Ogni risposta deve essere adeguatamente motivata. Si terrà conto non solo della
correttezza dei risultati, ma anche della completezza e chiarezza delle spiegazioni.

Attenzione. Il testo è composto da due pagine (la seconda pagina è sul retro di questo foglio).

Esercizio 1. Sia R la retta reale, sia P(R) l'insieme delle parti di R e sia η la topologia su R
avente come una base la seguente famiglia B di sottoinsiemi:

B := {[a, b) ∈ P(R) | a, b ∈ R, a < b}.

(1a) Si dimostri che lo spazio topologico (R, η) soddisfa il primo assioma di numerabilità ma
non il secondo.

(1b) Consideriamo su R la relazione di equivalenza R de�nita ponendo:

xR y se e soltanto se x = y oppure se x ≤ 0 e y ≤ 0.

Indichiamo con (R/R, η
′) lo spazio topologico quoziente di (R, η) modulo R e denotiamo

con π : (R, η) → (R/R, η
′) l'applicazione di passaggio al quoziente. Si dica se π è una

applicazione aperta.

(1c) Si dica se il sottoinsieme [0, 1] di (R, η) è compatto.

Esercizio 2. Uno spazio topologico è detto localmente connesso se ogni suo punto ammette
un sistema fondamentale di intorni connessi.

(2a) Sia (X, τ) uno spazio topologico localmente connesso. Si dimostri che tutte le componenti
connesse di (X, τ) sono aperte in (X, τ).

(2b) Sia (X, τ) uno spazio topologico con la seguente proprietà: per ogni A ∈ τ \ {∅}, tutte
le componenti connesse del sottospazio topologico (A, τA) di (X, τ) sono aperte in (X, τ).
Si dimostri che (X, τ) è localmente connesso.

(2c) Sia (X, τ) uno spazio topologico e sia (X ×X, ξ) il prodotto topologico di (X, τ) con se
stesso. Si dimostri che (X, τ) è localmente connesso se e soltanto se lo è (X ×X, ξ).
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Esercizio 3. Si consideri lo spazio topologico X4 ottenuto identi�cando i quattro lati di un
quadrato come in �gura. I vertici sono tutti identi�cati nel punto P . Sia Y4 lo spazio topologico
ottenuto daX4 togliendo un puntoQ interno al quadrato. SianoX5 e Y5 de�niti in modo analogo
a partire da un pentagono.
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(3a) Si calcolino i gruppi fondamentali di X4, X5, Y4 e Y5.

(3b) Si stabilisca se tra tali spazi ci sono coppie di spazi omotopicamente equivalenti.

(3c) Si dica se X4 o X5 sono omotopicamente equivalenti a una super�cie compatta.

Esercizio 4. Sia a ∈ C con |a| < 1 e sia γ la circonferenza {z ∈ C : |z| = 1} percorsa in senso
antiorario. Si consideri l'integrale di linea

I =
1

2πi

∫
γ

z + a

z − a
zn dz.

(4a) Mostrare che I vale 2an+1 per ogni intero n ≥ 0.

(4b) Calcolare I per ogni intero n < 0.
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