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Applicazione del Teorema integrale di Cauchy: la trasformata di

Fourier della distribuzione normale

Definizione 1. Sia f : R → R una funzione reale. La sua trasformata di Fourier èla funzione f̂ definita dall’integrale
f̂ (t) = 1√2π

∫ +∞
−∞

f (x)e−itxdx.
Esempio. Applichiamo il Teorema integrale di Cauchy per calcolare la trasformatadi Fourier della distribuzione normale (gaussiana)

φ(x) = 1√2πe−x2/2.
Essendo ∫ +∞

−∞ φ(x)dx = 1 (è una distribuzione di probabilità) l’integrale che defi-nisce φ̂(t) esiste per ogni t ∈ R. Si ha
φ̂(t) = 12π

∫ +∞
−∞

e−(x2+2itx)/2dx = 12π
∫ +∞
−∞

e−(x+it)2/2e−t2/2dx = e−t2/22π
∫ +∞
−∞

e−(x+it)2/2dx
Per calcolare l’ultimo integrale, poniamo z = x + it e consideriamo la funzione

g(z) = e−z2/2, olomorfa su tutto il piano complesso. Siano a, b > 0 e t ≥ 0. Siconsideri il rettangolo R di vertici b, b+ it, −a+ it, −a. Per il Teorema integraledi Cauchy applicato a g(z) sulla curva γ = ∂R , si ha
0 = ∫

γ
e−z2/2dz = ∫ b

−a
e−x2/2dx+∫ t

0 e−(b+iy)2/2idy−
∫ b

−a
e−(x+it)2/2dx−

∫ t

0 e−(−a+iy)2/2idy.
Il secondo e il quarto integrale hanno limite nullo per a, b→∞ e t fissato. Vediamoil secondo: ∣∣∣∣∫ t

0 e−(b+iy)2/2idy
∣∣∣∣ ≤ |t|e(t2−b2)/2 → 0 per b→∞.

Quindi ∫ +∞
−∞

e−x2/2dx = ∫ +∞
−∞

e−(x+it)2/2dx
per ogni t ≥ 0: l’integrale sulla destra è indipendente da t. Lo stesso argomentopuò essere ripetuto per t < 0. Dunque
φ̂(t) = e−t2/22π

∫ +∞
−∞

e−(x+it)2/2dx = e−t2/22π
∫ +∞
−∞

e−x2/2dx = e−t2/2√2π
∫ +∞
−∞

φ(x)dx = φ(t).
La trasformata di Fourier della distribuzione normale φ(x) è ancora la distribuzionenormale φ(t): φ̂ = φ.


