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Topologia Algebrica
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Capitolo 1

Superfici topologiche

Una varietà topologica è uno spazio topologico con alcune buone proprietà (ad esempio
essere di Hausdorff e connesso) che localmente è simile allo spazio euclideo. In questo
capitolo introdurremo la definizione di varietà topologica, con alcuni esempi, andando
ad esaminare poi in modo particolare le superfici topologiche compatte. Vedremo due
famiglie particolari di tali superfici, che possono essere costruite partendo dal toro e
dal piano proiettivo, mediante un’operazione detta “somma connessa”. Nel Capitolo
4 dimostreremo che tali superfici non sono tra loro omeomorfe e sono, a meno di
omeomorfismo, tutte e sole le superfici compatte.

1.1 varietà topologiche

Definizione 1.1. Uno spazio topologico X si dice localmente euclideo se per ogni
suo punto x esistono un intero n e un intorno aperto U di x omeomorfo a un
disco aperto n-dimensionale D̊n (o, equivalentemente, a Rn). Sia ϕ : U → D̊n

l’omeomorfismo; la coppia (U,ϕ) è detta carta locale, U è detto dominio della carta
locale. La carta locale si dice centrata in x ∈ X se ϕ(x) è l’origine in Rn.

Useremo ora un risultato che verrà dimostrato più avanti (Cf. 7.29):

Teorema 1.2 (Teorema di invarianza della dimensione). Siano U ⊂ Rn e V ⊂ Rm

aperti. Se esiste un omeomorfismo tra U e V allora n = m.

Dal teorema appena enunciato segue che, se X è uno spazio topologico local-
mente euclideo, allora per ogni suo punto x si può definire la dimensione locale
dimx(X) nel modo seguente: dimx(X) = n se esiste una carta locale (U,ϕ) il cui
dominio contiene x tale che ϕ sia un omeomorfismo tra U e un disco aperto di
Rn. Infatti, se (V, ψ) è un’altra carta locale che contiene x, con ψ omeomorfi-
smo tra V e un disco aperto di Rm, allora ψ ◦ ϕ−1|ϕ(U∩V ) è un omeomorfismo tra
ϕ(U ∩ V ) e ψ(U ∩ V ), e quindi m = n.

Proposizione 1.3. Se X è uno spazio topologico localmente euclideo e connesso, allora
la dimensione locale non dipende dal punto, e viene detta dimensione di X .

Dimostrazione. Poiché X è connesso è sufficiente provare che la dimensione
locale è localmente costante, cioè che, per ogni x ∈ X esiste un intorno aperto
su cui è costante; infatti una funzione localmente costante a valori interi è con-
tinua se si dota N della topologia discreta, e i connessi di tale topologia sono i
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1. Superfici topologiche

sottospazi costituiti da un solo punto.
La proprietà cercata segue dal fatto che, dato un punto x ∈ X , e una carta locale
(U,ϕ) il cui dominio contiene x, allora la dimensione locale è costante su U per
il Teorema (1.2).

Proposizione 1.4. Uno spazio topologico connesso e localmente euclideo è connesso per
archi.

Dimostrazione. Fissato un punto x ∈ X consideriamo il sottoinsieme W =
{y ∈ X | esiste un arco congiungente x a y}. Chiaramente W 6= ∅ poiché p ∈ W .
Osserviamo che, se Y ⊂ X è connesso per archi e Y ∩W 6= ∅ allora Y ⊂ W ; per
mostrarlo fissiamo y ∈ Y ∩W e α : I → X cammino tale che α(0) = x, α(1) = y;
dato z ∈ Y esiste un cammino γz : I → Y tale che γz(0) = y, γz(1) = z, e quindi
il cammino prodotto1 βz = α ∗ γz è tale che βz(0) = x, βz(1) = z.
Sia y ∈ X e sia (U,ϕ) una carta locale centrata in q; chiaramente U è connesso per
archi, in quanto omeomorfo a un disco aperto di Rn. Se y ∈ W allora U ∩W 6= ∅,
quindi U ⊂ W , e W è aperto. Se invece y ∈ W c allora U 6⊂ W , quindi U ∩W = ∅
e W c è aperto.
Poiché W è non vuoto, aperto e chiuso nel connesso X segue che W = X .

Osservazione 1.5. Uno spazio localmente euclideo non è necessariamente uno
spazio di Hausdorff, come mostra l’esempio seguente.
Si consideri lo spazio X ottenuto come prodotto di R con la topologia euclidea
e di uno spazio formato da due punti a, b con la topologia discreta, e sia Y il
quoziente di X ottenuto identificando i punti (x, a) e (x, b) se x > 0.
Indichiamo con π : X → Y la proiezione sul quoziente. osserviamo innanzitutto
che A = π(R × {a}) e B = π(R × {b}) sono aperti di Y , in quanto le loro con-
troimmagini via π sono aperte in X . Ogni punto di Y è contenuto in A o in B, e
tali aperti sono omeomorfi ad R, quindi Y è uno spazio localmente euclideo. Sia
ora U un aperto di Y che contiene π(0×{a}); la sua controimmagine è un aperto
di X che contiene 0 × {a}, quindi contiene un intervallo (−εa, εa) × {a} per εa
opportunamente piccolo. Pertanto π((−εa, εa) × {a}) ⊂ U . Analogamente, se
V è un aperto di Y che contiene π(0 × {b}) si mostra che, per un opportuno εb
reale positivo, si ha π((−εb, εb) × {b}) ⊂ V . Segue che, se ε = min(εa, εb) allora
U ∩V ⊃ π((0, ε)×{a}) 6= ∅. Concludiamo che Y non è uno spazio di Hausdorff.

Definizione 1.6. Uno spazio topologico connesso, di Hausdorff, localmente eu-
clideo a base numerabile si dice varietà topologica.

Osservazione 1.7. Poiché una varietà topologica è connessa, la sua dimensione
è ben definita.

1Ricordiamo che se α e β sono cammini tali che α(1) = β(0) allora α ∗ β è il cammino

(α ∗ β)(t) =

{
α(2t) t ∈ [0, 1/2]

β(2t− 1) t ∈ [1/2, 1]

4



1.1. Varietà topologiche

Esempio 1.8. Alcuni esempi di varietà topologiche

a) Rn.

b) Cn. Lo spazio affine complesso Cn è omeomorfo a R2n in modo canoni-
co, associando alla ennupla di numeri complessi (z1, . . . , zn) la 2n-pla di
numeri reali (<e(z1),=m(z1), . . . ,<e(zn),=m(zn)), ove <e(z) e =m(z) de-
notano rispettivamente la parte reale e la parte immaginaria del numero
complesso z.

c) Sn. La sfera di dimensione n è coperta da due aperti omeomorfi a Rn:
Uα = Sn \ {N = (0, 0, . . . , 0, 1)} e Uβ = Sn \ {S = (0, 0, . . . , 0,−1)} e ϕα e ϕβ
sono cosı̀ definite

ϕα : Uα → Rn : (x1, . . . , xn+1)→
(

x1

1− xn+1

, . . . ,
xn

1− xn+1

)

ϕβ : Uβ → Rn : (x1, . . . , xn+1)→
(

x1

1 + xn+1

, . . . ,
xn

1 + xn+1

)
d) Il toro è una varietà topologica.

Sia L = {(m,n) ∈ R2 |m,n ∈ Z}, e consideriamo la relazione di equivalen-
za su R2 definita nel modo seguente: due punti x e y di R2sono equivalenti
se e solo se x− y ∈ L.
Denotiamo con R2/L lo spazio topologico quoziente, con proiezione sul
quoziente π : R2 → R2/L. La proiezione π è un’applicazione aperta. Infatti

π−1(π(U)) =
⋃
ω∈L

(ω + U).

Ogni punto di R2 è equivalente modulo L ad un punto contenuto nel qua-
dratoQ := [0, 1]× [0, 1]. Due punti diQ non appartenti al bordo individua-
no classi distinte, mentre i punti di ∂Q sono equivalenti se hanno la stessa
ascissa o la stessa ordinata.
Sia ora ε < 1

2
, e, per ogni x in R2 sia

Bx := Bx(ε) = {y ∈ R2 | |x− y| < ε}.

Per ogni x, in Bx non cadono due punti equivalenti, e perciò la restrizione
π|Bx : Bx → π(Bx) è un omeomorfismo.
Consideriamo l’insieme {(Ux, ϕx)}, ove Ux = π(Bx) e ϕx = (π|Bx)−1. Tale
insieme costituisce una famiglia di carte locali i cui domini coprono il toro.

e) RPn. Lo spazio proiettivo reale di dimensione n è coperto da n + 1 aperti
Ui omeomorfi a Rn.

Ui = {p ∈ RPn |xi(p) 6= 0}

5



1. Superfici topologiche

e ϕi : Ui → Rn è definita ponendo

ϕi(x0 : · · · : xi : · · · : xn) =

(
x0

xi
, . . . ,

xi−1

xi
,
xi+1

xi
, . . . ,

xn
xi

)
.

f) CPn. Lo spazio proiettivo complesso di dimensione n è coperto da n + 1
aperti Ui omeomorfi a R2n.

Ui = {p ∈ CPn | zi(p) 6= 0};

definiamo ϕ̃i : Ui → Cn come

ϕi(z0 : · · · : zi : · · · : zn) =

(
z0

zi
, . . . ,

zi−1

zi
,
zi+1

zi
, . . . ,

zn
zi

)
,

e ϕi : Ui → R2n è definita componendo ϕ̃i con l’omeomorfismo canonico
tra Cn e R2n descritto nell’esempio b).

g) Un aperto connesso di una varietà topologica è una varietà topologica.

h) Il prodotto di varietà topologiche è una varietà topologica.

In dimensione 1 la classificazione delle varietà topologiche è molto semplice;
sussiste infatti il seguente risultato, che diamo senza dimostrazione:

Teorema 1.9. Una varietà topologica di dimensione 1 è omeomorfa a S1 o a R.

La situazione è molto più complessa già per n = 2, e questo è il caso che stu-
dieremo, aggiungendo l’ipotesi della compattezza. Studieremo quindi superfici
topologiche compatte, cioè varietà topologiche compatte di dimensione 2.
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1.2. Superfici compatte

1.2 superfici compatte

Vedremo più avanti (Teorema 4.29) che ogni superficie topologica compatta è
omeomorfa allo spazio quoziente di un poligono piano con un numero pari di
lati rispetto ad una relazione di equivalenza che identifica i lati del poligono a
coppie. Due casi particolari sono dati dal toro e dal piano proiettivo reale.

Dalla descrizione del toro fatta nell’esempio 1.8 d)
segue che il toro è omeomorfo al quoziente di un
quadrato rispetto alle identificazioni in figura.

Il piano proiettivo reale può essere visto come quo-
ziente della sfera S2 rispetto all’identificazione dei
punti antipodali, e quindi anche come quoziente del-
la semisfera superiore, equatore compreso, rispetto
all’identificazione dei punti antipodali sull’equatore.
Proiettando sul piano equatoriale, possiamo rappre-
sentare il piano proiettivo come quoziente di un disco
rispetto alle identificazioni in figura.

Notazione 1.10. Gli spazi topologici ottenuti come quozienti di un poligono ri-
spetto ad identificazioni dei lati, in cui tutti i vertici sono identificati possono
essere descritti scegliendo arbitrariamente un vertice e un verso di percorrenza
e scrivendo i lati nell’ordine in cui si incontrano, con la lettera corrispondente
se l’orientazione indicata su di essi corrisponde al verso di percorrenza scelto,
con la lettera corrispondente con l’esponente −1 se l’orientazione indicata su di
essi è opposta al verso di percorrenza scelto. Chiameremo una tale successio-
ne di simboli parola. Ad esempio il toro è individuato (tra le altre) dalla parola
aba−1b−1 e il piano proiettivo dalla parola aa.

Siano S1 e S2 due superfici compatte; fissiamo due punti x ∈ S1, y ∈ S2 e due
intorni Ux e Uy omeomorfi a D2, via omeomorfismi h1 : Ux → D2 e h2 : Uy → D2.
Consideriamo ora Y = (S1\Ůx) q (S2\Ůy) e sia ∼ la relazione d’equivalenza le
cui identificazioni non banali sono

x′ ∼ y′ ⇐⇒ y′ = h−1
2 (h1(x′))

7



1. Superfici topologiche

Si può verificare che lo spazio topologico quoziente S = Y/∼ è uno spazio topo-
logico connesso, di Hausdorff, localmente euclideo di dimensione 2 e compatto;
S è cioè una superficie compatta, detta somma connessa di S1 ed S2:

S = S1#S2.

Osservazione 1.11. Si può dimostrare che la somma connessa è definita a meno
di classi di omeomorfismo, e che non dipende dal punto scelto.

Definizione 1.12. Indichiamo con T0 la sfera, con T1 il toro e con Tg la superficie
che si ottiene facendo la somma connessa di g ≥ 2 tori .

Esempio 1.13. Vediamo in figura come rappresentare la somma connessa di due
tori come quoziente di un poligono.

c

c

dd

Q

Q Q

Q
a

a

b
b

a

a

P

P

P

PP
d

d

b b

P P

PP

P

P

P

P P

c
c

c

d

d

c

PP

P

P

P

P
b

b

a

a

P

P

Definizione 1.14. Indichiamo con U1 il piano proiettivo reale e con Uh la super-
ficie che si ottiene facendo la somma connessa di h ≥ 2 piani proiettivi reali.
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1.2. Superfici compatte

Esempio 1.15. Vediamo in figura come rappresentare la somma connessa di due
piani proiettivi reali come quoziente di un poligono.

P

b

P Q Q P

P

P Q

Q

Q

a

a b

b

a

a b

P

P

P

b

ba

a

P

Osservazione 1.16. Possiamo notare che la somma connessa S di due superfici
S1 ed S2 ottenute come quozienti di poligoni rispetto ad identificazioni dei lati,
in cui tutti i vertici sono identificati, è descritta dalla parola ottenuta giustap-
ponendo le parole corrispondenti ad S1 ed S2. Ad esempio la somma connessa
dell’Esempio 1.13 è individuata dalla parola aba−1b−1cdc−1d−1, mentre quella
dell’Esempio 1.15 è individuata dalla parola aabb.

Esempio 1.17. La bottiglia di Klein, quoziente del quadrato rispetto alle identi-
ficazioni aba−1b è omeomorfa alla somma connessa di due piani proiettivi. Per
mostrarlo si utilizza il procedimento di “taglia e incolla” come in figura.

a

b

a

b b b

a

c a

a

c

bb

a a

a

ccc

L’operazione di taglio è essenzialmente l’introduzione di una nuova relazione
di equivalenza (che dice che i due lati indicati con c vanno identificati; poiché
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1. Superfici topologiche

le relazioni di equivalenza ∼a,∼b,∼c corrispondenti all’identificazione di una
sola coppia di lati corrispondenti sono un sottoinsieme della relazione di equi-
valenza ∼ corrispondente all’identificazione di tutte le coppie di lati, il quo-
ziente rispetto a ∼ fattorizza via i quozienti parziali, dando un diagramma
commutativo:

a

b

a

b b b

a

c a

a

c

bb

a a

a

ccc

X

πc

zz

πb

$$

a

b

a

b b b

a

c a

a

c

bb

a a

a

ccc

taglio

99

X/∼c

$$

X/∼b

zz

a

b

a

b b b

a

c a

a

c

bb

a a

a

ccc

%%

incollamento

X/∼

Cosa succede facendo la somma connessa di una superficie Tg e di una superficie
Uh? Consideriamo innanzitutto il seguente caso particolare:

Lemma 1.18. La somma connessa di un toro e di un piano proiettivo è omeomorfa alla
somma connessa di tre piani proiettivi.

Dimostrazione. Abbiamo già visto che la bottiglia di Klein è omeomorfa alla
somma di due piani proiettivi, quindi basta mostrare che la somma connessa
di un toro e di un piano proiettivo è omeomorfa alla somma connessa di una
bottiglia di Klein e di un piano proiettivo.
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1.2. Superfici compatte

La somma connessa di un toro e di un piano proietti-
vo è omeomorfa alla superficie quoziente del poligo-
no in figura, che, via un taglio e un incollamento ri-
sulta omeomorfo al poligono individuato dalla parola
dadbab−1.
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La somma connessa di di una bottiglia di Klein e di un
piano proiettivo è omeomorfa alla superficie quozien-
te del poligono in figurache, via un taglio e un incol-
lamento risulta omeomorfo al poligono individuato
dalla parola δαδβαβ−1.
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Concludiamo quindi che le superfici T1]U1 e U3 sono omeomorfe.

Possiamo ora trattare il caso generale:

Proposizione 1.19. La somma connessa di una superficie Tg e di una superficie Uh è
omeomorfa alla superficie Uh+2g.

Dimostrazione. Osserviamo che, per g = 1 la Proposizione si riduce al Lemma
1.18, quindi assumiamo che g sia maggiore o uguale a due e che il risultato sia
vero per g′ ≤ g − 1.

Tg#Uh ' Tg−1#(T1#U1)#Uh−1 ' Tg−1#Uh+2 ' Uh+2g
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Capitolo 2

Omotopia

Il toro e la sfera non sono omeomorfi. Come si può dimostrare? Intuitivamente la
sfera ha la proprietà che ogni cammino chiuso può essere deformato con continuità
al cammino costante, mentre nel toro questo non è vero. Vedremo ora come si può
formalizzare questo concetto.

β

α

P

P

Problema: Date f0, f1 : X → Y applicazioni continue si vuole formalizzare l’idea
seguente:

f1 si ottiene per deformazione continua da f0.

1

f

f

0

2.1 omotopia di applicazioni continue

Definizione 2.1. Due applicazioni continue f0, f1 : X → Y si dicono omotope se
esiste un’applicazione continua F : X × I → Y , tale che ∀x ∈ X si ha

F (x, 0) = f0(x) e F (x, 1) = f1(x).

In tal caso scriveremo f0 ∼ f1; poniamo poi ft(x) = F (x, t). Abbiamo cioè una
famiglia di funzioni continue che varia con continuità.
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2. Omotopia

Esempi 2.2.

a) Sia X = Y = Dn; l’applicazione identica f0 = IdDn e l’applicazione
costante che manda ogni elemento di Dn in 0, f1 = 0 sono omotope.
Un’omotopia tra di esse è data da F (x, t) = (1− t)x.

b) SiaX = Y = Rn\{0}; l’applicazione identica f0 = IdRn\{0} e l’applicazione
f1(x) = x/||x|| sono omotope. Un’omotopia tra di esse è data da F (x, t) =
(1− t)x + t x/||x||.

c) Sia X = Y = S2k−1 ⊂ R2k ' Ck una sfera di dimensione dispari; l’appli-
cazione identica f0 = IdS2k−1 e l’applicazione antipodale f1(z) = −z sono
omotope. Un’omotopia tra esse è data da F (z, t) = eiπtz.

d) Sia X uno spazio topologico qualsiasi; ogni arco f : I → X di pun-
to iniziale x0 è omotopo all’arco costante di base x0 tramite l’omotopia
F (s, t) = f((1− t)s).

Come mostra l’ultimo esempio l’omotopia non è ancora la nozione adeguata per
formalizzare l’esempio dei cammini sulla sfera e sul toro. In quel caso, infatti,
tutti i cammini intermedi devono avere lo stesso punto iniziale e lo stesso punto
finale. Introduciamo quindi una nuova definizione:

Definizione 2.3. Siano f0, f1 : X → Y applicazioni continue e A ⊂ X un sot-
tospazio. Le applicazioni f0 e f1 si dicono omotope relativamente ad A se esiste
un’omotopia F : X × I → Y tra f0 ed f1 tale che

F (a, t) = f0(a) = f1(a) ∀a ∈ A, ∀t ∈ I.

In particolare, nel caso dei cammini, avremo la seguente

Definizione 2.4. Due cammini che abbiano lo stesso punto iniziale e lo stesso
punto finale si dicono omotopi se sono omotopi relativamente a {0, 1}.
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2.2. Tipo d’omotopia - Retratti

Quindi due cammini α : I → X e β : I → X sono omotopi se esiste un’applica-
zione F : I × I → X continua tale che

F (s, 0) = α(s);
F (s, 1) = β(s);
F (0, t) = α(0) = β(0) = x0;
F (1, t) = α(1) = β(1) = x1.

Osservazione 2.5. L’omotopia (relativa) è una relazione d’equivalenza.

2.2 tipo d’omotopia - retratti

Sospendiamo momentaneamente il discorso sui cammini e utilizziamo le no-
zioni sull’omotopia per introdurre un nuovo concetto di equivalenza per spazi
topologici.

Definizione 2.6. Si dice che due spazi topologici X e Y hanno lo stesso tipo d’o-
motopia (o che sono omotopicamente equivalenti) se esistono due applicazioni con-
tinue f : X → Y e g : Y → X tali che g ◦ f ∼ IdX e f ◦ g ∼ IdY . Tali applicazioni
sono dette equivalenze omotopiche Scriveremo X ∼ Y per indicare che X e Y
hanno lo stesso tipo di omotopia.

Osservazione 2.7. L’equivalenza omotopica è una relazione d’equivalenza tra
spazi topologici (Esercizio!).

Definizione 2.8. Uno spazio topologico si dice contraibile se ha lo stesso tipo di
omotopia di un punto.

Esempi 2.9.

a) Due spazi omeomorfi hanno lo stesso tipo di omotopia.

b) Dn è contraibile.

Siano f : Dn → {0} l’applicazione costante e g : {0} → Dn l’inclusione.
Dobbiamo verificare che g ◦ f ∼ IdDn e che f ◦ g ∼ Id0.
La prima affermazione segue dall’esempio 2.2 a), mentre la seconda è
immediata, essendo f ◦ g = Id0.

c) Rn\{0} ∼ Sn−1.

Siano f : Rn\{0} → Sn−1 la funzione f(x) = x/||x|| e g : Sn−1 → Rn\{0}
l’inclusione. Dobbiamo verificare che g ◦ f ∼ IdRn\{0} e che f ◦ g ∼ IdSn−1 .
La prima affermazione segue dall’esempio 2.2 b), mentre la seconda è
immediata, essendo f ◦ g = IdSn−1 .
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2. Omotopia

Definizione 2.10. Una proprietà omotopica è una proprietà invariante per equiva-
lenze omotopiche.

Definizione 2.11. Sia A ⊂ X un sottospazio, e i : A→ X l’inclusione.

1. A si dice retratto di X se esiste un’applicazione continua r : X → A tale
che r ◦ i = IdA.

2. A si dice retratto di deformazione se esiste un’applicazione continua r : X →
A tale che r ◦ i = IdA e i ◦ r ∼ IdX .

Intuitivamente un sottospazio A è un retratto di deformazione di X se X può
essere deformato con continuità fino a farlo coincidere con A.

Osservazione 2.12. Se A è retratto di deformazione di X , allora A ha lo stesso
tipo di omotopia di X .

Osservazione 2.13. Sia X un sottospazio di (Rn, τε) e sia A un sottospazio di X .
Se esiste una retrazione r : X → A tale che per ogni x ∈ X il segmento che
unisce il punto x al punto r(x) è contenuto in X , allora l’applicazione

F : X × I → X

(x, t) 7→ (1− t)x + t(i ◦ r(x))

è un’omotopia relativa ad A tra IdX e i ◦ r.
Pertanto se esiste r siffatta, A è retratto di deformazione di X .

Esempi 2.14.

a) Un sottospazio stellato di Rn è contraibile.

b) Sia T il toro ottenuto da I × I come quoziente rispetto alla relazione di
equivalenza ∼ tale che (x, y) ∼ (x′, y′) ⇔ {x, x′} = {0, 1} e y = y′ op-
pure {y, y′} = {0, 1} e x = x′, e sia A la circonferenza quoziente del seg-
mento {0} × I rispetto alla relazione indotta da ∼; allora A è retratto di
T . Per mostrarlo basta considerare l’applicazione R : T → A indotta
dall’applicazione r : I × I → {0} × I che manda (x, y) in (0, y).

Mostreremo più avanti che A non è un retratto di deformazione di X (Cf.
Proposizione 4.22).

c) R2\{P1, P2} ha S1 ∨ S1 come retratto di deformazione. La retrazione è
definita diversamente in regioni diverse di R2\{P1, P2}, come in figura:
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2.3. CW-complessi finiti

d) R3\r ha S1 come retratto di deformazione. La retrazione è data componen-
do la proiezione su di un piano perpendicolare alla retta con la retrazione
di R2 meno un punto su S1.

e) Un poligono convesso di R2 con 2k lati identificati a coppie e tutti i vertici
identificati, privato di un punto Q interno al poligono, ha un bouquet di
k circonferenze (cioè l’unione a un punto di k circonferenze) come retratto
di deformazione.

Sia X il poligono privato del punto Q, senza le identificazioni al bordo, ed
A il bordo del poligono. La proiezione dal puntoQ fornisce una retrazione
r : X → A, e, in virtù dell’Osservazione 2.13, denotata con i : A → X
l’inclusione, l’applicazione F : X × I → X definita ponendo F (x, t) =
(1− t)x + t(i ◦ r(x)) è un’omotopia tra l’identità di X e i ◦ r.
Sia ∼ la relazione d’equivalenza su X definita dalle identificazioni al bor-
do; A è chiuso rispetto a ∼, ed ha quindi senso considerare anche il quo-
ziente A/∼.

Osserviamo che, se x 6= x′ e x ∼ x′, allora x, x′ ∈ A, e quindi, essendo r
una retrazione, r(x) = x e r(x′) = x′. Di conseguenza sia r che F passano
al quoziente rispetto a ∼, definendo una retrazione r : X/∼ → A/∼ ed
un’omotopia F : X/∼ × I → X/∼ tra l’identità di X/∼ e j ◦ r , ove si è
denotata con j l’inclusione di A/∼ in X/∼.

In particolare RP2\{P} ∼ S1 e T1\{P} ∼ S1 ∨ S1.

2.3 cw-complessi finiti

Spesso nelle applicazioni e negli esercizi è utile trovare spazi omotopicamente
equivalenti ad uno spazio dato che siamo più “semplici”. Un’operazione che
può essere utile in tal senso è quella di sostituire uno spazio topologico X con il
quoziente rispetto ad un sottospazio contraibile A ⊂ X .
Non è però sempre vero che, dati uno spazio topologico X e un sottospazio
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2. Omotopia

contraibile A gli spazi X e X/A sono omotopicamente equivalenti.
Vedremo ora un modo particolare di costruire spazi topologici, che ci darà una
condizione sufficiente per poter contrarre sottospazi contraibili senza alterare il
tipo di omotopia dello spazio topologico.

Consideriamo il diagramma seguente

A

i
��

f // Y

X

in cui A,X e Y sono spazi topologici, i : A → X è l’inclusione e f è un’applica-
zione continua. Vogliamo costruire un nuovo spazio topologico incollando X e
Y tramite f , identificando cioè i punti di A con le loro immagini 1.
Per far ciò consideriamo lo spazio topologicoXqY e in esso consideriamo la re-
lazione di equivalenza ∼ generata dall’identificazione x ∼ f(x) per ogni x ∈ A.
Lo spazio che cerchiamo, denotato con X ∪f Y , è lo spazio topologico quoziente
Z = (X q Y )/∼.

Definizione 2.15. Un CW-complesso finito X di dimensione N è uno spazio
topologico costruito nel modo seguente:

1. X0 è uno spazio finito e discreto;

2. Per 0 < n ≤ N lo spazio topologico Xn è ottenuto da Xn−1 attaccando
un numero finito Jn di coppie (X,A) = (Dn

i ,S
n−1
i ) mediante applicazioni

continue ϕni : Sn−1
i → Xn−1;

3. X = XN .

Il sottospazio Xn ⊂ X è detto n-scheletro di X . Ogni coppia (Dn
i ,S

n−1
i ) ha una

mappa caratteristica Φn
i , che è la composizione

Dn
i ↪→ Xn−1 ti Dn

i → Xn ↪→ X.

Una cella aperta (rispettivamente chiusa) è l’immagine via la mappa caratte-
ristica del disco aperto (rispettivamente chiuso); si noti che Φn

i |Dn
i \S

n−1
i

è un
omeomorfismo, mentre Φn

i |Dn
i

in generale non lo è.

Esempi 2.16.

a) La sfera Sn.

Una sua possibile struttura di CW-complesso è data prendendo come X0

un punto, e attaccando una coppia (Dn,Sn−1) mediante l’applicazione co-
stante f : Sn−1 → X0.

1Tale costruzione è una generalizzazione di quella vista nella costruzione della somma connessa
di superfici.

18



2.3. CW-complessi finiti

Alternativamente è possibile prendere come X0 un punto, costruire la sfe-
ra Sn−1 mediante l’attaccamento di una n − 1 cella come sopra, ottenen-
do Xn−1 e quindi attaccare due n-celle (Dn,Sn−1) mediante l’applicazione
identica Sn−1 → Xn−1.

b) Il disco Dn.

Una sua possibile struttura di CW-complesso è data prendendo come X0

un punto, attaccando una coppia (Dn−1,Sn−2) mediante l’applicazione co-
stante f : Sn−2 → X0 e ottenendo perciò Xn−1 = Sn−1 e attaccando quindi
una coppia (Dn,Sn−1) mediante l’applicazione identica f : Sn−1 → Xn−1.

c) L’unione a un punto di k circonferenze.

Sia X0 un punto, e ad esso attacchiamo k coppie (D1,S0) mediante le
applicazioni costanti fi : S0 → X0.

d) Il toro.

Sia X0 un punto. Ad esso attacchiamo due coppie (D1,S0) mediante le
applicazioni costanti fi : S0 → X0, ottenendo cosı̀ come X1 l’unione ad un
punto di due circonferenze.
Vogliamo ora attaccare una coppia (D2,S1) mediante un’applicazione f :
S1 → S1 ∨ S1. Identificando un punto della circonferenza con l’angolo al
centro corrispondente (in radianti), e considerando S1 ∨ S1 come l’unione
ad un punto delle circonferenze di raggio uno centrate in (−1, 0) e (1, 0)
consideriamo la mappa ϕ definita ponendo

ϕ(t) =


(1 + cos(π + 4t),− sin(4t)) t ∈ [0, π/2]

(−1 + cos(4t), sin(4t)) t ∈ [π/2, π]

(1 + cos(π + 4t), sin(4t)) t ∈ [π, 3π/2]

(−1 + cos(4t),− sin(4t)) t ∈ [3π/2, 2π]

Tale mappa manda il bordo del disco in S1 ∨ S1 come in figura.

a

a
ab

b

b
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2. Omotopia

Analogamente si può dare una struttura di CW-complesso finito a tutte le
superfici compatte.

e) Lo spazio proiettivo reale di dimensione n.

Lo spazio proiettivo di dimensione zero è un punto.
Sia f : Sn−1 → RPn−1 il quoziente rispetto all’identificazione dei punti
antipodali; lo spazio proiettivo di dimensione n è ottenuto dallo spazio
proiettivo di dimensione n−1 mediante attaccamento di una n-cella via f .

Definizione 2.17. Un sottocomplesso di un CW-complesso finito X è un sottoin-
sieme A costituito da un’unione di celle chiuse di X .

Diamo senza dimostrazione il seguente risultato, di importanza cruciale nel
seguito:

Teorema 2.18. Se X è un CW-complesso finito e A ⊂ X è un sottocomplesso contrai-
bile, allora X ∼ X/A.

Vediamo ora alcune applicazioni

Esempi 2.19.

a) Sia X il sottospazio di R2 costituito dall’unione di S1 e di [−1, 1] × {0}.
Allora X ha lo stesso tipo di omotopia dell’unione a un punto di due cir-
conferenze.
Possiamo considerare la struttura di CW-complesso di X ottenuta ponen-
do X0 = (−1, 0) ∪ (1, 0) e attaccando tre coppie (D1,S0) mediante l’appli-
cazione identica IdS0 : S0 → X0.
Il sottospazio A = [−1, 1] × {0} è un sottocomplesso contraibile, e quindi,
in virtù della proposizione precedente X ∼ X/A ' S1 ∨ S1.

b) Sia X l’unione di S2 ⊂ R3 con il disco D2 × {0}. Allora X è omotopica-
mente equivalente all’unione a un punto di due sfere.
Possiamo considerare la struttura di CW-complesso di X ottenuta ponen-
doX0 = (−1, 0, 0), attaccando una coppia (D1,S0) mediante l’applicazione
identica IdS0 : S0 → X0 e tre coppie (D2,S1) come in figura.
Il sottocomplesso costituito da X1 e da una delle celle due dimensionali è
un sottocomplesso contraibile.

20



2.3. CW-complessi finiti

����������������
����������������
����������������
����������������
����������������

����������������
����������������
����������������
����������������
����������������

���������������
���������������
���������������

���������������
���������������
���������������

���������������
���������������
���������������

���������������
���������������
���������������

c) Lo spazio topologico costituito da tre circonferenze in (R2, τε) come in figu-
ra è omotopicamente equivalente a un bouquet di 3 circonferenze. Vedia-
mo in figura la struttura di CW-complesso e il sottocomplesso contraibile.

d) Lo spazio topologico in figura (sottospazio di (R2, τε)) è omotopicamente
equivalente a un bouquet di 4 circonferenze.

Vediamo in figura la struttura di CW-complesso e il sottocomplesso con-
traibile.
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Capitolo 3

Il gruppo fondamentale

Sia X uno spazio topologico e x0 un suo punto. Consideriamo l’insieme delle classi
di equivalenza di cammini chiusi che iniziano e terminano in x0 rispetto alla relazione
di omotonia di cammini. In questo capitolo mostreremo come sia possibile dotare
tale insieme della struttura di gruppo, e che la classe di isomorfismo del gruppo cos̀ı
costruito non dipende dalla scelta del punto se X è uno spazio connesso per archi.
Mostreremo poi che la costruzione è funtoriale, nel senso che ad ogni applicazione
continua ϕ : X → Y tale che ϕ(x) = y risulta associato un morfismo di gruppi
ϕ∗ : π(X, x)→ π(Y, y). Concluderemo mostrando che, se ϕ : X → Y è un’equivalenza
omotopica tale che ϕ(x) = y, allora i gruppi π(X, x) e π(Y, y) sono isomorfi via ϕ∗.

3.1 il gruppo fondamentale

Definizione 3.1. Un cammino α : I → X tale che α(0) = α(1) = x0 è detto cappio
di punto base x0.

Definizione 3.2. Sia X uno spazio topologico e x0 ∈ X un suo punto; sia

π(X, x0) ={Classi di equivalenza di cappi omotopi con punto base x0}.

e siano [α], [β] ∈ π(X, x0). Definiamo il prodotto delle classi [α] e [β] nel seguente
modo:

[α][β] = [α ∗ β].

Il fatto che tale operazione sia ben definita segue dalla seguente

Proposizione 3.3. Siano α e β due cammini in X tali che sia definito il prodotto α ∗ β,
e siano γ e δ altri due cammini tali che α ∼ γ e β ∼ δ; allora α ∗ β ∼ γ ∗ δ.

Dimostrazione. Siano F e G le omotopie tra α e γ e tra β e δ; allora l’omotopia
tra i prodotti è data da

H(s, t) =

{
F (2s, t) s ∈ [0, 1/2]

G(2s− 1, t) s ∈ [1/2, 1]
.

Mostreremo ora che π(X, x0) è un gruppo rispetto all’operazione appena defini-
ta; nella dimostrazione utilizzeremo il seguente

23



3. Il gruppo fondamentale

Lemma 3.4. Siano α : I → X un cammino e ϕ : I → I una funzione continua tale che
ϕ(0) = 0 e ϕ(1) = 1. Allora α ∼ α ◦ ϕ.

Dimostrazione. Sia F : I × I → X l’applicazione definita ponendo

F (s, t) = α((1− t)s+ tϕ(s));

è immediato verificare che F è un’omotopia di cammini tra α e α ◦ ϕ.

Teorema 3.5. Siano α, β, γ : I → X cammini tali che α(1) = β(0) e β(1) = γ(0), e
siano x0 = α(0), x1 = α(1). Siano inoltre εx0 e εx1 i cammini costanti εx0(s) = x0 e
εx1(s) = x1 e ᾱ il cammino inverso di α 1. Allora

1. εx0 ∗ α ∼ α ∼ α ∗ εx1 ;

2. α ∗ ᾱ ∼ εx0 e ᾱ ∗ α ∼ εx1 ;

3. (α ∗ β) ∗ γ ∼ α ∗ (β ∗ γ).

Dimostrazione. Siano ϕ, ψ : I → I le funzioni definite da

ϕ(s) =

{
0 s ∈

[
0, 1

2

]
2s− 1 s ∈

[
1
2
, 1
] ψ(s) =

{
2s s ∈

[
0, 1

2

]
1 s ∈

[
1
2
, 1
] .

L’asserzione 1. segue dal Lemma 3.4, in quanto εx0 ∗ α = α ◦ ϕ e α ∗ εx1 = α ◦ ψ.

Per mostrare che α ∗ ᾱ e εx0 sono omotopi utilizziamo la seguente applicazione:

F (s, t) =


x0 s ∈

[
0, t

2

]
α (2s− t) s ∈

[
t
2
, 1

2

]
ᾱ (2s+ t− 1) s ∈

[
1
2
, 2−t

2

]
x0 s ∈

[
2−t

2
, 1
]

Infine la 3. deriva dal Lemma 3.4, in quanto (α ∗ β) ∗ γ = (α ∗ (β ∗ γ)) ◦ φ, ove φ
è definita nel modo seguente:

φ(s) =


2s s ∈

[
0, 1

4

]
s+ 1

4
s ∈

[
1
4
, 1

2

]
s+1

2
s ∈

[
1
2
, 1
] .

Corollario 3.6. π(X, x0) è un gruppo (in generale non abeliano) rispetto al prodotto di
classi di equivalenza di cappi appena definito.

1Il cammino ᾱ è definito ponendo ᾱ(s) = α(1− s).
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3.2. Omomorfismo indotto

Definizione 3.7. Il gruppo π(X, x0) è detto gruppo fondamentale o primo gruppo di
omotopia di X con punto base x0.

Esempio 3.8. Se X = {∗}, allora π(X, ∗) è il gruppo banale, in quanto esiste un
unico cammino, quello costante.

Il gruppo fondamentale è definito scegliendo un punto base; mostreremo ora
che, qualora due punti di X siano connessi da un cammino, la classe di isomor-
fismo del gruppo fondamentale è la medesima.

Proposizione 3.9. Siano x, y due punti di X ; se esiste un arco f : I → X che
congiunge x a y allora π(X, x) ' π(X, y).

Dimostrazione. Definiamo l’applicazione uf : π(X, x) → π(X, y) in questo
modo:

uf ([α]) = [f̄ ∗ α ∗ f ].

L’applicazione è ben definita: poiché ovviamente f̄ ∼ f̄ e f ∼ f , applicando due
volte la Proposizione 3.3, otteniamo che, se α ∼ β, allora f̄ ∗ α ∗ f ∼ f̄ ∗ β ∗ f .
Mostriamo ora che uf è un morfismo di gruppi.

uf ([α][β]) = uf ([α ∗ β]) = [f̄ ∗ α ∗ β ∗ f ] =

= [f̄ ∗ α ∗ f ∗ f̄ ∗ β ∗ f ] = [f̄ ∗ α ∗ f ][f̄ ∗ β ∗ f ] = uf ([α])uf ([β]).

La biunivocità di uf segue dal fatto che uf̄ ◦ uf = Idπ(X,x) e uf ◦ uf̄ = Idπ(X,y).

Corollario 3.10. Se uno spazio X è connesso per archi, allora π(X, x) ' π(X, y)
∀x, y ∈ X .

3.2 omomorfismo indotto

Sia ϕ : X → Y un’applicazione continua, e sia α un cappio di punto base x;
l’applicazione (ϕ ◦ α) : I → Y è un cappio in Y con punto base ϕ(x).
Si può verificare che, se α ∼ β allora ϕ ◦ α ∼ ϕ ◦ β; infatti, se F : I × I → X è
un’omotopia tra α e β, allora G = ϕ ◦ F è un’omotopia tra ϕ ◦ α e ϕ ◦ β.

Definizione 3.11. L’applicazione

ϕ∗ : π(X, x)→ π(Y, ϕ(x))

che associa ad una classe di equivalenza [α] la classe di equivalenza [ϕ ◦ α] è
detta morfismo indotto.

Osservazione 3.12. Valgono le seguenti proprietà:

1. ϕ∗ è un morfismo di gruppi;
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3. Il gruppo fondamentale

2. dati tre spazi topologici X, Y, Z e due applicazioni continue ϕ : X → Y e
ψ : Y → Z, allora

(ψ ◦ ϕ)∗ = ψ∗ ◦ ϕ∗; (3.13)

3. indicata con IdX l’identità di X , si ha che

(IdX)∗ = Idπ(X,x) . (3.14)

Dimostrazione. Per verificare la prima affermazione, notiamo innanzitutto
che, dalle definizioni di morfismo indotto e prodotto di cammini segue imme-
diatamente che ϕ ◦ (α ∗ β) = (ϕ ◦ α) ∗ (ϕ ◦ β); pertanto

ϕ∗([α ∗ β]) = [ϕ ◦ (α ∗ β)]) = [(ϕ ◦α) ∗ (ϕ ◦ β)] = [(ϕ ◦α)][(ϕ ◦ β)] = ϕ∗([α])ϕ∗([β]).

Le altre due proprietà seguono direttamente dalla definizione.

Corollario 3.15. Un omeomorfismo ϕ : X → Y induce un isomorfismo di gruppi
ϕ∗ : π(X, x0)→ π(Y, ϕ(x0)) per ogni x0 ∈ X .

Dimostrazione. Sia ψ : Y → X l’inverso di ϕ. Siano ϕ∗ : π(X, x0) →
π(Y, ϕ(x0)) e ψ∗ : π(Y, ϕ(x0)) → π(X, x0) i morfismi indotti. Per le proprietà
(3.13) e (3.14) si ha che

ψ∗ ◦ ϕ∗ = (ψ ◦ ϕ)∗ = (IdX)∗ = Idπ(X,x0)

ϕ∗ ◦ ψ∗ = (ϕ ◦ ψ)∗ = (IdY )∗ = Idπ(X,ϕ(x0)),

da cui l’asserto.

Possiamo riassumere quello che abbiamo detto dicendo che abbiamo costruito
un funtore dalla categoria degli spazi topologici puntati e applicazioni continue
di spazi topologici puntati 2 alla categoria dei gruppi e morfismi di gruppi.

Top. Gr

(X, x) π(X, x)
ϕ : (X, x)→ (Y, y) ϕ∗ : π(X, x)→ π(Y, y)

ψ ◦ ϕ ψ∗ ◦ ϕ∗
IdX Idπ(X,x)

(X, x) ' (Y, y) π(X, x) ' π(Y, y)

Di grande importanza nelle applicazioni è la seguente
2Uno spazio topologico puntato è la coppia costituita da uno spazio topologico e da un

suo punto. Un’applicazione continua fra due spazi topologici puntati ϕ : (X,x0) → (Y, y0) è
un’applicazione continua ϕ : X → Y tae che ϕ(x0) = y0.
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3.3. Teorema di invarianza per omotopia

Proposizione 3.16. Sia A ⊂ X un retratto. Indichiamo con r : X → A la retrazione
e con i : A → X l’inclusione. Allora, per ogni a ∈ A, denotati con i∗ : π(A, a) →
π(X, a) e r∗ : π(X, a)→ π(A, a) i morfismi indotti si ha

r∗ ◦ i∗ = Idπ(A,a);

in particolare i∗ è iniettivo e r∗ è suriettivo.

Dimostrazione. Consideriamo il diagramma

A
i //

IdA

66X
r // A

e il diagramma indotto sui gruppi fondamentali

π(A, a)
i∗ //

(IdA)∗

44π(X, a)
r∗ // π(A, a)

Per le proprietà (3.13) e (3.14) si ha che

r∗ ◦ i∗ = (r ◦ i)∗ = (IdA)∗ = Idπ(A,a) .

In particolare i∗ è iniettivo e r∗ è suriettivo.

3.3 teorema di invarianza per omotopia

Vogliamo ora mostrare che spazi che hanno lo stesso tipo di omotopia hanno
gruppi fondamentali isomorfi; useremo il seguente

Lemma 3.17. Siano Φ,Ψ : X → Y continue e omotope, sia F : X × I → Y un’omo-
topia tra Φ e Ψ e sia f(s) = F (x0, s) (è un cammino che congiunge Φ(x0) e Ψ(x0)).
Allora il seguente diagramma

π(X, x0)

Ψ∗ ''

Φ∗ // π(Y,Φ(x0))

ufww
π(Y,Ψ(x0))

commuta, cioè Ψ∗ = uf ◦ Φ∗.

Dimostrazione. Dobbiamo mostrare che, per ogni [α] ∈ π(X, x0) si ha

[Ψ ◦ α] = [f̄ ∗ (Φ ◦ α) ∗ f ]
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3. Il gruppo fondamentale

Osserviamo innanzitutto che il cappio Ψ◦α è omotopo al cappio εy0 ∗(Ψ◦α)∗εy0 ,
ove si è posto y0 = Ψ(x0). E’ immediato verificare che

((f̄ ∗ (Φ ◦ α)) ∗ f)(s) =


F (x0, 1− 4s) s ∈

[
0, 1

4

]
F (α(4s− 1), 0) s ∈

[
1
4
, 1

2

]
F (x0, 2s− 1) s ∈

[
1
2
, 1
]

((εy0 ∗ (Ψ ◦ α)) ∗ εy0)(s) =


F (x0, 1) s ∈

[
0, 1

4

]
F (α(4s− 1), 1) s ∈

[
1
4
, 1

2

]
F (x0, 1) s ∈

[
1
2
, 1
]

Pertanto, definendo H : I × I → Y come

H(s, t) =


F (x0, (1− 4s)(1− t) + t) s ∈

[
0, 1

4

]
F (α(4s− 1), t) s ∈

[
1
4
, 1

2

]
F (x0, (2s− 1)(1− t) + t) s ∈

[
1
2
, 1
]

si ottiene l’omotopia cercata.

Teorema 3.18. (Teorema d’invarianza per omotopia) Siano X e Y spazi topologici, e sia
ϕ : X → Y un’equivalenza omotopica. Allora per ogni x ∈ X il morfismo indotto
ϕ∗ : π(X, x)→ π(Y, ϕ(x)) è un isomorfismo.

Dimostrazione. Poiché ϕ è un’equivalenza omotopica, esiste ψ : Y → X tali
che ψ ◦ ϕ ∼ IdX e ϕ ◦ ψ ∼ IdY .
Sia y = ϕ(x), sia F un’omotopia tra ψ ◦ ϕ e IdX , e sia f(s) = F (x, s); f è un arco
che congiunge ψ(y) a x 3. Applicando il Lemma 3.17 a ψ ◦ ϕ e IdX otteniamo il
seguente diagramma commutativo:

π(X, x)

Idπ(X,x) %%

ϕ∗ // π(Y, y)
ψ∗ // π(X,ψ(y))

ufxx
π(X, x)

Poiché uf è un isomorfismo, allora ψ∗ ◦ ϕ∗ è un isomorfismo; in particolare ciò
implica che ψ∗ è suriettiva.
Applicando ora il Lemma 3.17 all’omotopia G tra ϕ ◦ ψ e IdY , ponendo g(s) =
G(y, s), otteniamo il seguente diagramma commutativo:

π(Y, y)

Idπ(Y,y) &&

ψ∗ // π(X,ψ(y))
ϕ̃∗ // π(Y, ϕ(ψ(y)))

ugvv
π(Y, y)

3Attenzione: in generale ψ(y) 6= x.
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3.3. Teorema di invarianza per omotopia

Abbiamo indicato con ϕ̃∗ il morfismo indotto da ϕ tra i gruppi π(X,ψ(y)) e
π(Y, ϕ(ψ(y))), poiché, essendo i punti base diversi, tale morfismo non è quel-
lo precedentemente indicato con ϕ∗.
Poiché ug è un isomorfismo, allora ϕ̃∗ ◦ ψ∗ è un isomorfismo; in particolare ψ∗ è
iniettiva. Quindi ψ∗ e ϕ∗ sono isomorfismi.

Corollario 3.19. Se X è contraibile, allora π(X, x) è il gruppo banale, per ogni x ∈ X .

Corollario 3.20. Se A ⊂ X è un retratto di deformazione e a ∈ A, allora i morfismi
i∗ : π(A, a)→ π(X, a) e r∗ : π(X, a)→ π(A, a) sono isomorfismi.
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Capitolo 4

Teorema di Seifert-Van Kampen e applicazioni

In questo capitolo vedremo come calcolare effettivamente alcuni gruppi fondamentali,
utilizzando un risultato, il Teorema di Seifert-Van Kampen, che permette di ricostruire
il gruppo fondamentale di uno spazio topologico se sono noti i gruppi di due suoi
sottospazi opportunamente scelti e della loro intersezione.
Per poter applicare fruttuosamente tale teorema abbiamo bisogno di conoscere almeno
uno spazio il cui gruppo fondamentale non sia banale. Tale spazio sarà la circonferenza,
il cui gruppo fondamentale sarà poi calcolato nel Capitolo 5 mediante la teoria dei
rivestimenti.
Il Teorema di Seifert-Van Kampen richiede che i gruppi dei sottospazi e della loro
intersezione siano dati in un modo particolare, per cui, nella prima sezione richiameremo
il concetto di presentazione di un gruppo.

4.1 gruppi con presentazione

Sia S un insieme: S = {xi}i∈I .

Definizione 4.1. Chiamiamo alfabeto l’insieme {xi, x−1
i }i∈I dove x−1

i è inteso so-
lamente come un’espressione formale.

Definizione 4.2. Sia W l’insieme delle espressioni del tipo

x
ε(i1)
i1

x
ε(i2)
i2

. . . x
ε(in)
in

con xi ∈ S e ε(i) = ±1. Tali espressioni sono dette parole. W comprende anche
la parola vuota, che non contiene nessun simbolo.

Introduciamo ora una relazione d’equivalenza∼ in W nel modo seguente: dire-
mo che due parole w1 e w2 sono equivalenti se si possono ottenere l’una dall’al-
tra introducendo o cancellando un numero finito di espressioni del tipo xix−1

i o
x−1
i xi.

L’insieme quoziente G = W/∼ risulta essere un gruppo rispetto alla giustappo-
sizione; è detto gruppo libero generato da S.
L’elemento neutro è dato dalla classe della parola vuota, che indicheremo con
il simbolo 1, mentre l’inverso della classe della parola xε(i1)

i1
x
ε(i2)
i2

. . . x
ε(in)
in

è dato
dalla classe della parola x−ε(in)

in
. . . x

−ε(i2)
i2

x
−ε(i1)
i1

.
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4. Teorema di Seifert-Van Kampen e applicazioni

Esempi 4.3.

a) Se S = ∅ allora G = {1}.

b) Se S = {x} allora G = {1, x, x−1, xx, x−1x−1, . . . } ' Z.

c) Se S = {a, b} allora G = {1, a, b, a−1, b−1, ab, ba, . . . } ' Z ∗ Z, ove ∗ indica il
prodotto libero di gruppi. Tale gruppo non è abeliano.

d) In generale, se card(S) = n, allora G ' Z ∗Z ∗ · · · ∗Z è detto gruppo libero
a n generatori. La sua struttura dipende solo dalla cardinalità di S, non
dalla natura degli elementi di S.

Nell’insieme W delle parole, oltre alla relazione ∼, definita sopra, possiamo in-
trodurre altre relazioni di equivalenza. Fissato un sottoinsieme R ⊂ W , diciamo
che due elementi di W sono R−equivalenti

w1 ∼R w2

se si ottengono uno dall’altro mediante un numero finito di operazioni del tipo

i) Inserire o cancellare xx−1 o x−1x con x ∈ S.

ii) Inserire o cancellare r o r−1 con r ∈ R.

L’insieme W/∼R è un gruppo rispetto alla giustapposizione

[w1]R[w2]R = [w1w2]R,

detto gruppo con presentazione 〈S |R〉; l’insieme S è chiamato insieme dei gene-
ratori, mentre l’insieme R è l’insieme dei relatori; spesso la presentazione viene
indicata mettendo in evidenza le relazioni individuate dagli elementi di R, cioè
si scrive 〈S | {r = 1 | r ∈ R}〉.

Osservazione 4.4. Si può dimostrare che il gruppo 〈S |R〉 è il quoziente del
gruppo libero 〈S | ∅〉 rispetto alla chiusura normale di R, cioè rispetto al più pic-
colo sottogruppo normale che contiene R.

Esempi 4.5.

a) 〈∅ | ∅〉 = {1} Gruppo banale.

b) 〈x |xn〉 = {1, x, x2, . . . , xn−1} ' Zn := Z/nZ Classi di resti modulo n.

c) 〈x, y |xy = yx〉 ' Z2 := Z× Z 1.
1Se G e G′ sono gruppi, con G×G′ intendiamo il prodotto diretto di tali gruppi, cioè il loro

prodotto cartesiano dotato dell’operazione definita componente per componente utilizzando le
operazioni in G e G′
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4.1. Gruppi con presentazione

d) 〈x, y |x4 = y2 = (xy)2 = 1〉, il gruppo Diedrale, cioè il gruppo delle sim-
metrie del quadrato (x è una rotazione di un angolo retto, y la riflessione
rispetto a una diagonale).

e) Sn = 〈s1, s2, . . . , sn | s2
i = 1, (sisj)

2 = 1 se |i − j| > 1, (sisj)
3 = 1 se |i − j| =

1〉, il gruppo Sn, delle permutazioni su n elementi.

f) Ogni gruppo (G, ·) è un gruppo con presentazione. Una presentazione è
data da 〈SG |RG〉, con SG = G e RG = {(x · y)y−1x−1}.

Osservazione 4.6. Lo stesso gruppo può avere diverse presentazioni.

Proposizione 4.7 (Trasformazioni di Tietze). Sia G = 〈S |R〉.

1. Se una relazione r ∈ R è conseguenza delle relazioni in R \ {r} allora

〈S |R〉 = 〈S |R \ {r}〉.

2. Sia s̄ 6∈ S e w una parola nell’alfabeto su S; allora

〈S |R〉 = 〈S ∪ {s̄} |R ∪ {s̄ = w}〉.

Definizione 4.8. Sia G un gruppo, e g1, g2 ∈ G; il commutatore di g1e g2, denotato
con [g1, g2], è l’elemento g1g2g

−1
1 g−1

2 . SeH,K sono sottoinsiemi diG, indicheremo
con [H,K] l’insieme dei commutatori [h, k], con h ∈ H e k ∈ K. Prendendo H =
K = G, l’insieme [G,G] risulta essere un sottogruppo normale, detto sottogruppo
dei commutatori di G.

Osservazione 4.9. Si può dimostrare, usando l’Osservazione 4.4 che, dati due
gruppi con presentazione G1 = 〈S1 |R1〉 e G2 = 〈S2 |R2〉, allora G = G1 ⊕ G2

ammette la presentazione G = 〈S1 ∪ S2 |R1 ∪R2 ∪ [S1, S2]〉.

Definizione 4.10. Sia G un gruppo. Il suo abelianizzato, denotato con Ab(G), è il
gruppo quoziente diG rispetto al sottogruppo normale [G,G]. Data una presen-
tazione G = 〈S |R〉, è semplice verificare che Ab(G) ammette la presentazione

Ab(G) = 〈S |R ∪ [S, S]〉

Osservazione 4.11. Se G e G′ sono gruppi isomorfi, allora Ab(G) e Ab(G′) sono
gruppi isomorfi.

Esempi 4.12.

a) G = 〈S | ∅〉, S = {x1, . . . , xn}. Allora Ab(G) ' Z× Z · · · × Z = Zn.
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4. Teorema di Seifert-Van Kampen e applicazioni

b) G = 〈x, y |x4 = y2 = (xy)2 = 1〉. L’abelianizzato è

Ab(G) = 〈x, y |x4 = y2 = (xy)2 = [x, y] = 1〉;

poiché x e y commutano la terza relazione diventa x2y2 = 1, e quindi,
utilizzando la seconda si deduce x2 = 1. Pertanto, per la Proposizione
4.7 1) Ab(G) = 〈x, y |x4 = y2 = (xy)2 = [x, y] = x2 = 1〉. E’ immediato
verificare che la prima e la terza relazione sono conseguenze delle altre, e
quindi

Ab(G) = 〈x, y |x2 = y2 = [x, y] = 1〉
= 〈x |x2 = 1〉 ⊕ 〈y | y2 = 1〉
' Z2 × Z2.

c) Sia S3 = 〈s1, s2 | s2
i = (s1s2)3 = 1〉 il gruppo di sostituzioni su tre elementi;

il suo abelianizzato è

Ab(S3) = 〈s1, s2 | s2
i = (s1s2)3 = [s1, s2] = 1〉;

combinando la seconda e la terza relazione si ottiene s3
1s

3
2 = 1, e quindi,

utilizzando l’idempotenza degli si otteniamo s1 = s−1
2 . Applicando il pun-

to 1) della Proposizione 4.7 per due volte, e poi il punto 2) della medesima
proposizione otteniamo

Ab(S3) = 〈s1, s2 | s2
i = (s1s2)3 = [s1, s2] = s1s2 = 1〉

= 〈s1, s2 | s2
i = s1s2 = 1〉

= 〈s1 | s2
1 = 1〉 ' Z2.

In modo analogo è possibile mostrare che Ab(Sn) ' Z2 per ogni n ≥ 2.

d) Sia G = 〈a, b | aba−1b = 1〉; il suo abelianizzato è il gruppo Ab(G) =
〈a, b | aba−1b = [a, b] = 1〉; combinando le due relazioni otteniamo b2 = 1,
quindi Ab(G) = 〈a, b | aba−1b = [a, b] = b2 = 1〉 per la Proposizione 4.7 1);
osservando ora che da b2 = 1 segue che b−1 = b la prima relazione può
essere derivata dalle ultime due, quindi, ancora per la Proposizione 4.7 1)
e per l’Osservazione 4.9:

Ab(G) = 〈a, b | b2 = [a, b] = 1〉 = 〈a | ∅〉 ⊕ 〈b | b2 = 1〉 ' Z× Z2.

4.2 il teorema di seifert-van kampen

Sia X uno spazio topologico, U1 e U2 due suoi aperti non vuoti e connessi per
archi tali che X = U1 ∪ U2 e U1 ∩ U2 sia non vuoto e connesso per archi; sia
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4.2. Il teorema di Seifert-Van Kampen

infine x0 un punto di U1∩U2. Le inclusioni danno luogo al seguente diagramma
commutativo

U1
j1

  
U1 ∩ U2

i1
::

i2 $$

X

U2

j2

>>

che induce un diagramma commutativo sui gruppi fondamentali

π(U1, x0)
j1∗

&&
π(U1 ∩ U2, x0)

i1∗
66

i2∗ ((

π(X, x0)

π(U2, x0)
j2∗

88

Consideriamo delle presentazioni per π(U1, x0), π(U2, x0) e π(U1 ∩ U2, x0)

π(U1, x0) = 〈S1 |R1〉
π(U2, x0) = 〈S2 |R2〉
π(U1 ∩ U2, x0) = 〈S |R〉

Il Teorema di Seifert-Van Kampen ci permette di trovare il gruppo fondamentale
di X conoscendo quello di U1, quello di U2 e quello di U1 ∩ U2. In particolare

I generatori di π(X, x0) sono l’unione dei generatori
di π(U1, x0) e dei generatori di π(U2, x0).

Le relazioni di π(X, x0) sono l’unione delle rela-
zioni di π(U1, x0), delle relazioni di π(U2, x0) e di
un insieme di relazioni RS costruito a partire dai
generatori di π(U1 ∩ U2, x0).

L’insieme di relazioni RS si costruisce nel modo seguente: preso un elemento
s ∈ π(U1 ∩ U2, x0), possiamo considerare le sue immagini i1∗s ∈ π(U1, x0) e
i2∗s ∈ π(U2, x0) e denotiamo con “i1∗s” e “i2∗s” le parole corrispondenti.
Ciò significa che “i1∗s” è la parola che si ottiene scrivendo i1∗s utilizzando gli
elementi di S1, cioè i generatori di π(U1, x0) e analogamente “i2∗s” è la parola
che si ottiene scrivendo i2∗s utilizzando gli elementi di S2, cioè i generatori di
π(U2, x0). L’insieme RS è costituito dalle relazioni che nascono per il fatto che
j1∗ ◦ i1∗ = j2∗ ◦ i2∗, cioè:

RS = {“i1∗s” = “i2∗s” | s ∈ S}.

Riassumiamo quanto detto finora:
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Teorema 4.13 (Seifert-Van Kampen). Sia X uno spazio topologico, U1 e U2 due suoi
aperti non vuoti e connessi per archi tali che X = U1 ∪ U2 e U1 ∩ U2 sia non vuoto e
connesso per archi e x0 ∈ U1 ∩ U2.
Siano π(U1, x0) = 〈S1 |R1〉, π(U2, x0) = 〈S2 |R2〉, π(U1 ∩ U2, x0) = 〈S |R〉 e sia
RS = {“i1∗s” = “i2∗s” | s ∈ S}. Allora

π(X, x0) ' 〈S1 ∪ S2 | R1 ∪R2 ∪RS〉.

Per poter utilizzare il Teorema di Seifert-Van Kampen è necessario conoscere il
gruppo fondamentale degli aperti U1, U2 e U1 ∩ U2. Sappiamo già che il gruppo
fondamentale di uno spazio contraibile è il gruppo banale. Anticipiamo un altro
risultato che dimostreremo più avanti (Corollario 5.26):

Teorema 4.14. Sia x0 il punto (1, 0) della circonferenza S1. Allora

π(S1, x0) ' 〈α | ∅〉 ' Z,

dove il generatore α è la classe del cappio a(t) = (cos(2πt), sin(2πt)).

Esempio 4.15. Sia X = S2 ⊂ R3, sia x0 un punto sull’equatore, sia 0 < ε << 1 e
siano

U1 = {(x, y, z) ∈ S2 | z > −ε}, U2 = {(x, y, z) ∈ S2 | z < ε}.

U1 U1      U2

X

U2

Gli insiemi Ui sono omeomorfi a dischi di dimensione due, e perciò contraibili,
quindi i loro gruppi fondamentali sono banali:

π(Ui, x0) = 〈∅ | ∅〉.

L’intersezione U1 ∩ U2 ha l’equatore come retratto di deformazione, quindi

π(U1 ∩ U2, x0) = 〈α | ∅〉,

dove α è un cammino che fa un giro sull’equatore.
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U1 U1      U2

X

U2

Applicando il Teorema 4.13 otteniamo quindi

π(S2, x0) = 〈∅ | ∅〉

Osservazione 4.16. Possiamo, più in generale, osservare che, qualora i gruppi
fondamentali π(Ui, X0) siano banali, allora anche il gruppo fondamentale di X
è banale.

Esempio 4.17. Sia X = Sn con n > 2; prendendo aperti U1 e U2 e un punto x0

in modo analogo a quanto fatto nell’Esempio 4.15 e utilizzando l’Osservazione
4.16 possiamo concludere che π(Sn, x0) = 〈∅ | ∅〉.

Esempio 4.18. Sia X = S1 ∨ S1 = {(x+ 1)2 + y2 = 1} ∨ {(x− 1)2 + y2 = 1} ⊂ R2,
sia x0 = (0, 0) e sia 0 < ε << 1 e siano

U1 = {(x, y) ∈ X |x < ε}, U2 = {(x, y) ∈ X |x > −ε}.

X

U1 U2 U1      U2
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Il gruppo fondamentale della circonferenza {(x + 1)2 + y2 = 1} è ciclico infi-
nito generato dalla classe α del cammino a(t) = (cos(2πt) − 1, sin(2πt)); l’aper-
to U1 ha tale circonferenza come retratto di deformazione, quindi abbiamo un
isomorfismo

π(S1, x0)
i∗ // π(U1, x0)

α // i∗α

Denotando con abuso di linguaggio ancora con α la classe del cammino i ◦ a
possiamo quindi concludere che

π(U1, x0) = 〈α | ∅〉.

Analogamente, denotato con β la classe del cammino b(t) = (cos(2πt)+1, sin(2πt))
avremo che

π(U2, x0) = 〈β | ∅〉.
L’intersezione U1 ∩ U2 è contraibile, quindi

π(U1 ∩ U2, x0) = 〈∅ | ∅〉.

Applicando il Teorema 4.13 otteniamo

π(S1 ∨ S1, x0) = 〈α, β | ∅〉 ' Z ∗ Z.

Osservazione 4.19. Possiamo in generale osservare che, dati due spazi topolo-
gici (X, x0) e (Y, y0), con gruppi fondamentali π(X, x0) = 〈S1 |R1〉 e π(Y, y0) =
〈S2 |R2〉 e tali che x0 e y0 hanno un intorno contraibile inX e in Y rispettivamen-
te, allora il gruppo fondamentale dello spazio topologico Z, unione a un punto
di (X, x0) e (Y, y0) è dato da

π(Z, z0) = 〈S1 ∪ S2 |R1 ∪R2〉.

Esempio 4.20. Utilizzando ripetutamente l’Osservazione 4.19 possiamo mostra-
re che il gruppo fondamentale di un bouquet di k circonferenze2 è il gruppo libero
con k generatori.

Esempio 4.21. X = K, la bottiglia di Klein; sia x0 un punto interno al poligono
e sia δ un cammino che congiunge il punto P , vertice del poligono, con x0.

0

0

γ

γ
b

bb

a

a

a

b

a

b

a

P P

PP

P

b

a

P

x

δ

aP

b

P

a

b

PP

b

P a

δ

x

P

2cioè l’unione a un punto di k copie di S1.
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Sia U1 = K\D, ove D è un disco chiuso contenuto in K e che non contiene x0, e
sia U2 = K\{a, b}. Con abuso di linguaggio denoteremo, da ora in avanti, con la
stessa lettera un cammino e la sua classe di omotopia. Il contesto chiarirà a cosa
ci stiamo riferendo di volta in volta.

0

0

γ

γ
b

bb

a

a

a

b

a

b

a

P P

PP

P

b

a

P

x

δ

aP

b

P

a

b

PP

b

P a

δ

x

P

L’aperto U1 ha come retratto di deformazione il bordo di K, S1 ∨ S1; abbiamo
dunque isomorfismi

π(S1 ∨ S1, P )
i∗ // π(U1, P )

uδ // π(U1, x0)

Ricordando che π(∂K, P ) = 〈a, b | ∅〉, e detti α = δ̄i∗aδ e β = δ̄i∗bδ abbiamo che

π(U1, x0) = 〈α, β | ∅〉.

L’aperto U2 è contraibile, e perciò π(U2, x0) = 〈∅ | ∅〉.
L’intersezione U1 ∩ U2 ha una circonferenza γ passante per x0 come retratto di
deformazione, e perciò, confondendo γ con i∗γ possiamo scrivere

π(U1 ∩ U2) = 〈γ | ∅〉.

Vediamo ora di costruire l’insieme RS = {“i1∗γ”(“i2∗γ”)−1}.
Dobbiamo considerare la classe dell’immagine di γ in π(U1, x0) e scriverla utiliz-
zando i generatori di tale gruppo. Osserviamo che la retrazione r : U1 → S1∨S1

manda il cammino i1∗γ nel cammino ba−1ba, e quindi

π(S1 ∨ S1, P )
i∗ // π(U1, P )

uδ // π(U1, x0)

ba−1ba // i∗bi∗a
−1i∗bi∗a // δ̄i∗bi∗a

−1i∗bi∗aδ
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Pertanto δ̄i∗bi∗a−1i∗bi∗aδ = δ̄i∗bδδ̄i∗a
−1δδ̄i∗bδδ̄i∗aδ = βα−1βα.

Ripetiamo il procedimento con la classe dell’immagine di γ in π(U2, x0). poiché
tale gruppo è banale, avremo che anche i2∗γ sarà banale: i2∗γ = 1.
Possiamo quindi concludere che

π(K, x0) = 〈α, β | βα−1βα = 1〉.

4.3 gruppo fondamentale e retrazioni

Sia X uno spazio topologico, A ⊂ X un sottospazio e a ∈ A. Riassumiamo le
condizioni necessarie sui gruppi fondamentali e sui morfismi indotti tra i gruppi
fondamentali perché A possa essere un retratto o un retratto di deformazione di
X .

Proposizione 4.22. Sia A ⊂ X un retratto. Indichiamo con r : X → A la retrazione
e con i : A → X l’inclusione. Allora, per ogni a ∈ A, denotati con i∗ : π(A, a) →
π(X, a) e r∗ : π(X, a)→ π(A, a) i morfismi indotti si ha

r∗ ◦ i∗ = Idπ(A,a);

in particolare i∗ è iniettivo e r∗ è suriettivo.

Condizione necessaria affinché un sottospazio A di X sia un retratto di deformazione è
che, per ogni a ∈ A si abbia π(X, a) ' π(A, a).

Dimostrazione. La prima parte è il contenuto della Proposizione 3.16, mentre
la seconda è una conseguenza del Teorema 3.18.

Esempi 4.23. a) S1 non è un retratto di D2.

Sia x0 = (1, 0). Se S1 fosse un retratto di D2 la mappa

i∗ : π(S1, x0)→ π(D2, x0)

sarebbe iniettiva, ma ciò è impossibile, in quanto il secondo gruppo è
banale, mentre il primo è isomorfo a Z.
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b) S1 non è un retratto di R2\{(1, 1)}.

Sia x0 = (1, 0). Dobbiamo studiare l’omomorfismo

i∗ : π(S1, x0)→ π(R2\{(1, 1)}, x0)

Entrambi i gruppi sono isomorfi a Z, ma un generatore del gruppo π(S1, x0)
è la classe del cammino α(t) = (cos(2πt), sin(2πt)), mentre un genera-
tore del gruppo π(R2\{(1, 1)}, x0) è la classe del cammino γ(t) = (1 +
cos(2πt), 1 + sin(2πt)).
L’immagine della classe [α] in π(R2\{(1, 1)}, x0) è la classe di un cammi-
no che, non girando attorno al punto (1, 1) è omotopo al cammino banale.
Pertanto i∗ non è iniettiva e S1 non è un retratto di R2\{(1, 1)}.

c) Sia X la bottiglia di Klein, ottenuta come quoziente del quadrato, come in
figura:

P

b

aP P

P

b

a

e sia A la circonferenza b. Mostriamo che A non è un retratto di X . Consi-
deriamo il diagramma

π(A,P )
i∗ // π(X,P )

r∗ // π(A,P )

〈b | ∅〉 i∗ // 〈a, b | aba−1b〉 r∗ // 〈b | ∅〉

Poiché i∗(b) = b e r∗ ◦ i∗ = Idπ(A,P ) si ha r∗(b) = b.
Sia r∗(a) = bk; poiché in π(X,P ) si ha aba−1b = 1 allora r∗(aba−1b) = 1.
Da ciò segue 1 = r∗(a)r∗(b)r∗(a

−1)r∗(b) = bkbb−kb = b2, raggiungendo la
contraddizione che in π(A,P ) = 〈b | ∅〉 si dovrebbe avere b2 = 1.

4.4 il teorema di classificazione delle superfici compatte

Definizione 4.24. Sia X una superfici compatta. Un triangolo geometrico in X è
un’applicazione τ : T ′ → T ⊂ X che sia un omeomorfismo sull’immagine, dove
T ′ è un triangolo (non degenere) di R2.
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Definizione 4.25. Una triangolazione di una superficie topologica X è una colle-
zione di triangoli geometrici tale che ogni punto di X appartiene all’immagine
un triangolo geometrico e nella quale le possibili intersezioni delle immagini di
due diversi triangoli geometrici sono

• L’insieme vuoto;

• Un punto, che sia immagine di un vertice per entrambi;

• L’immagine omeomorfa di un segmento, che sia immagine di un lato per
entrambi.

Le superfici topologiche sono tutte triangolabili. La dimostrazione di questo
fatto è al di là della portata di queste note.

Teorema 4.26 (Teorema di Radò). Ogni superficie è triangolabile e ogni superficie
compatta ammette una triangolazione finita.

Osservazione 4.27. Per la validità del teorema precedente la condizione che una
superficie sia uno spazio topologico a base numerabile è essenziale.

Esempio 4.28. Consideriamo il toro. Le prime due suddivisioni in figura non
sono triangolazioni (ci sono triangoli con due lati in comune o con due vertici in
comune senza il lato corrispondente in comune), la terza sı̀.

a

a

b b

P P

P P PP

PP

bb

a

a a

a

b b

P P

P P

Teorema 4.29 (Teorema di classificazione). Sia S una superficie compatta. Allora S
è omeomorfa ad una superficie Tg (g ≥ 0) o ad una superficie Uh (h ≥ 1).
Inoltre, Tg 6' Uh per ogni g ≥ 0 e h ≥ 1 e, se g 6= g′ allora Tg 6' Tg′ e se h 6= h′ allora
Uh 6' Uh′ .

Dimostrazione.

Passo 1: Una superficie compatta S è omeomorfa a un poligono di R2 con i lati
identificati a coppie.

Una superficie compatta ammette una triangolazione finita.
Siano τ1 : T ′1 → T1, . . . , τ1 : T ′n → Tn i triangoli geometrici di tale triangolazio-
ne, ordinati in modo che Ti abbia uno spigolo in comune con uno dei triangoli
precedenti T1, T2, . . . , Ti−1. Il fatto che sia sempre possibile ordinare i triangoli in
questo modo segue dalla connessione di S.
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Senza perdita di generalità supponiamo che T ′1, . . . , T ′n siano a coppie disgiunti,
e denotiamo con T ′ =

⋃n
i=1 T

′
i la loro unione.

’
TT

’5

’
T

T
’

3

2

’
T

T
’

1

T
’

4

6

6

’
T

T
’

32

’
TT

’

1

T
’

4

’
TT

’

5

Introduciamo ora una relazione di equivalenza in T ′ in questo modo: T2 ha uno
spigolo in comune con T1, quindi esistono due lati e1 ed e2 dei triangoli T ′1 e T ′2
tali che τ1(e1) = τ2(e2). In particolare τ−1

2 ◦ τ1 : e1 → e2 è un omeomorfismo.
Utilizzando tale omeomorfismo identifichiamo e1 ed e2.
In generale Ti ha uno spigolo in comune con Tj per qualche j < i, quindi esi-
stono due lati ei ed ej dei triangoli T ′i e T ′j tali che τi(ei) = τj(ej). In partico-
lare τ−1

j ◦ τi : ei → ej è un omeomorfismo. Utilizzando tale omeomorfismo
identifichiamo ei ed ej .
Lo spazio T ′ modulo questa relazione di equivalenza è omeomorfo a un poligo-
no, e la mappa τ : T ′ → S ottenuta incollando le mappe τi è l’identificazione di
coppie di lati del poligono
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1
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4

6

Passo 2: Eliminazione delle coppie adiacenti del primo tipo.

Diremo che una coppia è del primo tipo se i lati che la compongono compaiono
con l’orientazione opposta, del secondo tipo altrimenti.
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P P P P
P

a

a

aa

Q

QQ

Q

a

In figura vediamo come sia possibile eliminare coppie adiacenti del primo tipo
se il poligono ha almeno quattro lati. Se il poligono ha solamente due lati ci sono
due possibilità: o è del tipo aa−1 e quindi la superficie è una sfera, o è del tipo
aa e quindi la superficie è un piano proiettivo reale.

Passo 3: Riduzione dei vertici ad un unico nome.

Supponiamo di aver ripetuto il secondo passo finché è stato possibile; i vertici
del poligono non sono necessariamente tutti identificati tra di loro, ma possono
appartenere a diverse classi di equivalenza. Mostriamo ora come, con una serie
di operazioni successive, sia possibile arrivare ad un nuovo poligono in cui tutti
i vertici appartengono ad un’unica classe di equivalenza.

c
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a

Q c

Le operazioni mostrate in figura fanno diminuire i vertici nella classe di equiva-
lenza di Q di un’unità e fanno aumentare i vertici nella classe di equivalenza di
P di un’unità.
Alternando il passo 2 ed il passo 3 (perché è necessario il passo 2?) arriviamo
ad un poligono in cui tutti i vertici devono essere identificati e in cui non sono
presenti coppie adiacenti del primo tipo.

Passo 4: Rendere adiacenti le coppie del secondo tipo.

Vogliamo mostrare che è possibile rendere adiacenti tutte le coppie del secondo
tipo. Per far ciò, per ogni coppia non adiacente del secondo tipo operiamo un
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taglio tra gli estremi finali della coppia scelta, come in figura, ed incolliamo in
corrispondenza della coppia medesima.
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Se nel poligono ci sono solo coppie del secondo tipo, dopo un numero finito
di applicazioni del passo 4 otteniamo una superficie il cui poligono è del ti-
po a1a1 . . . ahah, cioè una superficie Uh, e abbiamo finito. Nel caso che ci siano
coppie del primo tipo continuiamo con il

Passo 5: Raggruppare le coppie del primo tipo.

Supponiamo quindi che ci sia almeno una coppia del primo tipo. In tal caso ne
deve esistere un’altra tale che queste due coppie si separano a vicenda.

Infatti, se cosı̀ non fosse, ci troveremmo in una situazione come quella in figura,
in cui tutti i lati nella parte rossa si identificano con lati nella parte rossa (in alto)
e tutti i lati nella parte blu si identificano con lati nella parte blu (in basso).

a a

Questa situazione non è possibile, perché in tal caso i due estremi di a non ven-
gono identificati, in contraddizione con il passo 3.
Pertanto esistono due coppie del primo tipo che si separano a vicenda come in
figura, e tali coppie possono essere raggruppate tagliando due volte in corri-
spondenza degli estremi finali dei lati.
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Se nel poligono compaiono solo coppie del primo tipo, dopo un numero finito
di applicazioni del passo 5 otteniamo una superficie il cui poligono è del tipo
a1b1a

−1
1 b−1

1 . . . agbga
−1
g b−1

g , cioè una superficie Tg, e abbiamo finito.
Nel caso in cui nel poligono compaiano coppie sia del primo che del secondo
tipo, cioè che il poligono sia del tipo a1b1a

−1
1 b−1

1 . . . c1c1 . . . , possiamo applicare
la Proposizione 1.19.

Abbiamo cosı̀ concluso la dimostrazione della prima parte del teorema.

Calcoliamo ora i gruppi fondamentali delle superifici Tg e Uh. Già sappiamo che
π(S2, x) ' {1}; consideriamo dunque la superficie Tg con g ≥ 1.
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Per applicare il teorema di Seifert-Van Kampen scegliamo un punto x0 interno
al poligono e un cammino δ che congiunge il punto P , vertice del poligono, con
x0. Scegliamo poi come aperto U1 la superficie Tg privata di un disco, e come
aperto U2 la superficie Tg meno il bordo del poligono.
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4.4. Il teorema di classificazione delle superfici compatte

L’aperto U1 ha il bordo del poligono, che è un bouquet di 2g circonferenze, come
retratto di deformazione; detti αi = δ̄aiδ e βi = δ̄biδ e procedendo come nel caso
della bottiglia di Klein abbiamo che

π(U1, x0) = 〈α1, β1, . . . , αg, βg | ∅〉.

L’aperto U2 è contraibile, quindi π(U2, x0) = 〈∅ | ∅〉. L’intersezione U1 ∩ U2 si
retrae su una circonferenza γ passante per x0, quindi

π(U1 ∩ U2, x0) = 〈γ | ∅〉.

Il cammino γ, in U1, è omotopicamente equivalente a δ̄a1b1a
−1
1 b−1

1 . . . agbga
−1
g b−1

g δ

e quindi a α1β1α
−1
1 β−1

1 . . . αgβgα
−1
g β−1

g . Invece, in U2, γ è omotopicamente equi-
valente al cammino banale, e quindi RS = {α1β1α

−1
1 β−1

1 . . . αgβgα
−1
g β−1

g = 1};
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Pertanto si ha che

π(Tg, x0) = 〈α1, β1, . . . , αg, βg |α1β1α
−1
1 β−1

1 . . . αgβgα
−1
g β−1

g = 1〉

Del tutto analoga (e lasciata come esercizio) è la procedura per calcolare il grup-
po fondamentale delle superfici Uh, che porta alla seguente conclusione:

π(Uh, x0) = 〈α1, . . . , αh |α2
1 . . . α

2
h = 1〉.

Per mostrare che i gruppi fondamentali che abbiamo calcolato non sono tra loro
isomorfi, calcoliamo i loro abelianizzati; chiaramente

Ab(π(Tg, x0)) = Z2g;

invece Ab(π(Uh, x0)) = 〈α1, . . . , αh | [αi, αj] = 1, (α1 . . . αh−1αh)
2 = 1〉. Possiamo

scrivere tale gruppo con una presentazione diversa:

Ab(π(Uh, x0)) = 〈α0, α1, . . . , αh | [αi, αj] = 1, α0 = α1 . . . αh, α
2
0 = 1〉

= 〈α0, α1, . . . , αh | [αi, αj] = 1, αh = α−1
h−1 . . . α

−1
1 α0, α

2
0 = 1〉

= 〈α0, α1, . . . , αh−1 | [αi, αj] = 1, α2
0 = 1〉

Quindi si ha
Ab(π(Uh, x0)) = Zh−1 × Z2
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4. Teorema di Seifert-Van Kampen e applicazioni

Come prima cosa osserviamo che gli abelianizzati dei gruppi delle superfici
orientabili non hanno torsione, mentre in quelli delle superfici non orientabili
la torsione è presente. Tali gruppi non sono perciò isomorfi (si veda più avanti
la Proposizione 6.7). Per concludere la dimostrazione utilizzeremo la seguente

Proposizione 4.30. Sia ϕ : Zn → Zm un isomorfismo di gruppi. Allora n = m.

Dimostrazione. Sia H ⊂ Zn il sottogruppo dei pari, cioè degli elementi del-
la forma (2h1, 2h2, . . . , 2hn) con hi ∈ Z. E’ semplice verificare che Zn/H '
(Z2)n. Analogamente, indicato con K il sottogruppo dei pari di Zm troviamo
che Zm/H ' (Z2)m. Chiaramente, essendo ϕ e ϕ−1 morfismi di gruppi si ha
ϕ(H) ⊂ K; e ϕ−1(K) ⊂ H , e quindi ϕ(H) = K. Di conseguenza ϕ induce un
isomorfismo ϕ̄ : Zn/H → Zm/K. Tali gruppi sono finiti, di cardinalità 2n e 2m

rispettivamente, quindi m = n

Da ciò segue che Ab(π(Tg, x0)) 6' Ab(π(Tg′ , x0)) se g 6= g′, quindi π(Tg, x0) e
π(Tg′ , x0) sono gruppi non isomorfi se g 6= g′, e quindi Tg e Tg′ sono superfici
non omeomorfe se g 6= g′.
Applicando la Proposizione 4.30 ai gruppi Ab(π(Uh, x0))/Z2 e Ab(π(Uh′ , x0))/Z2

concludiamo che Ab(π(Uh, x0)) 6' Ab(π(Uh′ , x0)) se h 6= h′, quindi π(Uh, x0) e
π(Uh′ , x0) sono gruppi non isomorfi se h 6= h′, e quindi Uh e Uh′ sono superfici
non omeomorfe se h 6= h′.

Esempio 4.31. Classificare la superficie il cui poligono rappresentativo è abca−1cb.
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La superficie in esame è omeomorfa alla superficie U2.
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Capitolo 5

Rivestimenti

In questo capitolo vedremo alcuni cenni sulla teoria dei rivestimenti. Intuitivamente un
rivestimento è uno spazio topologico che localmente è un prodotto di un altro spazio
topologico con uno spazio discreto, ma globalmente non è un prodotto. Attraverso la
teoria dei rivestimenti è possibile calcolare alcuni gruppi fondamentali. In particolare
dimostreremo che il gruppo fondamentale della circonferenza è isomorfo a Z.

5.1 azioni di gruppo

Definizione 5.1. Sia X un insieme e G un gruppo. Diremo che G agisce (a sini-
stra) su X se esiste un’applicazione ∗ : G×X → X , che associa alla coppia (g, x)
l’elemento g ∗ x di X in modo tale che

1. 1G ∗ x = x per ogni x ∈ X , con 1G elemento neutro di G.

2. h ∗ (g ∗ x) = (hg) ∗ x per ogni x ∈ X e per ogni g, h ∈ G.

In tal caso diremo cheX è unG-insieme (sinistro). Analoghe definizioni si danno
per l’azione a destra di un gruppo.

Esempi 5.2.

1. Sia G = Z e X = R; un’azione di gruppo è definita associando alla coppia
(n, x) il numero reale n ∗ x = n+ x.

2. Analogamente, se G = Z⊕ Z e X = R2 si può definire un’azione ponendo
(m,n) ∗ (x, y) = (m+ x, n+ y).

3. Sia G = Z2 e X = Sn; un’azione di G su X può essere definita ponendo
±1 ∗ x = ±x.

4. Il gruppo GL(n,R) agisce su Rn per moltiplicazione.

5. Allo stesso modo SO(n,R) agisce su Sn.

Definizione 5.3. Fissato un punto x ∈ X , il sottogruppo Gx = {g ∈ G | g ∗ x =
x} è detto stabilizzatore o sottogruppo di isotropia del punto x ∈ X . L’insieme
G∗x = {g ∗x | g ∈ G} è invece detto orbita di x. L’insieme delle orbite è denotato
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5. Rivestimenti

con X/G; è l’insieme quoziente rispetto alla relazione di equivalenza ∼ definita
ponendo x ∼ y se e solo se esiste g ∈ G tale che g ∗ x = y. L’azione di G si dice
libera se, per ogni x ∈ X , g ∗ x = x solo se g = 1G.

Definizione 5.4. Se X è uno spazio topologico e G un gruppo che agisce su X ,
X viene detto un G-spazio se per ogni g ∈ G l’applicazione θg : X → X definita
ponendo θg(x) = g ∗ x risulta continua.

Proposizione 5.5. Se X è un G-spazio allora θg è un omeomorfismo per ogni g ∈ G.

Dimostrazione. Dalla definizione di azione segue che θ1G(x) = 1G ∗ x = x per
ogni x ∈ X e quindi θ1G = IdX . Per ogni g ∈ G

(θg ◦ θg−1)(x) = g ∗ (g−1 ∗ x) = (gg−1) ∗ x = 1G ∗ g = θ1G(x)

e, analogamente θg−1 ◦ θg = θ1G . Pertanto θg è biunivoca, ammettendo come
inversa θg−1 . Poiché X è un G-spazio θg e la sua inversa sono continue, e quindi
θg è un omeomorfismo.

Definizione 5.6. SiaX unG-spazio. L’azione diG si dice propriamente discontinua
se per ogni x ∈ X esiste un intorno Ux tale che, per ogni g 6= 1g si abbia Ux ∩
θg(Ux) = ∅.

Osservazione 5.7. E’ equivalente richiedere che, per ogni x ∈ X esista un intor-
no Ux tale che, per ogni g 6= g′ ∈ G si abbia θg(Ux) ∩ θg′(Ux) = ∅.

Dimostrazione. Chiaramente la condizione enunciata implica quella della
Definizione 5.6. Dal fatto che

θg(Ux) ∩ θg′(Ux) = (θg ◦ θg−1)(θg(Ux) ∩ θg′(Ux)) = θg(Ux ∩ (θg−1g′(Ux))).

segue l’altra implicazione.

5.2 rivestimenti

Siano X̃ e X spazi topologici connessi per archi.

Definizione 5.8. Lo spazio topologico X̃ si dice rivestimento diX se esiste un’ap-
plicazione continua e suriettiva p : X̃ → X tale che ogni punto x ∈ X ha un
intorno aperto U uniformemente rivestito da p, cioè esistono aperti disgiunti
{Uj}j∈J in X̃ tali che

1. p−1(U) =
⋃
Uj

2. p|Uj : Uj → U è un omeomorfismo ∀j

Definizione 5.9. L’applicazione p è detta applicazione di rivestimento. L’insieme
p−1(x) ⊂ X̃ è detto fibra su x.

50



5.2. Rivestimenti

Osservazione 5.10. Per ogni x ∈ X la topologia indotta dalla topologia di X̃
sulla fibra p−1(x) è la topologia discreta.

Esempi 5.11.

1. Ogni omeomorfismo è un rivestimento.

2. L’applicazione p : R → S1 cosı̀ definita: p(t) = (cos(2πt), sin(2πt))) è un
rivestimento.

3. Ponendo coordinate polari nel piano R2 possiamo definire pn : S1 → S1 in
questo modo: pn(1, θ) = (1, nθ); è semplice mostrare che tali applicazioni
sono rivestimenti per ogni intero positivo n.

4. Sia X l’unione a un punto delle circonferenze

C1 = {(x, y) ∈ R2 | (x− 1)2 + y2 = 1}

C2 = {(x, y) ∈ R2 | (x+ 1)2 + y2 = 1}

e sia X̃ il sottoinsieme di R2 costituito dai punti che hanno almeno una
coordinata intera. Sia poi p : X̃ → X l’applicazione definita ponendo

p(x, y) =

{
(1 + cos(π − 2πx), sin(2πx)) y intero
(−1 + cos(2πy), sin(2πy)) x intero

Altri esempi di rivestimenti si ottengono considerando azioni di gruppi.

Proposizione 5.12. Sia X un G-spazio; se l’azione di G su X è propriamente disconti-
nua, allora p : X → X/G è un rivestimento.

Dimostrazione. Mostriamo innanzitutto che la proiezione sul quoziente p :
X → X/G è un’applicazione aperta. Sia V un aperto di X ; allora

p−1(p(V )) = {x ∈ X | p(x) ∈ p(V )} = {x ∈ X | p(x) = p(y),∃y ∈ V } =

= {x ∈ X |x = g ∗ y,∃y ∈ V } = {x ∈ X |x ∈ g ∗ V } =

=
⋃
g∈G

g ∗ V =
⋃
g∈G

θg(V ).
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5. Rivestimenti

quindi p−1(p(V )) è aperto in X e, per definizione di topologia quoziente, p(V ) è
un aperto di X/G.
Sia x ∈ X/G, sia x̃ ∈ p−1(x) e sia Ux̃ 3 x̃ un intorno di x̃ che verifica la condizio-
ne di discontinuità propria; p(Ux̃) è un aperto e p−1(p(Ux̃)) = ∪θg(Ux̃) è unione
disgiunta di aperti.
La restrizione di p, applicazione continua ed aperta, ad ognuno degli aperti
θg(Ux̃) è biunivoca; infatti p(x) = p(y) se e solo se esiste ḡ 6= 1G tale che θḡ(x) = y,
pertanto, se ciò accadesse per x 6= y ∈ θg(Ux̃) avremmo θḡ(θg(Ux̃)) ∩ θg(Ux̃) 6= ∅,
contraddicendo l’ipotesi che l’azione sia propriamente discontinua, e ciò mostra
che la restrizione di p è iniettiva. La verifica della suriettività è lasciata al lettore.
Perciò la restrizione di p ad ognuno degli aperti θg(Ux̃) è un omeomorfismo e
Ux := p(Ux̃) è un intorno di x uniformemente rivestito da p.

Esempi 5.13.

I primi tre esempi di azioni di gruppo in (5.2) danno luogo a rivestimenti p1 :
R→ S1, p2 : R2 → T , p3 : Sn → RPn.

5.3 sollevamenti

Sia p : X̃ → X un rivestimento e f : Y → X un’applicazione continua. Un’ap-
plicazione continua f̃ : Y → X̃ che fa commutare il diagramma seguente, se
esiste, è detta sollevamento di f .

X̃

p

��
Y

f̃

??

f
// X

Osservazione 5.14. Sia p : X̃ → X un rivestimento e f : Y → X un’applicazione
continua; siano poi y0 ∈ Y , x0 = f(y0) e x̃0 ∈ p−1(x0). Condizione necessaria
affinché esista un sollevamento f̃ di f t.c. f̃(y0) = x̃0 è che

f∗π(Y, y0) ⊆ p∗π(X̃, x̃0).

Dimostrazione. Se il sollevamento esiste, la condizione è verificata, in quanto
si ha p∗ ◦ f̃∗ = f∗.

Esempio 5.15. Sia p : R → S1 come al punto 2. dell’Esempio 5.11, e sia f : S1 →
S1 l’identità. Utilizzando l’Osservazione 5.14 è immediato verificare che f non
ammette sollevamenti.

Vedremo ora alcuni importanti risultati che riguardano l’esistenza e l’unicità di
sollevamenti.
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5.3. Sollevamenti

Lemma 5.16. (Unicità del sollevamento). Sia p : X̃ → X un rivestimento, Y uno spa-
zio connesso, f : Y → X un’applicazione continua e f̃1, f̃2 : Y → X̃ due sollevamenti
di f . Allora, se esiste un punto y0 ∈ Y tale che f̃1(y0) = f̃2(y0) si ha f̃1 = f̃2.

Dimostrazione. Sia W ⊂ Y l’insieme dei punti su cui f̃1 e f̃2 coincidono.
Mostreremo che tale insieme è aperto e chiuso in Y ; poiché W 6= ∅, in quanto
contiene y0, si avrà W = Y per la connessione di Y .
Sia y ∈ Y , e sia U un intorno di f(y) uniformemente rivestito da p, la cui con-
troimmagine si può quindi scrivere come unione disgiunta di aperti Vj ; siano
V1 e V2 i due aperti che contengono rispettivamente f̃1(y) e f̃2(y). Per continuità
esiste un intorno N di y tale che f̃1(N) ⊂ V1 e f̃2(N) ⊂ V2.
Se y 6∈ W , allora V1 ∩ V2 = ∅ e N è un intorno di y contenuto in W c, che è quindi
aperto.
Se y ∈ W , allora V1 = V2; dal fatto che pf̃1(y) = pf̃2(y) e che p è un omeomor-
fismo su V1, quindi iniettiva, deduciamo che f̃1 = f̃2 su N , e quindi che W è
aperto.

Lemma 5.17. (Sollevamento di cammini). Sia p : X̃ → X un rivestimento e α : I → X
un cammino di punto iniziale α(0) = x0. Allora, fissato x̃0 ∈ p−1(x0), esiste un unico
sollevamento di α, α̃ : I → X̃ tale che α̃(0) = x̃0.

Dimostrazione. PoichéX è coperto da aperti uniformemente rivestiti da p, esi-
ste una famiglia di aperti {Uj}j∈J uniformemente rivestiti da p tali che {α−1(Uj)}
costituisce un ricoprimento di I .
Esprimendo α−1(Uj) come unione di intervalli: si ottiene un nuovo ricoprimen-
to aperto di I .
Poiché I è compatto possibile trovare un numero finito di tali intervalli che co-
prono I , e quindi una successione di punti 0 = t0 < t1 < · · · < tm = 1 tali che
per ogni k esiste jk ∈ J tale che α([tk, tk+1]) è contenuto in Ujk .
Costruiamo ora il sollevamento induttivamente su [0, tk]. Per k = 0 poniamo
α̃(0) = x̃0; supponiamo di aver definito α̃k : [0, tk] → X̃ con α̃(0) = x0 e che tale
sollevamento sia unico.
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5. Rivestimenti

Per costruzione α([tk, tk+1]) è contenuto in Ujk , la cui controimmagine p−1(Ujk) è
costituita da un’unione disgiunta di aperti Wj omeomorfi a Ujk mediante p.

SiaW l’aperto tra iWj che contiene α̃k(tk); possiamo definire α̃k+1 : [0, tk+1]→ X
nel seguente modo

α̃k+1(t) =

{
α̃k(t) t ∈ [0, tk]

(p|W )−1α(t) t ∈ [tk, tk+1]

La continuità dell’applicazione α̃k+1 segue dal lemma di incollamento, e l’uni-
cità dal Lemma 5.16.

Notazione 5.18. Sia p : X̃ → X un rivestimento, α : I → X un cammino di
punto iniziale α(0) = x0 e x̃0 ∈ p−1(x0). L’unico sollevamento di α con punto
iniziale x̃0 sarà denotato con

`x̃0(α).

Chiaramente, se α è un cammino in X si ha p(`x̃0(α)) = α, mentre, se γ è un
cammino in X̃ si ha `γ(0)(p ◦ γ) = γ.

Corollario 5.19. Sia εx0 : I → X il cammino costante di punto base x0; per ogni
x̃0 ∈ p−1(x0) si ha

`x̃0(εx0) = εx̃0 .

Sia α : I → X un cammino di punto iniziale x0 e punto finale x1, sia x̃0 ∈ p−1(x0) e
sia x̃1 = (`x̃0(α))(1). Allora

`x̃0(α) = `x̃1(α).

Corollario 5.20. Le fibre di p hanno tutte la stessa cardinalità; tale cardinalità è detta
numero di fogli del rivestimento.

Dimostrazione. Siano x, y ∈ X e sia α : I → X un arco che li unisce. Possiamo
definire un’applicazione ϕ : p−1(x)→ p−1(y) associando a un punto x̃j ∈ p−1(x)
il punto (`x̃j(α))(1).
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Allo stesso modo possiamo definire un’applicazione ψ : p−1(y) → p−1(x) asso-
ciando a un punto ỹj ∈ p−1(y) il punto (`ỹj(α))(1).
Usando la seconda parte del Corollario 5.19 si verifica che ϕ e ψ sono l’inversa
una dell’altra, e quindi gli insiemi p−1(x) e p−1(y) sono in biiezione.

In modo analogo al Lemma 5.17 si può dimostrare il seguente

Teorema 5.21. (Sollevamento delle omotopie). Sia p : X̃ → X un rivestimento.
Data un’omotopia F : Y × I → X e un’applicazione F̃0 : Y × {0} → X̃ che è un
sollevamento di F|Y×{0}, allora esiste un unico sollevamento di F , F̃ : Y × I → X̃ che,
ristretto a Y × {0} coincide con F̃0.

Una conseguenza molto importante di tale teorema è il seguente:

Corollario 5.22. (Monodromia) Sia p : X̃ → X un rivestimento; siano α, β : I → X
cammini omotopi di punto iniziale x0, e sia x̃0 ∈ p−1(x0). Allora

`x̃0(α) ∼ `x̃0(β).

In particolare (`x̃0(α)(1) = (`x̃0(β))(1).

Dimostrazione. Sia F : I × I → X un’omotopia di cammini tra α e β e sia
F̃ : I × I → X̃ l’unico sollevamento di F tale che F̃ (s, 0) = (`x̃0(α))(s).
Il cammino F̃ (0, t) è un sollevamento del cammino F (0, t) = α(0) = x0, e quindi,
per il Corollario 5.19 è il cammino costante di punto base x̃0; analogamente si
ha F̃ (1, t) = x̃1. Il cammino F̃ (s, 1) è un sollevamento del cammino β di pun-
to iniziale x̃0, quindi per l’unicità del sollevamento deve coincidere con `x̃0(β).
Pertanto F̃ è un’omotopia (di cammini) tra `x̃0(α) e `x̃0(β).

5.4 rivestimenti e gruppo fondamentale

Proposizione 5.23. Sia p : X̃ → X un rivestimento, x0 ∈ X e x̃0 ∈ p−1(x0); allora
l’omomorfismo indotto p∗ : π(X̃, x̃0)→ π(X, x0) è iniettivo.

Dimostrazione. Sia [γ] ∈ π(X̃, x̃0) tale che p∗[γ] = [p ◦ γ] = [εx0 ]; ciò significa
che p ◦ γ e εx0 sono cammini omotopi. Osserviamo ora che γ = `x̃0(p ◦ γ) e
εx̃0 = `x̃0(εx0), pertanto tali cammini sono omotopi per il Corollario 5.22; segue
che [γ] = [εx̃0 ] è l’elemento neutro di π(X̃, x̃0).

Sia X un G-spazio (sinistro) tale che l’azione di G sia propriamente discontinua.
Abbiamo visto che la proiezione sul quoziente p : X → X/G è un’applicazione
di rivestimento. Vogliamo ora trovare una relazione tra il gruppo G e il gruppo
fondamentale di X/G.
Osserviamo che, dato un punto x0 ∈ X/G, la fibra sul punto x0 è data dall’orbita
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di un qualsiasi punto di essa. Sia x̃0 uno di tali punti. Dato un elemento [α] del
gruppo fondamentale π(X/G, x0), poiché l’azione di G è propriamente discon-
tinua, esiste un unico gα ∈ G tale che `x̃0(α)(1) = gα ∗ x̃0.
Notiamo che, se [β] = [α], allora, per il Corollario 5.22, `x̃0(α)(1) = `x̃0(β)(1).
Possiamo pertanto definire un’applicazione ϕ : π(X/G, x0) → G che ad [α]
associa gα.

Teorema 5.24. Sia x0 ∈ X/G, e x̃0 ∈ p−1(x0). L’applicazione ϕ : π(X/G, x0) → G è
un omomorfismo suriettivo di gruppi, il cui nucleo è p∗π(X, x̃0).

Dimostrazione. Dato un cappio α di punto base x0 e un punto x̃0 ∈ p−1(x0),
sia x̃1 = `x̃0(α)(1). Sia β un altro cappio di punto base x0. Allora

`x̃0(α ∗ β) = `x̃0(α) ∗ `x̃1(β).

Infatti il secondo membro è un sollevamento di α ∗ β di punto iniziale x̃0, e tale
sollevamento è unico. Per la stessa ragione

`x̃1(β) = gα ∗ `x̃0(β).

Quindi

ϕ([α][β]) ∗ x̃0 = `x̃0(α ∗ β)(1) = (`x̃0(α) ∗ `x̃1(β))(1) = (`x̃1(β))(1)

= (gα ∗ `x̃0(β))(1) = gα ∗ (`x̃0(β)(1)) = gα ∗ (gβ ∗ x̃0) =

= (gαgβ) ∗ x̃0 = (ϕ([α])ϕ([β])) ∗ x̃0.

Mostriamo ora che ϕ è suriettivo. Sia g ∈ G. Consideriamo un cammino γ da x̃0

a g ∗ x̃0; p◦γ è un cappio di punto base x0 e γ = `x̃0(p◦γ). Pertanto ϕ([p◦γ]) = g.
Sia [α] ∈ Ker(ϕ); ciò significa che `x̃0(α) è un cappio di punto base x̃0, quindi
possiamo considerare la classe [`x̃0(α)] ∈ π(X, x̃0), ed abbiamo p∗([`x̃0(α)]) = [α].
Viceversa, una classe in p∗π(X, x̃0) è del tipo [p ◦ γ], con [γ] ∈ π(X, x̃0). Poiché
γ = `x̃0(p ◦ γ), si ha ϕ([p ◦ γ]) = 1G.

Corollario 5.25. Sia X un G-spazio tale che l’azione di G sia propriamente disconti-
nua. Sia x0 ∈ X/G e x̃0 ∈ p−1(x0). Allora p∗π(X, x̃0) è un sottogruppo normale
di π(X/G, x0) e π(X/G, x0)/p∗π(X, x̃0) ' G. In particolare, se X è semplicemente
connesso, allora π(X/G, x0) ' G.

Corollario 5.26. Applicando il Corollario 5.25 agli esempi 5.13 siamo in grado di cal-
colare i seguenti gruppi fondamentali:

1. π(S1, x) ' Z;

2. π(T, x) ' Z⊕ Z;

3. π(RPn, x) ' Z2;
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Capitolo 6

Omologia singolare

In questo capitolo, dopo i necessari preliminari di natura algebrica, vedremo un modo,
diverso da quello utilizzato per il gruppo fondamentale, di associare ad uno spazio
topologico dei gruppi (questa volta abeliani), che ne racchiudano alcune proprietà
geometriche.
In particolare costruiremo, per ogni q ≥ 0 gruppi abeliani liberi generati da particolari
applicazioni continue a valori nello spazio topologico, definendo morfismi di bordo che
collegano questi gruppi, e andremo a misurare la non esattezza del complesso di gruppi
cos̀ı costruito - cioè a cercare i cicli che non sono bordi. I gruppi introdotti a tale scopo
sono detti gruppi di omologia singolare dello spazio topologico.
Mostreremo inoltre che a spazi topologici omotopicamente equivalenti corrispondono
gruppi isomorfi, e studieremo infine i gruppi H0(X), che misura la connessione per archi
di X, e H1(X), che si rivelerà essere strettamente legato al gruppo fondamentale.

6.1 gruppi abeliani e successioni esatte

Definizione 6.1. Sia (G,+) un gruppo abeliano. Un sottoinsieme {gi}i∈I è detto
sistema di generatori per G se ogni elemento g ∈ G si può scrivere come combi-
nazione lineare finita a coefficienti in Z dei gi, cioè g =

∑
nigi con ni 6= 0 per

un numero finito di i ∈ I . Un gruppo abeliano si dice finitamente generato se
ammette un sistema di generatori costituito da un numero finito di elementi.

Definizione 6.2. Sia (G,+) un gruppo abeliano. Un sottoinsieme {gi}i∈I è detto
libero se

∑
nigi = 0 se e solo se ni = 0 per ogni i ∈ I . E’ evidente che un

sottoinsieme di un sistema libero è anch’esso libero.

Definizione 6.3. Sia (G,+) un gruppo abeliano. Un sottoinsieme B = {gi}i∈I è
detto base per G se è libero ed è un sistema di generatori per G.
Un gruppo abeliano si dice libero se ammette una base. E’ immediato verificare
che, se B = {gi}i∈I è una base perG allora ogni elemento g ∈ G si scrive in modo
unico come g =

∑
i∈I nigi.

Esempio 6.4. Non tutti i gruppi abeliani ammettono una base: un esempio di
tale situazione è dato dai gruppi ciclici Z/nZ, in cui non esistono sottoinsiemi
liberi.
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Proposizione 6.5. (Estensione per linearità): Sia G un gruppo abeliano libero di base
B = {gi}i∈I . Allora per ogni gruppo abeliano G′ ed ogni applicazione ϕ : B → G′ esiste
un unico morfismo ϕ̃ : G→ G′ tale che ϕ̃|B = ϕ.

Dimostrazione. Sia g ∈ G; g si scrive in modo unico sugli elementi della base
g =

∑
migi; definiamo quindi ϕ(g) =

∑
miϕ(gi). E’ immediato verificare che si

tratta di un morfismo con le proprietà richieste, e che è unico.

Definizione 6.6. Sia G un gruppo abeliano; un elemento g ∈ G si dice di torsione
se esiste n ∈ N tale che ng = 0. Denoteremo l’insieme degli elementi di torsione
di G con T (G); è immediato verificare che T (G) è un sottogruppo di G, detto
sottogruppo di torsione.

Proposizione 6.7. Siano G e G′ gruppi abeliani.

a) Se ϕ è un morfismo di gruppi, allora ϕ(T (G)) ⊆ T (G′);

b) se ϕ è un isomorfismo allora ϕ|T (G) : T (G)→ T (G′) è un isomorfismo.

Dimostrazione. Sia g ∈ T (g), e sia n ∈ N tale che ng = 0. Allora nϕ(g) =
ϕ(ng) = ϕ(0) = 0, e quindi ϕ(g) ∈ T (G′). Sia ϕ un isomorfismo, g′ ∈ T (G) e
n ∈ N tale che ng′ = 0; sia g = ϕ−1(g′); allora ϕ(ng) = nϕ(g) = 0, e quindi ng = 0
per l’iniettività di ϕ. Pertanto ϕ(T (G)) = T (G′), e ciò basta per concludere

Corollario 6.8. Sia ϕ : G→ G′ un isomorfismo di gruppi abeliani; allora ϕ induce un
isomorfismo ϕ̄ : G/T (G)→ G′/T (G′).

Notazione 6.9. Essendo la notazione additiva più comune quando si lavora con
gruppi abeliani, d’ora innanzi denoteremo il prodotto diretto di gruppi sarà
chiamato somma diretta e deotato con il simbolo ⊕.

Diamo senza dimostrazione il seguente fondamentale risultato:

Teorema 6.10. Sia G un gruppo abeliano finitamente generato; allora T (G) è finito, ed
esiste n ∈ N t.c. G ' Zn ⊕ T (G),

Definizione 6.11. Una successione di gruppi abeliani e di morfismi di gruppi

H
f // G

g // K

si dice esatta in G se Ker(g) = Im(f). Una successione di gruppi abeliani e di
morfismi di gruppi

· · · // Gn+1
fn+1 // Gn

fn // Gn−1
fn−1 // · · ·

si dice esatta se è esatta in Gn per ogni n.
Una successione esatta breve è una successione esatta del tipo

0 // H
f // G

g // K // 0
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Osservazione 6.12. Una successione breve di gruppi abeliani e morfismi di grup-
pi abeliani

0 // H
f // G

g // K // 0

è esatta se e solo se f è iniettiva, Ker(g) = Im(f), g è suriettiva.

Lemma 6.13. Data una successione esatta breve di gruppi abeliani

0 // A
f // B
h

hh
g // C
k

hh // 0

i seguenti fatti sono equivalenti:

1. Esiste un morfismo h : B → A tale che h ◦ f = IdA;

2. Esiste un morfismo k : C → B tale che g ◦ k = IdC ;

3. Esiste un isomorfismo ϕ : B → A⊕ C che fa commutare il diagramma seguente,
dove iA e pC sono rispettivamente l’inclusione e la proiezione sul secondo addendo:

B

ϕ

��

g

''
0 // A

f 77

iA ''
C // 0

A⊕ C
pC

77

Una successione siffatta è detta successione spezzante.

Dimostrazione. E’ semplice mostrare che 3) ⇒ 1), 2); infatti basta prendere
come h : B → A la composizione pA ◦ ϕ, dove pA è la proiezione sul primo
addendo, e come come k : C → B la composizione ϕ−1 ◦ iC , ove iC : C → A⊕C
è l’inclusione.

Mostriamo ora che 1)⇒ 3). Definiamo ϕ : B → A⊕ C come ϕ(b) = (h(b), g(b)).
Osserviamo che B = Im(f)⊕ Ker(h); infatti possiano scrivere b = b− f(h(b)) +
f(h(b)) ed è immediato verificare che b− f(h(b)) ∈ Ker(h). Inoltre, se b = f(a) e
h(b) = 0 allora a = h(f(a)) = 0.
Sia ora (a, c) ∈ A ⊕ C; per la suriettività di g esiste un elemento di B, che scri-
veremo come f(a′) + b′, con h(b′) = 0 tale che g(f(a′) + b′) = c. Osserviamo che
c = g(f(a′) + b′) = g(b′) = g(f(a) + b′), e che h(f(a) + b′) = a. Pertanto f(a) + b′

è una controimmagine di (a, c) e ϕ è suriettiva.
Sia b ∈ Ker(ϕ); poiché g(b) = 0, per l’esattezza della successione esiste a ∈ A tale
che b = f(a); da 0 = h(b) = h(f(a)) = a abbiamo che b = f(0) = 0, e quindi ϕ è
iniettiva.

Per mostrare che 2) ⇒ 3) consideriamo la mappa ψ : A ⊕ C → B definita po-
nendo ψ(a, c) = f(a) + k(c). Se ψ(a, c) = 0, allora g(ψ(a, c)) = c = 0, e anche
a = 0, per l’iniettività di f . Sia ora b ∈ B; scriviamo b = b − k(g(b)) + k(g(b));
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osserviamo che g(b − k(g(b))) = g(b) − g(b) = 0, e quindi esiste a ∈ A tale che
b − k(g(b)) = f(a) per l’esattezza della successione. Posto c = g(b) notiamo che
b = ψ(a, c), e quindi ψ è un isomorfismo.

Osservazione 6.14. Una successione esatta breve di gruppi abeliani

0 // A
f // B

g // C // 0

tale che C è un gruppo libero è spezzante.

Dimostrazione. Sia BC = {ci}i∈I una base di C; per ogni i ∈ I si scelga
bi ∈ g−1(ci), e si definisca k : BC → B in questo modo: k(ci) = bi, la si estenda
poi an un omomorfismo k : C → B come nella Proposizione 6.5.

6.2 complessi di catene

Definizione 6.15. Un complesso di catene C è un insieme {(Cq, ∂q)}q∈Z conCq grup-
po abeliano, detto gruppo delle q-catene, e ∂q : Cq → Cq−1 morfismo di gruppi,
detto morfismo di bordo, che sia autonullifico, cioè ∂q ◦ ∂q+1 = 0 ∀q ∈ Z.

Definizione 6.16. Il sottogruppo Zq(C) = Ker ∂q ⊆ Cq si dice gruppo dei q-cicli,
mentre il sottogruppo Bq(C) = Im ∂q+1 ⊆ Cq si dice gruppo dei q-bordi.
Per la proprietà di autonullificità dell’operatore bordo, Bq(C) ⊆ Zq(C); è quindi
possibile formare il gruppo quoziente

Hq(C) =
Zq(C)
Bq(C)

,

detto q-esimo gruppo di omologia del complesso C .

Definizione 6.17. Siano C = {(Cq, ∂q)}q∈Z e C ′ = {(C ′q, ∂ ′q )}q∈Z due complessi di
catene. Un morfismo di complessi di catene f : C → C ′ è una collezione {fq}q∈Z
di morfismi fq : Cq → C ′q che commutano con l’operatore bordo, tali cioè che
fq−1 ◦ ∂q = ∂ ′q ◦ fq per ogni q ∈ Z.

· · · // Cq+1

fq+1

��

=

∂q+1 // Cq

fq

��

∂q //

=

Cq−1

fq−1

��

// · · ·

· · · // C ′q+1

∂ ′q+1 // C ′q
∂ ′q // C ′q−1

// · · ·

Osservazione 6.18. Se f : C → C ′ è un morfismo di complessi di catene, allora è
semplice verificare che fq(Zq(C)) ⊆ Zq(C ′) e fq(Bq(C)) ⊆ Bq(C ′) per ogni q ∈ Z,
cioè f manda q-cicli in q-cicli e q-bordi in q-bordi.
Infatti, se z ∈ Zq(C), allora ∂q(z) = 0, e quindi fq−1(∂q(z)) = 0; per la commuta-
tività del diagramma nella Definizione 6.17 si ha ∂ ′q (fq(z)) = fq−1(∂q(z)) = 0, e
quindi fq(z) ∈ Z1(C ′). Analoga è la verifica che fq(Bq(C)) ⊆ Bq(C ′).
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Dall’osservazione segue che è possibile definire dei morfismi

Hq(f) : Hq(C)→ Hq(C ′)

ponendo Hq(f)([z]) = [fq(z)]. Infatti fq(z) ∈ Zq(C) e, se [z] = [z̄] si ha che i due
cicli differicono per un bordo: z = z̄ + ∂q+1(σ); quindi

fq(z) = fq(z̄) + fq∂q+1(σ) = fq(z̄) + ∂ ′q+1 fq+1(σ)

e pertanto [fq(z)] = [fq(z̄)].
Si verifica facilmente, utilizzando la definizione, che, se C, C ′ e C ′′ sono tre com-
plessi di catene e f : C → C ′, g : C ′ → C ′′ sono morfismi di complessi, allora
Hq(g ◦ f) = Hq(g) ◦Hq(f). Inoltre, indicato con IdC : C → C il morfismo identico,
si ha Hq(IdC) = IdHq(C), cioè

Teorema 6.19. Hq è un funtore (covariante) dalla categoria dei complessi di catene e
morfismi di complessi di catene alla categoria dei gruppi abeliani e morfismi di gruppi
abeliani.

6.3 omologia singolare

Vogliamo ora associare ad uno spazio topologico un complesso di catene che ne
rifletta la geometria, per poter poi considerare i gruppi di omologia associati a
tale complesso.

Definizione 6.20. In Rq sia E0 = (0, . . . , 0) e siano Ei, per i da 1 a q, i punti con
tutte le coordinate nulle, tranne l’i-esima, che vale 1. Sia poi

∆q =

{
q∑
i=0

λiEi con λi ≥ 0 e
∑

λi = 1

}
.

∆q è detto q-simplesso standard.

Definizione 6.21. Sia X uno spazio topologico; si dice q-simplesso singolare in X
un’applicazione continua σ : ∆q → X ; si dice supporto di σ, e si indica con |σ|
l’immagine σ(∆q) ⊂ X .

Definizione 6.22. Sia X uno spazio topologico; per ogni q ≥ 0 si denoti con
Sq(X) il gruppo abeliano libero generato dai q-simplessi singolari inX . Per q < 0
poniamo Sq(X) = {0}. Tali gruppi sono detti gruppi delle q-catene singolari di
X .

Vogliamo ora costruire un complesso di catene S(X) i cui gruppi siano gli Sq(X);
dobbiamo perciò definire un morfismo di bordo ∂q : Sq(X)→ Sq−1(X). Per q ≤ 0
tale morfismo sarà semplicemente il morfismo nullo. Per definire ∂q per q ≥ 1
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introduciamo innanzitutto, per ogni q ≥ 1, delle applicazioni F i
q : ∆q−1 → ∆q,

per i = 0, . . . q, definendole sui vertici di ∆q−1 ed estendendole linearmente

F i
q(Ek) =

{
Ek k < i

Ek+1 k ≥ i

Tali applicazioni vengono detti operatori faccia.
Utilizzando tali operatori è possibile associare ad un q-simplesso singolare σ dei
(q − 1)-simplessi singolari σ(i) ∈ Sq−1(X) in questo modo: σ(i) = σ ◦ F i

q

∆q−1

F iq //

σ(i)

77∆q
σ // X

La mappa σ(i) è cioè la restrizione di σ alla faccia di ∆q opposta al vertice Ei.

Lemma 6.23. Siano i 6= j indici compresi tra 0 e q. Denotiamo con σ(i,j) la restrizione
di σ alla faccia di codimensione due di ∆q che non contiene i vertici Ei ed Ej . Allora

F i
q ◦ F

j
q−1 =

{
σ(i,j) i > j

σ(i,j+1) i ≤ j

Dimostrazione. Applicando le definizioni troviamo che, nel primo caso

(F i
q ◦ F

j
q−1)(Ek) =


Ek k < j

Ek+1 j ≤ k < i− 1

Ek+2 k ≥ i− 1

mentre nel secondo

(F i
q ◦ F

j
q−1)(Ek) =


Ek k < i

Ek+1 i ≤ k < j

Ek+2 k ≥ j

da segue immediatamente l’asserto.

Dato un q-simplesso singolare σ, definiamo

∂q(σ) =

q∑
i=0

(−)iσ(i),

e lo estendiamo per linearità ad un morfismo ∂q : Sq(X)→ Sq−1(X):

∂q

(∑
njσj

)
=
∑

nj∂q(σj).
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Lemma 6.24. I morfismi ∂q sono tali che ∂q−1 ◦ ∂q = 0.

Dimostrazione. E’ sufficiente verificare l’affermazione sui simplessi singolari.
Sia σ : ∆q → X . Utilizzando il Lemma 6.23 otteniamo

(∂q−1 ◦ ∂q)(σ) = ∂q−1

(
q∑
i=0

(−)iσ ◦ F i
q

)
=

q∑
0

(−)i∂q−1(σ ◦ F i
q) =

=

q∑
i=0

(−)i
q−1∑
j=0

(−)j(σ ◦ F i
q ◦ F

j
q−1) =

=
∑
i≤j

(−)i+jσ(i,j+1) +
∑
i>j

(−)i+jσ(i,j) =

=
∑
i<j

(−)i+j−1σ(i,j) +
∑
i>j

(−)i+jσ(i,j) = 0.

Definizione 6.25. Il sottogruppo Zq(X) = Ker ∂q ⊆ Sq(X) si dice gruppo dei
q-cicli singolari, mentre il sottogruppo Bq(X) = Im ∂q+1 ⊆ Sq(X) si dice gruppo
dei q-bordi singolari.
Per la proprietà di autonullificità del morfismo di bordo, Bq(X) ⊆ Zq(X); è
quindi possibile formare il gruppo quoziente

Hq(X) =
Zq(X)

Bq(X)
,

detto q-esimo gruppo di omologia singolare dello spazio topologico X .

Osservazione 6.26. Poiché un simplesso singolare è un’applicazione continua e
∆q è connesso per archi, se {Xα}α∈A sono le componenti connesse per archi di
X , allora

Sq(X) '
⊕
α∈A

Sq(Xα) e δq(Sq(Xα)) ⊂ Sq−1(Xα),

pertanto avremo anche
Hq(X) =

⊕
α∈A

Hq(Xα).

Esempio 6.27. Calcoliamo i gruppi di omologia singolare di uno spazio topolo-
gico costituito da un solo punto: X = {x}.
Per ogni q ≥ 0 esiste un’unica applicazione continua σq : ∆q → {x}, quella co-
stante, e quindi Sq(X) = Z〈σq〉 per ogni q ≥ 0. Vediamo come agisce l’operatore
bordo ∂q. Per q = 0, essendo S−1(X) = {0} avremo ∂0 = 0.
Per q ≥ 1 abbiamo Sq(X) = Z e Sq−1(X) = Z, e, per definizione

∂q(σq) = σq−1 − σq−1 + σq−1 − · · · =

{
0 q dispari

σq−1 q pari 6= 0
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Quindi, se q è pari e non nullo avremo Im ∂q+1 = Ker ∂q = 0, mentre se q è dispari
avremo Im ∂q+1 = Ker ∂q = Z. In entrambi i casi Hq(X) = 0.
Resta da esaminare il caso q = 0; in questo caso abbiamo Im ∂1 = 0 e Ker ∂0 = Z,
e quindi H0(X) ' Z.

Vediamo ora come ad un’applicazione continua tra spazi topologici sia possibile
associare un morfismo di complessi di catene.

Definizione 6.28. Sia f : X → Y un’applicazione continua; definiamo un il mor-
fismo indotto sui complessi singolari S(f) : S(X) → S(Y ) nel modo seguente:
per ogni q sia Sq(f) : Sq(X)→ Sq(Y ) cosı̀ definito:

Sq(f)

(
k∑
1

niσi

)
=

k∑
1

ni(f ◦ σi).

E’ semplice verificare che quello appena definito è un morfismo di complessi di
catene, cioè commutano i diagrammi

Sq(X)
Sq(f) //

∂q

��

Sq(Y )

∂q

��
Sq−1(X)

Sq−1(f) // Sq−1(Y )

Inoltre all’identità di X si associa l’identità di S(X), e alla composizione di
applicazioni continue si associa la composizione di morfismi di complessi di
catene.

Definizione 6.29. Data un’applicazione continua tra spazi topologici f : X →
Y , definiamo i morfismi indotti in omologia Hq(f) : Hq(X) → Hq(Y ) nel modo
seguente:

Hq(f)

([
k∑
i=1

niσi

])
= [Sq(f)

(
k∑
i=1

niσi

)
] =

[
k∑
1

ni(f ◦ σi)

]
.

E’ immediato verificare che all’identità di X si associa l’identità di Hq(X), e alla
composizione di applicazioni continue si associa la composizione di morfismi
di gruppi, cioè

Teorema 6.30. Hq è un funtore (covariante) dalla categoria degli spazi topologici e
applicazioni continue alla categoria dei gruppi abeliani e morfismi di gruppi abeliani.

Sussiste il seguente fondamentale risultato, analogo del Teorema 3.18 (per una
dimostrazione si veda [3, Theorem 2.10]):

Teorema 6.31. (Teorema d’invarianza per omotopia). Siano f, g : X → Y applicazioni
continue e omotope. Allora Hq(f) = Hq(g) per ogni q ∈ Z.
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Corollario 6.32. Sia f : X → Y un’equivalenza omotopica. Allora i morfismi di
gruppi Hq(f) : Hq(X)→ Hq(Y ) sono isomorfismi per ogni q ∈ Z.

Corollario 6.33. Sia X uno spazio topologico contraibile. Allora Hq(X) ' {0} per
ogni q 6= 0, e H0(X) ' Z.

6.4 significato geometrico di h0(x) e h1(x)

Vedremo ora l’interpretazione geometrica dei gruppi H0(X) e H1(X); il primo
misura la connessione (per archi) di uno spazio topologico:

Teorema 6.34. Se X è uno spazio topologico connesso per archi, allora H0(X) ' Z.

Dimostrazione. Dalla successione del complesso singolare di X ,

· · · // S1(X)
∂1 // S0(X)

∂0 // 0

otteniamo che
H0(X) =

Z0(X)

B0(X)
=
S0(X)

B0(X)
.

in quanto Z0(X) = Ker ∂0 = S0(X).

Consideriamo l’omomorfismo deg : S0(X) → Z, definito associando a una
0-catena

∑k
1 niPi il numero intero

∑k
1 ni. Tale omomorfismo è evidentemen-

te suriettivo, in quanto per ogni n0 ∈ Z, preso un qualsiasi P0 ∈ X , si ha
deg(n0P0) = n0. Mostreremo ora che B0(X) è il nucleo di tale omomorfismo.
Cominciamo col mostrare che Ker(deg) ⊇ B0(X).
Sia ∂1s uno 0-bordo, con s ∈ S1(X), s =

∑k
1 niσi; i σi sono cammini in X , e il

bordo di σi è P1i − P0i, con P0i punto iniziale e P1i punto finale del cammino σi.
Allora

deg(∂1s) = deg

(
k∑
1

ni∂1σi

)
= deg

(
k∑
1

ni(P1i − P0i)

)
=

k∑
1

(ni − ni) = 0.

Osserviamo che, per questa parte della dimostrazione, l’ipotesi sulla connessio-
ne per archi di X non è stata usata.
Verifichiamo ora che Ker(deg) ⊆ B0(X).
Sia s =

∑k
1 niPi una 0-catena tale che

∑k
1 ni = 0; fissiamo Q ∈ X e, per ogni Pi

che appare in s, consideriamo un cammino σi : I → X che abbia Q come punto
iniziale e Pi come punto finale. Sia s1 =

∑k
1 niσi; allora

∂s1 =
k∑
1

ni∂σi =
k∑
1

niPi −
k∑
1

niQ =
k∑
1

niPi,

e quindi s0 = ∂s1 ⊂ B0(X). Abbiamo dimostrato che Ker(deg) = B0(X), quindi

H0(X) =
S0(X)

B0(X)
' S0(X)

Ker(deg)
' Im(deg) = Z.
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Osservazione 6.35. La classe di un qualsiasi punto di uno spazio topologico X
connesso per archi è un generatore di H0(X).

Osservazione 6.36. Combinando il Teorema 6.34 e l’Osservazione 6.26 possia-
mo concludere che uno spazio topologico X è connesso per archi se e solo se
H0(X) ' Z.

Spesso è conveniente utilizzare una versione leggermente modificata dell’omo-
logia singolare, tale che tutti i gruppi di omologia di uno spazio contraibile siano
banali; ciò si ottiene definendo i gruppi di omologia ridotta, H̃q(X) come i gruppi
di omologia del complesso di catene S̃(X) = {S̃q(X), ∂̃q}, ove

S̃q(X) =

{
Sq(X) per q 6= −1

Z per q = −1

∂̃q =

{
∂q per q 6= 0

deg per q = 0

Il complesso S̃(X) è detto complesso singolare aumentato.

· · · // S2(X)
∂2 // S1(X)

∂1 // S0(X)
deg // Z // 0

Abbiamo osservato, nella dimostrazione del Teorema 6.34 cheB0(X) ⊂ Ker(deg),
quindi ∂̃0 ◦ ∂̃1 = 0. E’ ovvio che H̃q(X) ' Hq(X) per q ≥ 1. Per q = 0 abbiamo

H̃0(X) =
Ker(deg)

B0(X)
.

Consideriamo la successione esatta breve

0 // Ker(deg) // S0(X)
deg // Z // 0

Tale successione è spezzante perché Z è libero, quindi, per la Proposizione 6.13
S0(X) ' Ker(deg)⊕ Z; poiché B0(X) ⊂ Ker(deg) si ha

H0(X) ' S0(X)

B0(X)
' Ker(deg)

B0(X)
⊕ Z = H̃0(X)⊕ Z.

In particolare, X è connesso per archi se e solo se H̃0(X) è il gruppo banale.

Andiamo ora a considerare il gruppo H1(X) e a vedere la sua relazione con il
gruppo fondamentale.

Proposizione 6.37. Sia X uno spazio topologico, x0 un suo punto, e siano α, β : I →
X cappi di punto base x0 tali che [α] = [β] in π(X, x0); allora [α] = [β] in H1(X).

66



6.4. Significato geometrico di H0(X) e H1(X)

Dimostrazione. Definiamo un’applicazione Q : I × I → ∆2 in questo modo:

Q(s, t) = (1− s)E0 + s((1− t)E1 + tE2);

tale applicazione è chiaramente continua, ed è semplice verificare che è biuni-
voca tra I × I \ ({0} × I) e ∆2 \ E0, mentre manda {0} × I in E0.
Sia F : I × I → X un’omotopia di cammini tra α e β, cioè un’applicazione con-
tinua tale che F (s, 0) = α(s), F (s, 1) = β(s) e F (0, t) = F (t, 1) = x0.
Tale applicazione passa al quoziente rispetto a Q, e quindi esiste un’applicazio-
ne continua σ : ∆2 → X tale che σ ◦Q = F .

F

σ

Q

Il bordo di σ è dato da

∂1σ = σ(0) − σ(1) + σ(2) =

= σ|E1E2 − σ|E0E2 + σ|E0E1 =

= εx0 − β + α

Osserviamo che il cappio εx0 può essere visto come bordo della due catena σx0 :
∆2 → X che manda ogni punto di ∆2 in x0. Pertanto

α = β + ∂1(σ − σx0),

e quindi [α] = [β] in H1(X).

Corollario 6.38. E’ ben definita un’applicazione χ : π(X, x0) → H1(X), che associa
alla classe di omotopia di un cappio α la classe di omologia del cappio stesso.

Si può dimostrare che

Teorema 6.39 (di Hurewicz). Sia X uno spazio topologico connesso per archi e x0 un
suo punto. L’applicazione χ : π(X, x0) → H1(X) è un omomorfismo suriettivo ed il
suo nucleo è dato dal sottogruppo dei commutatori di π(X, x0).
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Corollario 6.40. Sia X uno spazio topologico connesso per archi e x0 un suo punto;
allora il gruppo H1(X) è isomorfo all’abelianizzato del gruppo π(X, x0). In particolare
si avrà π(X, x0) ' H1(X) se e solo se π(X, x0) è abeliano,

Osservazione 6.41. Siano α e β cammini tali che α(1) = β(0). Allora α∗β−α−β ∈
Z1(X) e [α ∗ β − α− β] = 0 in H1(X).

Dimostrazione. La prima asserzione è evidente, in quanto

∂1(α ∗ β − α− β) = β(1)− α(0)− (α(1)− α(0))− (β(1)− β(0)) = 0.

Per mostrare la seconda, sia p la proiezione ortogonale del simplesso ∆2 sul lato
〈E1, E2〉, sia γ : 〈E1, E2〉 → X il cammino definito ponendo

γ((1− t)E1 + tE2) = (α ∗ β)(t)

e sia σ : ∆2 → X la composizione: σ = γ ◦ p. E’ semplice verificare che ∂2(σ) =
α ∗ β − α− β.

Corollario 6.42. Sia γ : I → X un cappio, tale che γ = γ1 ∗ γ2 ∗ · · · ∗ γn; allora
[γ] = [γ1 + γ2 + · · ·+ γn] in H1(X).
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Capitolo 7

Teorema di Mayer-Vietoris, omologia di una coppia e applicazioni

In questo capitolo vedremo l’analogo del Teorema di Seifert-Van Kampen per l’omologia
singolare: un risultato cioè che permette di calcolare i gruppi di omologia di uno spazio
topologico a partire dall’omologia di due suoi sottospazi e della loro intersezione, e
faremo diversi esempi del suo utilizzo.
Vedremo poi un nuovo complesso di catene, associato ad una coppia (X,A), dove
X è uno spazio topologico ed A un suo sottospazio, el’omologia ad esso associata,
detta omologia della coppia, particolarmente utile nello studio dei retratti. L’omologia
della coppia verrà quindi utilizzata nell’ultima sezione per definire l’omologia locale e
dimostrare il Teorema di invarianza della dimensione.

7.1 successione esatta di mayer-vietoris

Definizione 7.1. Una successione di complessi di catene e di morfismi di com-
plessi di catene

C ′ f // C g // C ′′

si dice esatta in C se, per ogni q ∈ Z, Ker(gq) = Im(fq).

Proposizione 7.2. (Successione esatta lunga) Sia

0 // C ′ f // C g // C ′′ // 0

una successione esatta breve di complessi di catene.
Allora esistono omomorfismi δq : Hq(C ′′)→ Hq−1(C ′) tali che la successione

· · · Hq(f) // Hq(C)
Hq(g) // Hq(C ′′)

δq // Hq−1(C ′)
Hq−1(f) // · · · (7.3)

sia esatta.
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Dimostrazione. Consideriamo il seguente diagramma commutativo:

0 // C ′q+1

fq+1 //

∂ ′q+1

��

Cq+1

gq+1 //

∂q+1

��

C ′′q+1
//

∂′′q+1

��

0

0 // C ′q
fq //

∂ ′q

��

Cq
gq //

∂q

��

C ′′q //

∂′′q

��

0

0 // C ′q−1

fq−1 //

∂ ′q−1

��

Cq−1

gq−1 //

∂q−1

��

C ′′q−1
//

∂′′q−1

��

0

0 // C ′q−2

fq−2 // Cq−2

gq−2 // C ′′q−2
// 0

Vogliamo definire un omomorfismo δq : Hq(C ′′) → Hq−1(C ′); un elemento di
Hq(C ′′) è una classe di equivalenza [z′′q ], dove z′′q ∈ Z ′′q ⊂ C ′′q .

La seconda riga è esatta, quindi gq è suriettivo; pertanto esiste cq ∈ Cq tale che
gq(cq) = z′′q ; per la commutatività del quadrato

gq−1(∂q(cq)) = ∂′′q (gq(cq)) = 0,

e quindi ∂q(cq) ∈ Ker(gq−1) = Im(fq−1); pertanto esiste un unico c′q−1 ∈ C ′q−1 tale
che fq−1(c′q−1) = ∂q(cq). Inoltre

fq−2(∂′q−1(c′q−1)) = ∂q−1(fq−1(cq)) = ∂q−1(∂q(cq)) = 0,

quindi, per l’iniettività di fq−2 abbiamo ∂′q−1(c′q−1) = 0, cioè c′q−1 ∈ Z ′q−1 e indivi-
dua una classe [c′q−1] in Hq−1(C ′). Poniamo δq([z′′q ]) = [c′q−1].

cq ∈ Cq
gq //

∂q

��

z′′q ∈ C ′′q //

∂′′q

��

0

0 // c′q−1 ∈ C ′q−1

fq−1 //

∂ ′q−1

��

∂q(cq) ∈ Cq−1

gq−1 // 0 ∈ C ′′q−1
// 0

0 ∈ Cq−2

1) L’applicazione δq è ben definita.

Mostriamo innanzitutto che la definizione non dipende dalla scelta fatta della
controimmagine cq di z′′q via gq.
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Sia cq ∈ Cq un’altra controimmagine di z′′q ; allora gq(cq−cq) = 0, e quindi cq−cq ∈
Ker(gq) = Im(fq), perciò esiste c′q ∈ C ′q tale che cq = cq + fq(c

′
q). Ne segue che

∂q(cq)− ∂q(cq) = ∂q(fq(c
′
q)) = fq−1(∂′q(c

′
q)),

e quindi l’elemento individuato in Cq−1 partendo da cq differisce da quello indi-
viduato da cq per il bordo ∂′q(c

′
q), e quindi individua la stessa classe in Hq(C ′).

0 // c′q ∈ C ′q
fq //

∂ ′q

��

cq − cq ∈ Cq
gq //

∂q

��

0 ∈ C ′′q //

∂′′q

��

0

0 // ∂ ′q (c′q) ∈ C ′q−1

fq−1 // ∂q(cq)− ∂q(cq) ∈ Cq−1

gq−1 // C ′′q−1
// 0

Mostriamo ora che la definizione non dipende dalla scelta del rappresentante
della classe [z′′q ]; sia z′′q tale che [z′′q ] = [z′′q ].
Poiché [z′′q ] = [z′′q ] si ha che z′′q − z′′q = ∂′′q+1(c′′q+1); per la suriettività di gq+1 esiste
cq+1 ∈ Cq+1 tale che gq+1(cq+1) = c′′q+1. Riscriviamo

z′′q − z′′q = ∂′′q+1(gq+1(cq+1)) = gq(∂q+1(cq+1)).

Ora, poiché ∂q(∂q+1(cq+1)) = 0, si vede che la definizione di δq non dipende dal
rappresentante scelto.

cq+1 ∈ Cq+1

gq+1 //

∂q+1

��

c′′q+1 ∈ C ′′q+1
//

∂′′q+1

��

0

∂q+1(cq+1) ∈ Cq

∂q

��

gq // z′′q − z′′q ∈ C ′′q

∂′′q

��

// 0

0 ∈ Cq−1

gq−1 // C ′′q−1
// 0

2) L’applicazione δq è un omomorfismo.

Siano [z′′q ] e [z̄′′q ] due elementi di Hq(C ′′); per trovare δq([z′′q ]) scegliamo una con-
troimmagine cq di z′′q via gq, ne prendiamo il bordo ∂q(cq), troviamo l’unica con-
troimmagine c′q−1 di ∂q(cq) via fq−1 e ne consideriamo la classe: δq([z′′q ]) = [c′q−1].
Analogamente per trovare δq([z̄′′q ]) scegliamo una controimmagine c̄q di z̄′′q via
gq, ne prendiamo il bordo ∂q(c̄q), troviamo l’unica controimmagine c̄′q−1d i ∂q(cq)
via fq−1. e ne consideriamo la classe: δq([z̄′′q ]) = [c̄′q−1].
Per trovare δq([z′′q + z̄′′q ]) dobbiamo innanzitutto scegliere una controimmagine
di z′′q + z̄′′q via gq; essendo gq un omomorfismo possiamo scegliere cq + c̄q come
controimmagine.
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Dobbiamo ora considerare ∂q(cq + c̄q) = ∂q(cq) + ∂q(c̄q) e prenderne l’unica con-
troimmagine via fq−1. Ora è evidente che tale elemento è esattamente c′q−1 + c̄′q−1,
e quindi

δq([z
′′
q + z̄′′q ]) = [c′q−1 + c̄′q−1] = [c′q−1] + [c̄′q−1] = δq([z

′′
q ]) + δq([z̄

′′
q ]).

3) La successione 7.3 è esatta.

Mostriamo ora che la successione

. . .
Hq(f) // Hq(C)

Hq(g) // Hq(C ′′)
δq // Hq−1(C ′)

Hq−1(f) // Hq−1(C) // . . .

è esatta in Hq(C ′′), lasciando come esercizio l’esattezza in Hq(C ′) e in Hq(C).

Mostriamo innanzitutto che Im(Hq(g)) ⊆ Ker(δq).

Sia [z′′q ] = Hq(g)([zq]) = [gq(zq)]; ciò significa che esiste cq+1 ∈ Cq+1 tale che
z′′q + ∂q+1(cq+1) = gq(zq).
Per trovare δq([z′′q ]) = δq([z

′′
q + ∂q+1(cq+1)]) possiamo quindi scegliere come rap-

presentante della classe [z′′q ] l’elemento z′′q+∂q+1(cq+1), e come controimmagine di
tale elemento via gq l’elemento zq, che è un ciclo, quindi ∂q(zq) = 0 e δq([z′′]) = 0.

Mostriamo ora che Ker(δq) ⊆ Im(Hq(g)).

Sia [z′′q ] ∈ Ker δq; ciò significa che esiste cq ∈ Cq tale che gq(cq) = z′′q e, denotata
con c′q−1 l’unica controimmagine di ∂q(cq) via fq−1, esiste c′q ∈ C ′q tale che c′q−1 =
∂ ′q c

′
q.

0 // c′q ∈ C ′q
fq //

∂ ′q

��

cq ∈ Cq
gq //

∂q

��

z′′q ∈ C ′′q //

∂′′q

��

0

0 // c′q−1 = ∂ ′q (c′q) ∈ C ′q−1

fq−1 // ∂q(cq) ∈ Cq−1

gq−1 // C ′′q−1
// 0

Per la commutatività del quadrato a sinistra

∂q(fq(c
′
q)) = fq−1(c′q) = ∂q(cq),

e quindi ∂q(fq(c′q)− cq) = 0, cioè zq = cq − fq(c′q) è un ciclo, quindi individua una
classe [zq] ∈ Hq(C). Possiamo quindi considerare

Hq(g)([zq]) = [gq(zq)] = [gq(cq − fq(c′q))] = [gq(cq)] = [z′′q ];

e quindi [z′′q ] ∈ Im(Hq(g)).

Definizione 7.4. Siano C = {Cq, ∂q} e C ′ = {C ′q, ∂ ′q } due complessi di catene; si
dice somma diretta di C e C ′ il complesso di catene C ⊕C ′ = {Cq⊕C ′q, ∂q⊕ ∂ ′q } ove
∂q ⊕ ∂ ′q : Cq ⊕ C ′q → Cq−1 ⊕ C ′q−1 è l’omomorfismo che manda la coppia (c, c′)
nella coppia (∂qc, ∂

′
q c
′).
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Sia X uno spazio topologico, e siano X1, X2 due suoi sottospazi; il diagramma
commutativo dato dalle inclusioni

X1

ii

  
X1 ∩X2

j1
::

j2 $$

X

X2

i2

>>

induce un diagramma di complessi di catene

S(X1)
S(ii)

$$
S(X1 ∩X2)

S(j1)
88

S(j2) &&

S(X)

S(X2)
S(i2)

::

Possiamo considerare le seguenti successione esatte brevi di gruppi

0 // Sq(X1 ∩X2)
ϕq // Sq(X1)⊕ Sq(X2)

ψq // 〈Sq(X1), Sq(X2)〉 // 0 ,

dove 〈Sq(X1), Sq(X2)〉 è il sottogruppo di Sq(X) generato da Sq(X1) e Sq(X2),
ϕq = (Sq(j1),−Sq(j2)), ψq = Sq(i1) +Sq(i2). E’ immediato verificare che ϕ = {ϕq}
e ψ = {ψq} sono morfismi di complessi di catene, e inducono una successione
esatta breve di complessi

0 // S(X1 ∩X2)
ϕ // S(X1)⊕ S(X2)

ψ // S{X1, X2} // 0 ,

dove S{X1, X2} = (〈Sq(X1), Sq(X2)〉, ∂q). Per la Proposizione 7.2 esiste quin-
di una successione esatta lunga associata alla successione breve precedente. In
tale successione non compaiono però i gruppi Hq(X) = Hq(S(X)), ma i grup-
pi Hq(S{X1, X2}). Il teorema successivo fornisce una condizione sufficiente
affinché tali gruppi siano isomorfi.

Teorema 7.5. (Mayer-Vietoris) Se X = X̊1 ∪ X̊2 allora è esatta la successione lunga

// Hq(X1 ∩X2)
Φq // Hq(X1)⊕Hq(X2)

Ψq // Hq(X)
δq // Hq−1(X1 ∩X2) //

ove Φq = (Hq(j1),−Hq(j2)), Ψq = Hq(i1) +Hq(i2) e δq è come nella Proposizione 7.2.

Osservazione 7.6. Lo stesso risultato vale considerando l’omologia ridotta.
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Esempio 7.7. Siano X e Y due spazi topologici, e siano x ∈ X e y ∈ Y punti
che hanno intorni contraibili Ux e Uy. Sia X ∨ Y lo spazio topologico ottenuto
identificando x e y nello spazio topologico X t Y . Allora

H̃q(X ∨ Y ) ' H̃q(X)⊕ H̃q(Y ).

Infatti, considerando X1 = X ∪ Uy e X2 = Y ∪ Ux, dalla successione di Mayer-
Vietoris per l’omologia ridotta si ha

. . . // H̃q(X1 ∩X2) // H̃q(X1)⊕ H̃q(X2) // H̃q(X ∨ Y ) // H̃q−1(X1 ∩X2) // . . .

e quindi, poiché X1 ∩X2 è contraibile, sono esatte la successioni brevi

0 // H̃q(X1)⊕ H̃q(X2) // H̃q(X ∨ Y ) // 0 ;

Poiché X1 è omotopicamente equivalente ad X ed X2 è omotopicamente equi-
valente a Y segue la tesi.

Esempio 7.8. Calcoliamo i gruppi di omologia ridotta della sfera Sn. Vogliamo
mostrare che

H̃q(S
n) = {0} per q 6= n (7.9)

H̃q(S
n) = Z per q = n (7.10)

L’enunciato è vero per n = 0 perché S0 è costituita da due punti e per q = 0, in
quanto Sn è connessa per archi se n ≥ 1. Sia 0 < ε << 1 e siano

X1 = {(x1, . . . , xn+1) ∈ Sn |xn+1 > −ε},

X2 = {(x1, . . . , xn+1) ∈ Sn |xn+1 < ε}.

I sottospazi X1 e X2 sono omeomorfi a dischi di dimensione n, e quindi contrai-
bili; l’intersezione si retrae su Sn∩{xn+1 = 0} ' Sn−1, e quindi dalla successione
di Mayer-Vietoris otteniamo

0 // H̃q(S
n) // H̃q−1(Sn−1) // 0 .

da cui segue che H̃q(S
n) ' H̃q−1(Sn−1). Possiamo concludere osservando che
H̃q(S

n) ' H̃q−n(S0) ' {0} q > n

H̃q(S
n) ' H̃0(Sn−q) ' {0} q < n

H̃q(S
n) ' H̃0(S0) ' Z q = n

Esempio 7.11. Calcoliamo i gruppi di omologia ridotta del toro.

74



7.1. Successione esatta di Mayer-Vietoris

ca a

b

b P

PP

P

1

2

Sia X1 il disco di bordo Γ1, e X2 il complementare del disco di bordo Γ2. Il
sottospazioX1 è omeomorfo ad un disco, e quindi tutti i suoi gruppi di omologia
ridotta sono nulli.
Il sottospazio X2 ha il bordo del toro come retratto di deformazione; il bordo del
toro è omeomorfo all’unione a un punto delle circonferenze a e b, e quindi

H̃0(X2) = H̃2(X2) = {0}

H̃1(X2) = Z〈a〉 ⊕ Z〈b〉

L’intersezione X1 ∩ X2 ha una circonferenza c come retratto di deformazione,
quindi

H̃0(X1 ∩X2) = H̃2(X1 ∩X2) = {0}

H̃1(X1 ∩X2) = Z〈c〉

Dalla successione esatta di Mayer-Vietoris abbiamo

. . . // H̃q(X1 ∩X2) // H̃q(X1)⊕ H̃q(X2) // H̃q(X) // H̃q−1(X1 ∩X2) // . . .

da cui, per q ≥ 3

0 // 0 // H̃q(X) // 0

otteniamo H̃q(X) = {0}. Vediamo ora i termini più bassi della successione.

. . . // 0 // H̃2(X) // H̃1(X1 ∩X2) // H̃1(X1)⊕ H̃1(X2) // . . .

. . . // 0 // H̃2(X)
δ1 // Z〈c〉(H1(j1),H1(−j2))// Z〈a〉 ⊕ Z〈b〉 // . . .

L’omomorfismo δ1 è iniettivo, quindi H̃2(X) ' Im δ1 = Ker(H1(j1), H1(−j2)).
H̃1(X1) = {0}, quindi H1(j1) è l’omomorfismo nullo (infatti c in X1 è bordo di
un disco). In X2 la regione σ = σ1 + σ2 in figura è tale che ∂2σ = c+ a− b− a+ b
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1

perciò [c] = [a − b − a + b] = [0], e quindi anche H1(j2) è l’omomorfismo nullo.
Segue che δ1 è un isomorfismo e H̃2(X) ' Z. Consideriamo ora il tratto seguente
della successione:

. . . // H̃1(X1 ∩X2) // H̃1(X1)⊕ H̃1(X2) // H̃1(X) // H̃0(X1 ∩X2)

. . . // Z〈c〉(H1(j1),H1(−j2)) // Z〈a〉 ⊕ Z〈b〉 // H̃1(X) // 0

Abbiamo già mostrato che (H1(j1), H1(−j2)) è l’omomorfismo nullo, e pertanto
H̃1(X) ' Z〈a〉⊕Z〈b〉. Quindi abbiamo mostrato che i gruppi di omologia ridotta
del toro sono

H̃q(T ) '


{0} q 6= 1, 2

Z⊕ Z q = 1

Z q = 2

.

Esempio 7.12. Calcoliamo ora i gruppi di omologia ridotta del piano proiettivo
reale

a

a

c
P P2

1

Sia X1 il disco di bordo Γ1, e X2 il complementare del disco di bordo Γ2. Il
sottospazioX1 è omeomorfo ad un disco, e quindi tutti i suoi gruppi di omologia
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7.1. Successione esatta di Mayer-Vietoris

ridotta sono nulli.
Il sottospazio X2 ha il bordo di RP2 come retratto di deformazione; il bordo di
RP2 è omeomorfo alla circonferenza a, e quindi

H̃0(X2) = H̃2(X2) = {0}

H̃1(X2) = Z〈a〉

L’intersezione X1 ∩ X2 ha una circonferenza c come retratto di deformazione,
quindi

H̃0(X1 ∩X2) = H̃2(X1 ∩X2) = {0}

H̃1(X2) = Z〈c〉

Dalla successione esatta di Mayer-Vietoris abbiamo

. . . // H̃q(X1 ∩X2) // H̃q(X1)⊕ H̃q(X2) // H̃q(X) // H̃q−1(X1 ∩X2) // . . .

da cui, per q ≥ 3

0 // 0 // H̃q(X) // 0

otteniamo H̃q(X) = {0}. Vediamo ora i termini più bassi della successione.

. . . // 0 // H̃2(X) // H̃1(X1 ∩X2) // H̃1(X1)⊕ H̃1(X2) // . . .

. . . // 0 // H̃2(X)
δ1 // Z〈c〉 (H1(j1),H1(−j2)) // Z〈a〉 // . . .

L’omomorfismo δ1 è iniettivo, quindi H̃2(X) ' Im δ1 = Ker(H1(j1), H1(−j2)).
H̃1(X1) = {0}, quindi H1(j1) è l’omomorfismo nullo (infatti c in X1 è bordo di
un disco). In X2 la regione σ = σ1 + σ2 in figura è tale che ∂2σ = c+ a+ a,

a

a

PP 2

c
2

1

perciò [c] = [−2a], e quindi −H1(j2) è l’omomorfismo che manda [c] in [2a]; in
particolare tale omomorfismo è iniettivo; segue che δ1 è l’omomorfismo nullo e
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7. Teorema di Mayer-Vietoris, . . .

H̃2(X) ' {0}.
Consideriamo ora il tratto seguente della successione:

. . . // H̃1(X1 ∩X2) // H̃1(X1)⊕ H̃1(X2) // H̃1(X) // H̃0(X1 ∩X2)

. . . // Z〈c〉 (H1(j1),H1(−j2)) // Z〈a〉 H1(i1+i2) // H̃1(X) // 0

Abbiamo già mostrato che (H1(j1), H1(−j2)) è l’omomorfismo che manda [c] in
[2a], pertanto

H̃1(X) ' Z〈a〉
KerH1(i1 + i2)

' Z〈a〉
Im(H1(j1), H1(−j2))

' Z〈a〉
Z〈2a〉

' Z/2Z.

Quindi abbiamo mostrato che i gruppi di omologia ridotta del piano proiettivo
reale sono

H̃q(RP2) '

{
{0} q 6= 1

Z/2Z q = 1
.

7.2 omologia di una coppia e retrazioni

Sia X uno spazio topologico e A ⊂ X un suo sottospazio; chiameremo (X,A)
coppia di spazi topologici. Possiamo considerare i complessi singolari S(X) =
{Sq(X), ∂q} e S(A) = {Sq(A), ∂q}. L’inclusione i : A → X induce per ogni q
morfismi iniettivi Sq(i) : Sq(A)→ Sq(X) cosı̀ definiti:

Sq(i)

(
k∑
j=1

njσj

)
=

k∑
j=1

nj(i ◦ σj).

Per ogni q possiamo considerare il gruppo quoziente

Sq(X,A) =
Sq(X)

Sq(A)
,

detto gruppo delle q-catene relative di X modulo A.
E’ possibile costruire un omomorfismo di bordo ∂̄q : Sq(X,A)→ Sq−1(X,A) che
rende {Sq(X,A), ∂̄q} un complesso di catene ponendo ∂̄q([s]) = [∂q(s)].

0 // Sq(A)

∂q

��

Sq(i) // Sq(X)

∂q

��

πq // Sq(X,A) //

∂̄q

��

0

0 // Sq−1(A)
Sq−1(i) // Sq−1(X)

πq−1 // Sq−1(X,A) // 0
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7.2. Omologia di una coppia e retrazioni

La definizione è ben posta perché, se s′ = s+ sA, con sA ∈ Sq(A), allora ∂q(sA) ∈
Sq−1(A) e quindi [∂q(s)] = [∂q(s

′) + ∂q(sA)] = [∂q(s
′)]. Il complesso

S(X,A) = {Sq(X,A), ∂̄q}

è detto complesso (singolare) relativo o complesso (singolare) della coppia (X,A); l’o-
mologia del complesso S(X,A),

Hq(X,A) := Hq(S(X,A)),

viene detta omologia relativa di X modulo A o anche omologia della coppia (X,A).
Vediamo ora di dare una descrizione più geometrica dei gruppi Hq(X,A).

Definizione 7.13. Chiamiamo gruppo dei q-cicli relativi diX moduloA il gruppo

Zq(X,A) = {s ∈ Sq(X) | ∂qs ∈ Sq−1(A)},

e gruppo dei q-bordi relativi di X modulo A il gruppo

Bq(X,A) = {s ∈ Sq(X) | s = ∂q+1s
′ + sA, s′ ∈ Sq+1(X), sA ∈ Sq(A)}.

E’ immediato verificare che Zq(X) ⊆ Zq(X,A) e Bq(X) ⊆ Bq(X,A).

Esempio 7.14. Sia X il toro e A la circonferenza rossa in figura.

�����
�����
�����

�����
�����
�����

Nella figura a sinistra, l’1-simplesso verde non è un ciclo, ma è un ciclo relativo,
perché il suo bordo è contenuto in A. Nella figura a destra l’1-simplesso verde
non è un bordo, ma è un bordo relativo, perché è un bordo a meno di un 1-
simplesso contenuto in A.

Dalla definizione segue che Bq(X,A) ⊆ Zq(X,A), ed è quindi possibile formare
il gruppo quoziente.

Teorema 7.15. Il gruppo quoziente dei q-cicli relativi modulo i q-bordi relativi è isomor-
fo al q-esimo gruppo di omologia relativa della coppia (X,A):

Hq(X,A) ' Zq(X,A)

Bq(X,A)
.
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7. Teorema di Mayer-Vietoris, . . .

Dimostrazione. Il gruppo di omologia della coppia è definito come

Hq(X,A) =
Ker ∂̄q
Im ∂̄q+1

,

Osserviamo innanzitutto che πq(Zq(X,A)) = Ker(∂̄q). Se s ∈ Zq(X,A) allora
∂̄q[s] = [∂qs] = [0] perché ∂qs ∈ Sq−1(A). D’altra parte, se ∂̄q[s] = 0, allora
[∂qs] = 0, cioè ∂qs ∈ Sq−1(A).
Il nucleo del morfismo suriettivo πq|Zq(X,A) : Zq(X,A) → Ker(∂̄q) è costituito
dagli s ∈ Zq(X,A) tali che [s] = 0, cioè da Sq(A). Pertanto, per il primo teorema
di isomorfismo

Ker ∂̄q '
Zq(X,A)

Sq(A)
.

Osserviamo ora che πq(Bq(X,A)) = Im(∂̄q+1). Se s ∈ Bq(X,A); allora [s] ∈
Im ∂̄q+1; infatti s = ∂q+1s

′ + sA, e quindi [s] = [∂q+1s
′] = ∂̄q+1[s′]. D’altra parte, se

[s] = ∂̄q+1[s′], allora [s] = [∂̄q+1s
′], cioè s− s′ ∈ Sq(A).

Il nucleo del morfismo suriettivo πq|Bq(X,A) : Bq(X,A)→ Im(∂̄q) è costituito dagli
s ∈ Bq(X,A) tali che [s] = 0, cioè da Sq(A). Pertanto, per il primo teorema di
isomorfismo

Im ∂̄q+1 '
Bq(X,A)

Sq(A)
,

da cui, per il terzo teorema d’isomorfismo abbiamo la tesi.

La successione esatta breve di complessi di catene

0 // S(A)
S(i) // S(X)

S(π) // S(X,A) // 0

induce una successione esatta lunga in omologia:

. . . // Hq(A)
Hq(i) // Hq(X)

Hq(π) // Hq(X,A)
δq // Hq−1(A) // . . .

. . . // H1(X,A)
δ1 // H0(A)

H0(i) // H0(X)
H0(π) // H0(X,A) // 0

detta successione lunga di omologia della coppia (X,A).

Esempio 7.16. Sia x0 un punto di uno spazio topologico X ; allora i gruppi di
omologia della coppia (X, x0) sono isomorfi ai gruppi di omologia ridotta di X :
Hq(X, x0) ' H̃q(X).

Infatti, considerando la successione esatta lunga della coppia (X, x0):

. . . // Hq({x0})
Hq(i) // Hq(X)

Hq(π) // Hq(X, {x0})
δq // Hq−1({x0}) // . . .
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vediamo che, se q ≥ 2 abbiamo Hq(X) ' Hq(X, {x0}) in quanto Hq({x0}) =
Hq−1({x0}) = 0. Vediamo ora la situazione per q = 0, 1; la porzione di successio-
ne esatta lunga da considerare è la seguente:

0 // H1(X)
H1(π)// H1(X, {x0})

δ1 // H0({x0})
H0(i)// H0(X)

H0(π)// H0(X, {x0}) // 0

Sia K un insieme che parametrizza le componenti connesse di X , e sia Xk̄ la
componente che contiene x0.
Per il Teorema 6.34 abbiamo H0({x0}) ' Z〈[x0]〉, mentre H0(X) ' ⊕k∈KZ(k),
dove come generatore di Z(k) si può prendere qualsiasi punto della componente
connessa Xk. Da questa descrizione risulta evidente che il morfismo H0(i) è
iniettivo.
Ne segue che δ1 è il morfismo nullo, e quindi H1(X, {x0}) ' H1(X); inoltre
abbiamo una successione esatta breve

0 // H0({x0})
H0(i) // H0(X)

H0(π) // H0(X, {x0}) // 0

Tale successione è spezzante, in quanto l’omomorfismo h : H0(X) → H0({x0})
che manda il generatore di Z(k) nello zero se k 6= k̄ e il generatore di Z(k̄) in [x0]
è tale che h ◦H0(i) = IdH0({x0}). Pertanto H0(X) ' H0(X, {x0})⊕ Z〈[x0]〉.

Analogamente è possibile provare la seguente

Proposizione 7.17. H0(X,A) è il gruppo abeliano libero generato dalle componenti
connesse di X che non intersecano A.

La seguente proposizione descrive l’omologia dei retratti, e può essere utile per
stabilire che un sottospazio A non è un retratto dello spazio ambiente X .

Proposizione 7.18. Sia A ⊂ X un retratto. Allora

Hq(X) ' Hq(A)⊕Hq(X,A). (7.19)

Dimostrazione. Poiché A è retratto di X abbiamo il diagramma commutativo

A
i //

IdA

88X
r // A

dal quale otteniamo in omologia il diagramma commutativo

Hq(A)
Hq(i) //

IdHq(A)

44Hq(X)
Hq(r) // Hq(A)
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da cui deduciamo che Hq(r) ◦ Hq(i) = IdHq(A); in particolare Hq(i) è iniettiva
e Hq(r) è suriettiva. Questo ci permette di dividere la successione lunga di
omologia della coppia (X,A)

0

""

0

. . . // Hq(A)
Hq(i) // Hq(X)

Hq(π) // Hq(X,A)

::

// . . .

in successioni esatte brevi e spezzanti.

0 // Hq(A)
Hq(i) // Hq(X)

Hq(π) //

Hq(r)

jj
Hq(X,A) // 0

Per la Proposizione 6.13 possiamo dunque concludere che

Hq(X) ' Hq(A)⊕Hq(X,A).

Esempio 7.20. Per ogni n intero non negativo sia Sn ⊂ Rn+1 la sfera di raggio
unitario. Se k < n allora Sk non è retratto di Sn.
Infatti, se Sk fosse retratto di Sn, per q = k, dalla Proposizione 7.18 otterremmo

0 ' Hk(S
n) ' Hk(S

k)⊕Hk(S
n,Sk) ' Z⊕Hk(S

n,Sk),

un’evidente contraddizione.

Esempio 7.21. Calcoliamo l’omologia della coppia (Dn,Sn−1); ricordando che
Hq(D

n) = 0 per q ≥ 1, dalla successione esatta della coppia otteniamo, per q ≥ 2

. . . // Hq(D
n) // Hq(D

n,Sn−1) // Hq−1(Sn−1) // Hq−1(Dn) // . . .

. . . // 0 // Hq(D
n,Sn−1) // Hq−1(Sn−1) // 0 // . . .

E quindi, per q ≥ 2, Hq(D
n,Sn−1) ' Hq−1(Sn−1). Perciò, ricordando l’Esempio

7.8, se q ≥ 2 abbiamo

Hq(D
n,Sn−1) '

{
{0} q 6= n

Z q = n
.

Consideriamo ora i termini di indice più basso della successione esatta lunga
della coppia (Dn,Sn−1)

0 // H1(Dn,Sn−1) // H0(Sn−1)
H0(i) // H0(Dn) // H0(Dn,Sn−1) // 0
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Vogliamo studiare la mappa H0(i) : H0(Sn−1) → H0(Dn); se n ≥ 2 abbiamo
H0(Sn−1) ' Z〈[P ]〉, dove [P ] è la classe di un punto.
La mappa H0(i) manda tale classe nella classe individuata da [P ] in H0(Dn); Dn

è connesso per archi, e quindi H0(Dn) ' Z, generato dalla classe di un punto.
Pertanto H0(i) è un isomorfismo e H1(Dn,Sn−1) = H0(Dn,Sn−1) = 0.

Diverso è il caso n = 1; infatti H0(S0) ' Z〈[P ]〉 ⊕ Z〈[Q]〉, dove P = (−1, 0) e
Q = (0, 1); i punti P e Q individuano la stessa classe in H0(D1) ' Z, quella del
generatore, quindi H0(i) : Z⊕Z→ Z è il morfismo che associa a (h, k) la somma
h + k, e quindi ha come nucleo Ker δ = {(h,−h)} ' Z; perciò in questo caso
H1(D1,S0) = Z e H0(D1,S0) = 0. Riassumendo

Hq(D
n,Sn−1) '

{
{0} q 6= n

Z q = n
.

7.3 omologia locale e invarianza della dimensione

Definizione 7.22. Un morfismo di coppie f : (X,A) → (Y,B) è un’applicazione
continua f : X → Y tale che f(A) ⊂ B.

Dato un morfismo di coppie f : (X,A) → (Y,B) possiamo considerare gli
omomorfismi Sq(f) : Sq(X)→ Sq(Y ) e Sq(f) : Sq(A)→ Sq(B); essendo

Sq(f)(Sq(A)) ⊂ Sq(B)

risultano definiti omomorfismi S̄q : Sq(X,A) → Sq(Y,B). E’ semplice verificare
che {S̄q(f)} è un morfismo di complessi di catene, e che quindi esso induce un
omomorfismo Hq(f) : Hq(X,A)→ Hq(Y,B).

Sia (X,A) una coppia di spazi, e sia W ⊂ A; abbiamo un inclusione di coppie
i : (X \W,A \W )→ (X,A), che induce omomorfismi

Hq(i) : Hq(X \W,A \W )→ Hq(X,A).

Definizione 7.23. Si dice che i : (X \W,A \W ) → (X,A) è una escissione, o che
W si può escindere, se Hq(i) è un isomorfismo per ogni q.

Una condizione sufficiente per poter escindere un sottospazio è la seguente:

Teorema 7.24. (di escissione) Se (X,A) è una coppia di spazi e W ⊂ A è tale che
W ⊂ Å, allora W si può escindere.

Sia X uno spazio topologico in cui ogni punto è un sottoinsieme chiuso (un tale
spazio topologico si dice spazio T1).

Definizione 7.25. Sia x ∈ X un punto. Si dicono gruppi di omologia locale di X in
x i gruppi di omologia della coppia (X,X \ {x}).

83
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Il nome dato a tali gruppi è giustificato dalla seguente

Proposizione 7.26. Sia V un intorno di x; allora l’inclusione di coppie (V, V \{x}) ↪→
(X,X \ {x}) induce isomorfismi Hq(V, V \ {x}) ' Hq(X,X \ {x}) per ogni q ∈ Z.

Dimostrazione. Si ha

X \ V = X \ V̊ ⊂ X \ {x} = ˚(X \ {x}),

e quindiX \V si può escindere dalla coppia (X,X \{x}) per il Teorema 7.24.

Lemma 7.27. (Lemma dei cinque). Dato il diagramma commutativo con righe esatte

A1
f1 //

h1

��

A2
f2 //

h2

��

A3
f3 //

h3

��

A4
f4 //

h4

��

A5

h5

��
B1

g1 // B2
g2 // B3

g3 // B4
g4 // B5

se h1, h2, h4 e h5 sono degli isomorfismi, allora anche h3 è un isomorfismo.

Dimostrazione. Mostriamo innanzitutto che h3 è iniettivo; sia a3 ∈ A3 tale che
h3(a3) = 0. Per la commutatività del terzo quadrato

h4(f3(a3)) = g3(h3(a3)) = 0,

e quindi f3(a3) = 0 perché h4 è un isomorfismo.
La successione è esatta in A3, e a3 ∈ Ker(f3), quindi esiste a2 ∈ A2 tale che
f2(a2) = a3; per la commutatività del secondo quadrato

g2(h2(a2)) = h3(f2(a2)) = 0,

quindi h2(a2) ∈ Ker(g2) e, per l’esattezza della riga inferiore, esiste b1 ∈ B1 tale
che g1(b1) = h2(a2).

a1 = h−1
1 (b1) ∈ A1

f1 //

h1

��

a2 ∈ A2
f2 //

h2

��

a3 ∈ A3
f3 //

h3

��

f3(a3) ∈ A4

h4

��
b1 ∈ B1

g1 // h2(a2) ∈ B2
g2 // 0 ∈ B3

g3 // 0 ∈ B4

Sia a1 = h−1
1 (b1); per la commutatività del primo quadrato si ha

h2(f1(a1)) = g1(h1(a1)) = g1(b1) = h2(a2);
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poiché h2 è un isomorfismo si ha f1(a1) = a2. Infine, per l’esattezza in A2 della
riga superiore si ha a3 = f2(f1(a1)) = 0.

Mostriamo ora che h3 è suriettivo. Sia b3 ∈ B3; sia b4 = g3(b3) e sia a4 = h−1
4 (b4).

Per la commutatività del quarto quadrato e per l’esattezza della riga inferiore
h5(f4(a4)) = g4(h4(a4)) = 0.

a2 ∈ A2
f2 //

h2

��

a′3, a3 ∈ A3
f3 //

h3

��

a4 = h−1
4 (b4) ∈ A4

f4 //

h4

��

0 ∈ A5

h5

��
b2 ∈ B2

g2 // b3, b
′
3 ∈ B3

g3 // b4 = g3(b3) ∈ B4
g4 // 0 ∈ B5

Per l’iniettività di h5 si ha f4(a4) = 0, e quindi, per l’esattezza della riga superiore
esiste a′3 ∈ A3 tale che f3(a′3) = a4. Sia b′3 = h3(a′3); allora

g3(b′3) = g3(h3(a′3)) = h4(f3(a′3)) = h4(a4) = b4,

e quindi b3 − b′3 ∈ Ker(g3). Per l’esattezza della riga inferiore esiste b2 ∈ B2 tale
che g2(b2) = b3 − b′3. Sia a2 = h−1

2 (b2) e sia a3 = f2(a2); si ha che

h3(a3 + a′3) = h3(f2(a2)) + b′3 = g3(h2(a2)) + b′3 = b′3 + b3 − b′3 = b3.

Abbiamo quindi trovato una controimmagine di b3.

Esempio 7.28. Calcoliamo i gruppi di omologia locale di Rn; per comodità sce-
gliamo come punto l’origine. Abbiamo un diagramma commutativo

Sn−1 //

��

Dn

��
Rn \ {0} // Rn

dove tutti i morfismi sono inclusioni. Le inclusioni verticali inducono l’inclu-
sione di coppie (Dn,Sn−1) ↪→ (Rn,Rn \ {0}). Considerando le successioni esat-
te delle coppie (Dn,Sn−1), (Rn,Rn \ {0}) e i morfismi indotti dalle inclusioni
otteniamo il seguente diagramma commutativo:

Hq(S
n−1) //

��

Hq(D
n) //

��

Hq(D
n,Sn−1) //

��

Hq−1(Sn−1)

��

// Hq−1(Dn)

��
Hq(Rn \ {0}) // Hq(Rn) // Hq(Rn,Rn \ {0}) // Hq−1(Rn \ {0}) // Hq−1(Rn)

Poiché Sn−1 è un retratto di deformazione di Rn \{0} e Dn è un retratto di defor-
mazione di Rn tutte le frecce verticali tranne quella centrale sono isomorfismi.
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7. Teorema di Mayer-Vietoris, . . .

Per il Lemma 7.27 anche quella centrale è un isomorfismo e dunque, ricordando
l’Esempio 7.21 abbiamo

Hq(Rn,Rn \ {0}) '

{
Z q = n

0 q 6= n
.

Corollario 7.29. (Teorema di invarianza della dimensione). Siano U ⊂ Rn e V ⊂ Rm

due aperti omeomorfi. Allora m = n.

Dimostrazione. Sia ϕ : U → V l’omeomorfismo, sia x ∈ U e y = ϕ(x). Allora,
utilizzando la Proposizione 7.26 e l’Esempio 7.28, otteniamo

Z ' Hn(Rn,Rn\{x}) ' Hn(U,U \{x}) ' Hn(V, V \{y}) ' Hn(Rm,Rm\{y}),

da cui la tesi.
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Capitolo 8

Funzioni olomorfe

In questo capitolo, dopo aver brevemente richiamato la definizione e le prime proprietà
dei numeri complessi, introdurremo la nozione di differenziabilità per funzioni di una
variabile complessa (olomorfia) e vedremo come tale nozione sia molto più restrittiva
della differenziabilità della stessa funzione pensata come funzione di due variabili reali.
Mostreremo poi che le serie di potenze definiscono funzioni olomorfe all’interno del
disco di convergenza, e introdurremo, mediante le loro serie, la funzione esponenziale
ed alcune altre funzioni.

8.1 richiami sui numeri complessi

Il campo C dei numeri complessi è costituito dalle coppie ordinate (a, b) ∈ R2

con le operazioni

(a, b) + (c, d) = (a+ c, b+ d)

(a, b) · (c, d) = (ac− bd, ad+ bc)

È immediato verificare che C è un gruppo abeliano rispetto alla somma, con
elemento neutro (0, 0), in cui l’opposto di (a, b) è (−a,−b), che C \ {(0, 0)} è un
gruppo abeliano rispetto al prodotto, con elemento neutro (1, 0), in cui l’inverso
di (a, b) è (a/(a2 + b2),−b/(a2 + b2)) e che valgono le proprietà distributive della
somma rispetto al prodotto.

Denotando con i la coppia (0, 1) possiamo scrivere il numero complesso (a, b)
come a + ib tale scrittura è detta forma algebrica del numero complesso (a, b);
notiamo che i2 = (0, 1) · (0, 1) = (−1, 0) = −1.
Dato il numero complesso α = a+ ib chiameremo il numero reale a parte reale di
α, e la denoteremo con <e α; chiameremo il numero reale b parte immaginaria di
α e la denoteremo con =m α. Chiameremo coniugato del numero complesso α il
numero complesso

α = <e α− i=m α.

Chiaramente si ha

<e α =
α + α

2
=m α =

α− α
2i

.
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Altre proprietà di immediata verifica sono le seguenti:

α + β = α + β α · β = α · β (α) = α (8.1)

Definiamo il modulo di un numero complesso α come

|α| =
√

(<e α)2 + (=m α)2.

E’ semplice verificare che

|α|2 = αα, |αβ| = |α||β|, |α + β| ≤ |α|+ |β|, se α 6= 0
1

α
=

α

|α|2
. (8.2)

Dato un numero complesso α = a + ib, denotate con ρ = |α| e ϑ le coordinate
polari del punto (a, b) ∈ R2 si ha

a = ρ cosϑ b = ρ sinϑ,

e quindi possiamo scrivere

α = ρ(cosϑ+ i sinϑ).

Tale scrittura è detta forma trigonometrica del numero complesso α, e ϑ è detto
argomento di α.

Sia ϑ un numero reale. Definiamo

eiϑ := cosϑ+ i sinϑ; (8.3)

è chiaro che, con questa definizione, eiϑ è un numero complesso di modulo uno,
e che ei(ϑ+2kπ) = eiϑ. Dato un numero complesso α = a + ib, denotate con ρ e ϑ
le coordinate polari del punto (a, b) ∈ R2 si ha

α = ρeiθ.

Tale scrittura è detta forma esponenziale del numero complesso α.

Lemma 8.4. Siano ϑ, ϕ due numeri reali. Allora

ei(ϑ+ϕ) = eiϑeiϕ.

Dimostrazione. Per definizione

ei(ϑ+ϕ) = cos(ϑ+ ϕ) + i sin(ϑ+ ϕ);

utilizzando le formule di addizione per seno e coseno otteniamo che l’espressio-
ne precedente è uguale a

cosϑ cosϕ− sinϑ sinϕ+ i(sinϑ cosϕ+ sinϕ cosϑ).
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D’altra parte l’espressione eiϑeiϕ è, per definizione

eiϑeiϕ = (cosϑ+ i sinϑ)(cosϕ+ i sinϕ)

e, svolgendo il prodotto, abbiamo la tesi.

Sia ora α = a+ ib un numero complesso. Definiamo

eα := eaeib. (8.5)

Utilizzando il Lemma 8.4 è semplice mostrare che

Lemma 8.6. Siano α, β due numeri complessi. Allora

eα+β = eαeβ.

Proposizione 8.7. Sia α 6= 0 un numero complesso, di modulo ρ e argomento ϑ, e n un
intero positivo. Allora l’equazione zn = α ha n radici, date dalla formula

zk = n
√
ρ ei(

ϑ
n

+ 2kπ
n ) k = 0, . . . , n− 1.

Dimostrazione. Scriviamo z = ρze
iϕ; allora zn = ρnz e

inϕ; uguagliando modulo
e argomento si zn e α troviamo

ρnz = ρ

nϕ = ϑ+ 2kπ

da cui la tesi.

8.2 funzioni complesse. continuità e differenziabilità

Sia Ω ⊂ C un aperto, e sia f : Ω→ C una funzione; dare una funzione f siffatta
equivale a dare due funzioni u, v : R2 → R tali che, posto z = x+ iy si abbia

f(z) = u(x, y) + iv(x, y).

Poiché la topologia che consideriamo su C è la topologia euclidea indotta dal-
l’identificazione di C con R2, in virtù della proprietà universale del prodotto la
funzione f è continua se e solo se sono continue le funzioni u e v.

In analogia con il caso reale, per quanto riguarda la differenziabilità, possiamo
dare la seguente

Definizione 8.8. Sia z ∈ Ω. La funzione f si dice differenziabile in z se esiste un
numero complesso f ′(z) tale che, per h→ 0,

f(z + h)− f(z) = f ′(z)h+ o(|h|).

Equivalentemente f si dice differenziabile in z se esiste finito il limite

lim
h→0

f(z + h)− f(z)

h
.
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Osservazione 8.9. Poiché la definizione è formalmente identica a quella del caso
reale si mantengono tutte le proprietà formali, quali le formule per derivare
somme, prodotti, quozienti e funzioni composte.

Proposizione 8.10. Sia f : Ω → C una funzione, f(z) = u(x, y) + iv(x, y), tale che
u, v ∈ C1(Ω). Allora f è differenziabile in z se e solo se

∂u

∂x
=
∂v

∂y

∂u

∂y
= −∂v

∂x
.

Tali condizioni sono dette equazioni di Cauchy-Riemann.

Dimostrazione. Sia v un numero complesso di modulo uno; condizione neces-
saria affinché esista finito il limite

lim
h→0

f(z + h)− f(z)

h
= f ′(z)

è che, per ogni v tale che |v| = 1 esista finito il limite

Dvf(z) := lim
r→0

f(z + rv)− f(z)

r
,

e si vede facilmente che, in tal caso, si ha Dvf(z) = f ′(z)v. Notiamo che, sce-
gliendo v = 1 abbiamo che D1f(z) = fx, mentre, scegliendo v = i abbiamo
Dif(z) = fy; pertanto troviamo che{

f ′(z) = ux + ivx

if ′(z) = uy + ivy

Moltiplicando per i la seconda equazione e sommando troviamo che

ux − vy + i(uy + vx) = 0,

da cui seguono le equazioni di Cauchy-Riemann.

Supponiamo ora che valgano le equazioni di Cauchy-Riemann.
Posto h = a+ ib; i rapporti incrementali per u e v si scrivono come:

u(z + h)− u(z) = uxa+ uyb+ o(|h|) = uxa− vxb+ o(|h|);
v(z + h)− v(z) = vxa+ vyb+ o(|h|) = vxa+ uxb+ o(|h|),

ove le ultime uguaglianze derivano dalle condizioni di Cauchy-Riemann. Som-
mando ora i due rapporti incrementali (il secondo moltiplicato per i) otteniamo
il rapporto incrementale di f

f(z + h)− f(z) = (ux + ivx)a+ (iux − vx)b+ o(|h|)
= (ux + ivx)(a+ ib) + o(|h|).
= (ux + ivx)h+ o(|h|)

e quindi f è differenziabile in z e f ′(z) = ux + ivx.
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Definizione 8.11. Una funzione f : Ω → C si dice olomorfa in Ω se è differen-
ziabile in ogni punto di Ω. Indicheremo le funzioni olomorfe su Ω con O(Ω).

Un altro modo di esprimere la condizioni di Cauchy-Riemann è il seguente:
osservando che

x =
z + z

2
y =

z − z
2i

⇒ ∂x

∂z
=

1

2

∂y

∂z
= − i

2

possiamo introdurre gli operatori ∂
∂z

e ∂
∂z̄

, cosı̀ definiti:

∂

∂z
=

1

2

(
∂

∂x
− i ∂

∂y

)
∂

∂z̄
=

1

2

(
∂

∂x
+ i

∂

∂y

)
.

È immediato verificare che

Osservazione 8.12. Una funzione f verifica le condizioni di Cauchy-Riemann se
e solo se ∂f

∂z̄
= 0.

Quali condizioni deve soddisfare una funzione u : Ω ⊂ R2 → R per poter essere
la parte reale di una funzione olomorfa? Assumiamo che esista una funzione
f = u+iv olomorfa in Ω e che u, v ∈ C2(Ω). Dalle condizioni di Cauchy-Riemann,

∂u

∂x
=
∂v

∂y

∂u

∂y
= −∂v

∂x
,

derivando la prima uguaglianza rispetto ad x e la seconda rispetto ad y troviamo
che

∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2
= 0,

e la stessa condizione vale per v, con analogo procedimento. Una funzione di
classe C2 che soddisfa tale condizione è detta armonica. La condizione di armo-
nicità è anche sufficiente su un dominio semplicemente connesso, come mostra
il seguente risultato.

Proposizione 8.13. Sia u : Ω → R una funzone armonica su un dominio semplice-
mente connesso Ω. Allora esiste una funzione armonica v : Ω → R, unica a meno di
una costante, tale che f(z) = u(x, y) + iv(x, y) sia una funzione olomorfa.

Dimostrazione. Consideriamo la 1-forma differenziale

ω = −uydx+ uxdy.

Tale forma è chiusa; infatti

dω = −uyydy ∧ dx+ uxxdx ∧ dy = 0.

Poiché il dominio Ω è semplicemente connesso, ω, essendo chiusa, è anche esat-
ta, cioè esiste una funzione v : Ω→ R tale che ω = dv = vxdx+ vydy.
Pertanto vx = −uy e ux = vy, cioè f(z) = u(x, y) + iv(x, y) soddisfa le condizioni
di Cauchy-Riemann, ed è quindi una funzione olomorfa.
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8.3 serie di potenze

Sia {fn(z)}, con fn : Ω→ C una successione di funzioni.

Definizione 8.14. Si dice che {fn(z)}

• converge puntualmente ad f in Ω se per ogni z ∈ Ω si ha limn→∞ fn(z) = f(z).

• converge uniformemente ad f in Ω se per ogni ε > 0 esiste n0 tale che ∀n ≥ n0

si ha supz∈Ω |fn(z)− f(z)| < ε o equivalentemente

lim
n→∞

sup
z∈Ω
|fn(z)− f(z)| = 0.

Sia ora
∑+∞

n=1 fn(z), con fn : Ω→ C una serie di funzioni.

Definizione 8.15. Si dice che
∑+∞

n=1 fn(z)

• converge puntualmente in Ω se per ogni z ∈ Ω la serie
∑+∞

n=1 fn(z) converge.

• converge assolutamente in Ω se per ogni z ∈ Ω la serie
∑+∞

n=1 |fn(z)| converge.

• converge uniformemente in Ω se la successione delle somme parziali conver-
ge uniformemente in Ω.

Proposizione 8.16 (Test di Weierstrass). Sia {fn(z)} una successione di funzioni de-
finite in Ω, e siano Mn numeri reali tali che |fn(z)| ≤ Mn ∀z ∈ Ω. Se

∑+∞
n=1Mn

converge, allora
∑+∞

n=1 fn converge assolutamente e uniformemente in Ω.

Definizione 8.17. Se le ipotesi della Proposizione 8.16 sono soddisfatte, si dice
che la serie converge totalmente in Ω

Teorema 8.18 (Hadamard). Sia
∑+∞

n=0 an(z − z0)n una serie di potenze, e sia

1

R
= lim sup

n→+∞

n
√
|an|.

1. Se |z − z0| < R allora la serie converge assolutamente, e per R1 < R la serie
converge uniformemente in |z − z0| ≤ R1.

2. Se |z − z0| > R la serie diverge.

R si dice raggio di convergenza della serie di potenze.

Osservazione 8.19. Sia
∑+∞

n=0 an(z−z0)n una serie di potenze, e sia
∑+∞

n=1 nan(z−
z0)n−1 la sua serie derivata. Allora i raggi di convergenza delle due serie sono
uguali.
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Dimostrazione. Riscriviamo la serie derivata come
∑+∞

n=0(n+ 1)an+1(z − z0)n e
osserviamo che

n
√
|(n+ 1)an+1| =

(
n+1
√
|(n+ 1)an+1|

)n+1
n
,

da cui l’asserto.

Teorema 8.20. Sia
∑+∞

n=0 an(z − z0)n una serie di potenze con raggio di convergenza
R positivo. Allora f(z) =

∑+∞
n=0 an(z − z0)n è olomorfa in |z − z0| < R e f ′(z) =∑+∞

n=1 nan(z − z0)n−1.

Dimostrazione. Assumiamo, senza perdita di generalità, che z0 = 0. Sia
z ∈ B0(R) e sia δ un numero reale positivo tale che Bz(δ) ⊂ B0(R).

f(z + h)− f(z)

h
=

+∞∑
n=0

an
(z + h)n − zn

h
=

+∞∑
n=0

an
(z + h)n − zn

z + h− z
=

=
+∞∑
n=0

anz
n−1

(
z + h

z

)n
− 1(

z + h

z

)
− 1

=
+∞∑
n=0

anz
n−1

n−1∑
j=0

(
z + h

z

)j
=

=
+∞∑
n=0

an

n−1∑
j=0

zn−1−j(z + h)j

Mostriamo che la serie appena scritta converge uniformemente in Bz(δ), utiliz-
zando il criterio di Weierstrass. Osserviamo innanzitutto che

|z + h| ≤ |z|+ |h| < |z|+ δ.

Possiamo quindi scrivere∣∣∣∣∣an
n−1∑
j=0

zn−1−j(z + h)j

∣∣∣∣∣ ≤ |an|
n−1∑
j=0

|z|n−1−j(|z|+ δ)j

≤ |an|
n−1∑
j=0

(|z|+ δ)n−1

= n|an|(|z|+ δ)n−1.

Vogliamo utilizzare il criterio di Weierstrass con Mn = n|an|(|z|+ δ)n−1. La serie∑+∞
n=0Mn converge perché la serie derivata converge assolutamente nel cerchio

di convergenza, cui appartiene il punto z + z/|z|δ. Possiamo quindi calcolare il
limite del rapporto incrementale nel modo seguente:

lim
h→0

f(z + h)− f(z)

h
=

+∞∑
n=0

an lim
h→0

n−1∑
j=0

zn−1−j(z + h)j =
+∞∑
n=0

nanz
n−1
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Abbiamo con ciò mostrato che f è differenziabile in z e che la sua derivata è la
serie derivata.

8.4 estensione complessa di alcune funzioni notevoli

Esempio 8.21. Definiamo

ez :=
+∞∑

0

zn

n!
; (8.22)

per il Teorema 8.20 tale funzione è olomorfa su C; osserviamo innanzitutto che
la funzione definita in 8.22 è tale che (ez)′ = ez, in quanto la derivata della serie
è la serie derivata. Pertanto, dato w ∈ C la funzione gw(z) = ew−zez è costante, in
quanto g′(z) = 0; ponendo z = 0 si trova che gw(z) = ew. Presi α e β ∈ C, posto
w = α + β e z = β si ottiene

eα+β = gw(z) = eαeβ.

Osserviamo ora che, per ϑ ∈ R

eiϑ =
+∞∑

0

(i)n
ϑn

n!
=

+∞∑
0

(i)2k ϑ
2k

(2k)!
+

+∞∑
0

(i)2k+1 ϑ2k+1

(2k + 1)!

=
+∞∑

0

(−)k
ϑ2k

(2k)!
+ i

+∞∑
0

(−)k
ϑ2k+1

(2k + 1)!

= cosϑ+ i sinϑ.

Pertanto la definizione dell’esponenziale complesso data in 8.22 coincide con
quella data in 8.3 e 8.5 e la giustifica.

La funzione esponenziale complessa è periodica di periodo 2πi, in quanto

ez+2πi = eze2πi = ez,

e assume tutti i valori complessi tranne lo zero. Infatti, data l’equazione

ez = α,

Riscrivendola come
exeiy = |α|ei argα;

troviamo il seguente sistema di equazioni{
x = ln |α|
y = argα + 2kπ

Pertanto le soluzioni di ez = α sono zk = ln |α|+ i(argα + 2kπ).
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8.4. Estensione complessa di alcune funzioni notevoli

Esempio 8.23. Le funzioni complesse sin z e cos z sono definite come

sin z =
+∞∑

0

(−)k
z2k+1

(2k + 1)!
(8.24)

cos z =
+∞∑

0

(−)k
z2k

(2k)!
(8.25)

In modo analogo a quanto fatto nell’esempio precedente si mostra che

eiz = cos z + i sin z,

e quindi che

cos z =
eiz + e−iz

2
sin z =

eiz − e−iz

2i
. (8.26)

Le funzione seno e coseno complesse sono periodiche di periodo 2π, assumono
tutti i valori complessi, e si annullano solo nei punti dove si annullano le corri-
spondenti funzioni reali. Verifichiamolo per il coseno, considerando l’equazione

cos z = α;

e, utilizzando la prima delle 8.26, riscriviamola come

eiz + e−iz = 2α;

raccogliendo e−iz possiamo riscrivere l’equazione come

e−iz(e2iz − 2αeiz + 1) = 0.

Il primo fattore non è mai nullo; il secondo fattore è un’equazione di secondo
grado in eiz, ed ha quindi due soluzioni

eiz =

{
α1 = α−

√
α2 − 1

α2 = α +
√
α2 − 1

Notiamo che α1 e α2 sono diversi da zero, quindi entrambe le equazioni ammet-
tono soluzioni. Da

eiz = αj,

riscrivendola come
eixe−y = |αj|ei argαj ;

troviamo il seguente sistema di equazioni{
y = − ln |αj|
x = argαj + 2kπ
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8. Funzioni olomorfe

Le soluzioni di cos z = α sono dunque zjk = argαj+2kπ−i ln |αj|, che, per α = 0
si riducono a zk = ∓π

2
+ 2kπ.

Con semplici calcoli si possono esprimere parte reale ed immaginaria di cos z e
sin z come segue:

cos z = cosx cosh y − i sinx sinh y sin z = sinx cosh y + i cosx sinh y.

Esempio 8.27. Le funzioni tangente e cotangente complessa non sono defini-
te estendendo a C la serie di potenze reale, perché in tal modo il cerchio di
convergenza avrebbe raggio finito, ma come quoziente delle funzioni seno e
coseno:

tan z :=
sin z

cos z
cot z :=

cos z

sin z

Esempio 8.28. La funzioni iperboliche complesse sono definite come segue:

cosh z =
ez + e−z

2
sinh z =

ez − e−z

2

Esempio 8.29. Definendo logaritmo di un numero complesso α un numero com-
plesso z tale che ez = α, ricordando l’esempio 8.21, abbiamo che 0 non ha un
logaritmo, mentre ogni altro numero complesso ne ha infiniti, cioè

zk = ln |α|+ i(argα + 2kπ).

Si potrebbe pensare che, come ad esempio nel caso dell’arcotangente reale, si
tratti di un’infinità numerabile di funzioni diverse, e sia possibile sceglierne una
definita su C \ {0}, ad esempio ponendo

log z = ln |z|+ i arg z arg z ∈ [0, 2π),

ma è facile convincersi che tale funzione non è continua nei punti del semiasse
reale positivo; infatti, se z ∈ R+ abbiamo

log z = ln z ma lim
ϑ→2π

log(zeiϑ) = ln z + i2π.

Non c’è un problema particolare con i punti del semiasse reale positivo: il pro-
blema nasce se l’insieme di definizione contiene una curva chiusa che circonda
l’origine. È possibile definire un logaritmo continuo su Ω connesso tale che 0 6∈ Ω
se e solo se, dato z0 ∈ Ω e indicata con j l’inclusione j : Ω → C \ {0} si ha che
j∗ : π(Ω, z0)→ π(C \ {0}, z0) è l’omomorfismo nullo.

Definiamo la funzione logaritmo principale, Log z : C\ (R−∪{0})→ C ponendo

Log z = ln |z|+ i arg z arg z ∈ (−π, π).

Attenzione: le proprietà formali del logaritmo reale non valgono per il logaritmo
principale; ad esempio
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Log(−1 + i)2 = Log(2ei
3π
2 ) = ln 2− iπ

2
.

2 Log(−1 + i) = 2

(
ln
√

2 + i
3π

4

)
= ln 2 + i

3π

2
.
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Capitolo 9

Integrazione lungo curve

9.1 integrazione lungo curve

In questa sezione vogliamo definire l’integrale di una funzione f : Ω ⊂ C → C
lungo una curva contenuta in Ω. Cominciamo col definire l’integrale di una
funzione continua a valori complessi definita su un intervallo di R.

Sia f : [a, b] → C una funzione continua: scriviamo f(t) = u(t) + iv(t), e
definiamo

b∫
a

f(t)dt :=

b∫
a

u(t)dt+ i

b∫
a

v(t)dt

Proposizione 9.1. Valgono le seguenti proprietà:

b∫
a

(λf(t) + µg(t))dt = λ

b∫
a

f(t)dt+ µ

b∫
a

g(t)dt; (9.2)

b∫
a

<e f(t)dt = <e

 b∫
a

f(t)dt

 b∫
a

=m f(t)dt = =m

∫
γ

f(t)dt

 (9.3)

∣∣∣∣∣∣
b∫

a

f(t)dt

∣∣∣∣∣∣ ≤
b∫

a

|f(t)|dt (9.4)

Se esiste F derivabile su in [a, b] tale che f = F ′ allora

b∫
a

f(t)dt = F (b)− F (a). (9.5)

Se θ : [a, b]→ [c, d] è di classe C1, invertibile con inversa di classe C1, allora

d∫
c

f(s)ds =

b∫
a

f(θ(t))θ′(t)dt (9.6)

101



9. Integrazione lungo curve

Dimostrazione. Le prime due proprietà seguono immediatamente dalla defini-
zione, la quarta dal Teorema fondamentale del calcolo e l’ultima dalla regola di
sostituzione per l’integrale di Riemann. Dimostriamo la (9.4). Sia α ∈ R tale che

eiα
b∫

a

f(t)dt ∈ R+.

In particolare avremo che

eiα
b∫

a

f(t)dt =

b∫
a

eiαf(t)dt = <e

 b∫
a

eiαf(t)dt


Possiamo quindi scrivere∣∣∣∣∣∣

b∫
a

f(t)dt

∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣eiα
b∫

a

f(t)dt

∣∣∣∣∣∣ = <e

 b∫
a

eiαf(t)dt

 =

=

b∫
a

<e (eiαf(t))dt ≤
b∫

a

|eiαf(t)|dt =

b∫
a

|f(t)|dt,

e la (9.4) è cosı̀ dimostrata.

Definizione 9.7. Sia J ⊂ R un intervallo. Una curva regolare in C è un’applica-
zione γ : J → C di classe C1 tale che γ′(t) 6= 0 per ogni t ∈ J . La curva si dice
regolare a tratti se è continua su J e di classe C1 con γ′(t) 6= 0 su J meno un
numero finito di punti.

Data una curva regolare γ : J → C, un intervallo J̃ e un’applicazione θ : J̃ → J
di classe C1, invertibile con inversa di classe C1, possiamo considerare la curva
regolare data da γ̃(t) := γ ◦ θ : J̃ → C, che chiameremo riparametrizzazione di γ.

Sia γ : J → C una curva regolare e [a, b] ⊂ J ; per ogni suddivisione S di J del
tipo a = t0 < t1 < · · · < tn = b consideriamo il numero reale

`(γ, S) =
n∑
i=1

|γ(ti)− γ(ti−1)|;

geometricamente `(γ, S) è la lunghezza di una poligonale inscritta in γ([a, b])
con i vertici in γ(ti).

Definizione 9.8. La lunghezza della curva γ tra γ(a) e γ(b) è definita come

`(γ) = sup
S
`(γ, S).
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9.1. Integrazione lungo curve

Teorema 9.9. Sia γ : J → C una curva regolare e [a, b] ⊂ J ; allora

`(γ) =

b∫
a

|γ′(t)| dt.

Sia ora γ : [a, b]→ C una curva regolare e sia f : Ω→ C una funzione continua,
con Ω aperto che contiene il supporto di γ. Definiamo

∫
γ

f(z)dz :=

b∫
a

f(γ(t))γ′(t)dt;

È semplice verificare, utilizzando la (9.6) che la definizione appena data non
dipende dalla parametrizzazione della curva. Inoltre vale la seguente

Proposizione 9.10. L’integrale di una funzione lungo una curva regolare gode delle
seguenti proprietà:∫

γ

(λf(z) + µg(z))dz = λ

∫
γ

f(z)dz + µ

∫
γ

g(z)dz; (9.11)

∫
γ

<e f(z)dz = <e

∫
γ

f(z)dz

 ∫
γ

=m f(z)dz = =m

∫
γ

f(z)dz

 (9.12)

∣∣∣∣∣∣
∫
γ

f(z)dz

∣∣∣∣∣∣ ≤ max
γ
|f(z)|`(γ); (9.13)

Se supp(γ) ⊂ Ω aperto ed esiste F ∈ O(Ω) tale che f = F ′ allora∫
γ

f(z)dz = F (γ(b))− F (γ(a)). (9.14)

Dimostrazione. Le prime due proprietà e l’ultima seguono dalle analoghe pro-
prietà viste nella Proposizione 9.1. Per dimostrare la (9.13) utilizziamo la (9.4) e
il Teorema 9.9:∣∣∣∣∣∣

∫
γ

f(z)dz

∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣
b∫

a

f(γ(t))γ′(t)dt

∣∣∣∣∣∣ ≤
b∫

a

|f(γ(t))γ′(t)|dt ≤

≤ max
γ
|f(z)|

b∫
a

|γ′(t)|dt = max
γ
|f(z)|`(γ)
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9. Integrazione lungo curve

Osservazione 9.15. Quanto visto finora per l’integrazione lungo curve regolari
si estende al caso delle curve regolari a tratti: l’integrale di una funzione lungo
una curva regolare a tratti è la somma degli integrali della funzione lungo i tratti
regolari della curva. D’ora in avanti, per curva intenderemo curva regolare a
tratti.

Esempio 9.16. Sia f(z) = (z − a)n, con n intero nonnegativo; tale funzione
ha come primitiva la funzione F (z) = (z−a)n+1

n+1
, olomorfa su tutto C; pertanto

l’integrale di f lungo qualsiasi curva chiusa è nullo.

Se n ≤ −2 vale la stessa conclusione per l’integrale lungo qualsiasi curva chiusa
che non passa per a.

Calcoliamo direttamente l’integrale di f(z) = (z−a)−1 lungo una circonferenza γ
di raggio unitario centrata in a parametrizzata nel modo seguente: γ(ϑ) = a+eiϑ,
con ϑ ∈ [0, 2π]. Allora

∫
γ

f(z)dz =

2π∫
0

ieiϑ

eiϑ
dϑ = i

2π∫
0

dϑ = 2πi.

9.2 il teorema di cauchy - versione locale

Teorema 9.17 (Goursat). Sia Ω ⊂ C un aperto, sia f ∈ O(Ω), e sia R un rettangolo
contenuto in Ω. Allora ∫

∂R

f(z)dz = 0,

ove con ∂R si denota il bordo del rettangolo, parametrizzato con lunghezza d’arco e
percorso in senso antiorario.

Dimostrazione. Per ogni rettangolo R′ ⊂ Ω, definiamo

η(R′) =

∣∣∣∣∣∣
∫
∂R′

f(z)dz

∣∣∣∣∣∣ ;
suddividiamo il rettangolo R in quattro rettangoli uguali, R(1), . . . , R(4); chiara-
mente l’integrale di f sul bordo di R è uguale alla somma degli integrali di f sui
bordi dei quattro rettangoli, perchè i lati comuni sono percorsi in verso opposto.
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9.2. Il teorema di Cauchy - versione locale

R
(1)

(4)(3)

(2)

RR

R

Pertanto per uno dei quattro rettangoli – chiamiamolo R1 – si avrà

η(R1) ≥ η(R)/4.

Prendiamo ora il rettangolo R1, suddividiamolo in quattro rettangoli uguali e
ripetiamo il ragionamento, trovando un rettangolo R2 tale che

η(R2) ≥ η(R1)

4
≥ η(R)

16
.

Continuando in questo modo costruiamo una successione di rettangoli R ⊃
R1 ⊃ R2 ⊃ · · · ⊃ Rn ⊃ . . . tali che

η(Rn) ≥ η(R)

4n
. (9.18)

R1
R2

L’intersezione ∩∞j=1Rj è non vuota perché gli Rj sono compatti, ed è costituita
da un solo punto perché il diametro dei rettangoli tende a zero. Sia z∗ = ∩∞j=1R

j ;
la funzione f è olomorfa in z∗, quindi ∀ε > 0 ∃ δ > 0 tale che

|f(z)− f(z∗)− f ′(z∗)(z − z∗)| < ε|z − z∗| (9.19)

se |z − z∗| < δ, e ciò accade per ogni punto di Rn, se n >> 0.
Per la (9.14) - si veda l’esempio 9.16 - si ha che∫

∂Rn

(f(z∗) + (z − z∗)f ′(z∗))dz = 0.
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9. Integrazione lungo curve

Pertanto

η(Rn) =

∣∣∣∣∣∣
∫
∂Rn

f(z)dz

∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣
∫
∂Rn

[f(z)− f(z∗)− (z − z∗)f ′(z∗)]dz

∣∣∣∣∣∣
da cui, utilizzando la 9.18, la 9.13, e la 9.19 otteniamo

η(Rn) ≤ ε diam(Rn)`(∂Rn) ≤ ε
diam(R)

2n
`(∂R)

2n
= ε

K

4n
.

Pertanto η(R) ≤ εK. Dall’arbitrarietà di ε segue la tesi.

Corollario 9.20 (Teorema di Cauchy - versione locale). Sia D un disco aperto, sia
f ∈ O(D) e sia γ una curva chiusa il cui supporto è contenuto in D. Allora∫

γ

f(z)dz = 0.

Dimostrazione. Sia z0 il centro del disco; preso z ∈ D, sia R il rettangolo con i
lati paralleli agli assi i cui vertici opposti sono z0 e z, sia ∂R− la curva da z0 a z
costituita dal lato orizzontale del rettangolo che passa per z0 e dal lato verticale
del rettangolo che passa per z, e sia ∂R+ la curva da z0 a z costituita dal lato
verticale del rettangolo che passa per z0 e dal lato orizzontale del rettangolo che
passa per z.

z

0
z

Definiamo

F (z) =

∫
∂R−

f(w)dw

Calcoliamo la derivata parziale di F rispetto a y nel punto z

∂F

∂y
(z) = lim

r→0

F (z + ri)− F (z)

r
= lim

r→0

1

r

z+ir∫
z

f(w)dw,
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dove l’integrale è sul segmento che unisce z a z + ir; parametrizzando tale
segmento come γ(t) = z + it troviamo che

z+ir∫
z

f(w)dw =

r∫
0

if(z + it)dt = i

 r∫
0

u(z + it)dt+ i

r∫
0

v(z + it)dt

 ,

= ri (u(z + ir0) + iv(z + ir1))

dove 0 ≤ r0, r1 ≤ r e l’ultima uguaglianza è ottenuta utilizzando il Teorema del
valor medio. Al tendere di r a zero anche r0 e r1 tendono a zero, e

∂F

∂y
(z) = if(z).

Usiamo ora il Teorema 9.17 per ottenere che

F (z) =

∫
∂R+

f(w)dw

e utilizziamo tale espressione per calcolare la derivata parziale rispetto a x

∂F

∂x
(z) = lim

r→0

F (z + r)− F (z)

r
= lim

r→0

z+r∫
z

f(w)dw;

con ragionamento analogo al precedente troviamo che quest’ultima espressione
è uguale a f(z). Segue che

∂F

∂z̄
=

1

2

(
∂F

∂x
+ i

∂F

∂y

)
= 0

e quindi F è olomorfa per l’Osservazione 8.12. Inoltre

∂F

∂z
=

1

2

(
∂F

∂x
− i∂F

∂y

)
= f,

quindi F è una primitiva di f e concludiamo per la (9.14).

Corollario 9.21. Sia D un disco aperto, sia f ∈ O(D) e siano γ1, γ2 curve con lo stesso
punto iniziale e lo stesso punto finale, il cui supporto è contenuto in D. Allora∫

γ1

f(z)dz =

∫
γ2

f(z)dz.

Le ipotesi del Teorema 9.17 possono essere indebolite, nel modo seguente:
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9. Integrazione lungo curve

Teorema 9.22. Sia f ∈ O(Ω \ {a1, . . . , an}), tale che

lim
z→ai

(z − ai)f(z) = 0

per ogni i, e sia R un rettangolo contenuto in Ω il cui bordo è contenuto in Ω \
{a1, . . . , an}. Allora ∫

∂R

f(z)dz = 0.

Dimostrazione. A meno di suddividere il rettangolo R in più rettangoli, pos-
siamo assumere che esso contenga solo uno dei punti ai, che indicheremo con a.
Dividiamo il rettangolo in otto rettangoli e un quadrato Q centrato in a, come in
figura.

Q

a

Applicando il Teorema 9.17 agli otto rettangoli esterni otteniamo che l’integrale
di f sul bordo esterno di R è uguale all’integrale sul bordo di Q.
Per ipotesi, per ogni ε > 0 esiste δ tale che |f(z)(z − a)| < ε se |z − a| < δ. Dato ε
scegliamo Q in modo tale che sia contenuto nel disco centrato in a e di raggio δ,
e quindi, per tutti i suoi punti valga |f(z)(z − a)| < ε. Sia l(Q) la lunghezza del
lato di Q. Si ha ∣∣∣∣∣∣

∫
∂Q

f(z)dz

∣∣∣∣∣∣ ≤ ε4l(Q) max
1

|z − a|
= 8ε

e dall’arbitrarietà di ε segue la tesi.

Utilizzando Il Teorema 9.22 e modificando opportunamente la dimostrazione
del Corollario 9.20 si può mostrare che

Corollario 9.23. Sia D un disco aperto, sia f ∈ O(D \ {a1, . . . , an}) tale che

lim
z→ai

(z − ai)f(z) = 0

per ogni i e sia γ una curva chiusa il cui supporto è contenuto in D \ {a1, . . . , an}.
Allora ∫

γ

f(z)dz = 0.
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9.3 indice di un punto rispetto a una curva

Definizione 9.24. Sia γ : [a, b] → C una curva chiusa e sia Ω = C \ supp(γ). Si
dice indice di z ∈ Ω rispetto a γ il numero

Indγ(z) :=
1

2πi

∫
γ

dw

w − z
.

Lemma 9.25. Sia γ : [a, b] → C una curva chiusa e sia Ω = C \ supp(γ). Sia Indγ(z)
l’indice di z ∈ Ω rispetto a γ. Allora Indγ(z) è un numero intero.

Dimostrazione. Per definizione di integrale lungo una curva, si ha:

Indγ(z) :=
1

2πi

b∫
a

γ′(t)

γ(t)− z
dt.

Per provare che l’indice è un numero intero utilizzeremo il fatto che e2πiα = 1 se
e solo se α è un numero intero. Definiamo perciò

g(h) =

h∫
a

γ′(t)

γ(t)− z
dt

e ϕ(h) = eg(h) e mostriamo che ϕ(b) = 1. La derivata di ϕ è data da

ϕ′ = eg
γ′

γ − z
= ϕ

γ′

γ − z
;

pertanto si ha che
ϕ

γ − z
=
ϕ′

γ′
. (9.26)

Derivando la (9.26), e riutilizzandola, otteniamo:(
ϕ

γ − z

)′
=
ϕ′(γ − z)− ϕγ′

(γ − z)2
=

ϕ′

γ − z
− ϕ

γ − z
γ′

γ − z
= 0,

e quindi ϕ/(γ − z) è costante. Da

ϕ(h)

γ(h)− z
=

ϕ(a)

γ(a)− z
=

1

γ(a)− z

otteniamo
ϕ(h) =

γ(h)− z
γ(a)− z

,

e quindi ϕ(b) = ϕ(a) = 1 poiché γ è chiusa.
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9. Integrazione lungo curve

Lemma 9.27. Sia Ω ⊂ C un aperto, sia γ una curva il cui supporto è contenuto in Ω
e sia g : Ω → C una funzione tale che la sua restrizione al supporto di γ sia continua.
Allora la funzione

f(z) =

∫
γ

g(w)

w − z
dw

è olomorfa in Ω \ supp(γ).

Dimostrazione. Cominciamo a mostrare che f è continua. Sia z0 un punto di
Ω\supp(γ), e sia δ la distanza di z0 dal supporto di γ. Si prenda ora z ∈ Bz0(δ/2).
Chiaramente per un tale z si ha |z−γ(t)| > δ/2 per ogni t. Per cui, sew ∈ supp(γ)∣∣∣∣ g(w)

w − z
− g(w)

w − z0

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣ g(w)(z − z0)

(w − z)(w − z0)

∣∣∣∣ < 2

δ2
max
γ
|g(w)| |z − z0|

Pertanto

|f(z)− f(z0)| =

∣∣∣∣∣∣
∫
γ

(
g(w)

w − z
− g(w)

w − z0

)
dw

∣∣∣∣∣∣ ≤ 2

δ2
|z − z0| max

γ
|g(w)| `(γ).

e il secondo membro tende a 0 per z che tende a z0.

Consideriamo ora il rapporto incrementale di f , che, con semplici passaggi
algebrici possiamo scrivere come

r(z) =
f(z)− f(z0)

z − z0

=

∫
γ

g(w)

(w − z)(w − z0)
dw;

la funzione r(z) è continua per la parte già dimostrata del lemma, applicata alla
funzione g(w)/(w − z0), che è continua su supp(γ), quindi

lim
z→z0

r(z) = r(z0) =

∫
γ

g(w)

(w − z0)2
dw,

e la funzione f è olomorfa in z0.

Corollario 9.28. Sia γ una curva chiusa e sia Ω = C \ supp(γ). La funzione Indγ(z) è
continua su Ω.

Corollario 9.29. Indγ(z) è una funzione costante sulle componenti connesse di Ω.

Dimostrazione. Segue dal fatto che Indγ(z) è continua a valori nello spazio
discreto Z.
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Osservazione 9.30. Sulla componente connessa illimitata di C \ supp(γ) l’indice
vale zero. Infatti per ogni ε > 0, per |z| >> 0 e per w ∈ supp(γ) si ha∣∣∣∣ 1

w − z

∣∣∣∣ < ε,

e quindi 2πi Indγ(z) < ε`(γ).

Esempio 9.31. Sia γ : [0, 2π] → C, γ(ϑ) = a + reiϑ la circonferenza di centro a e
raggio r; come nell’esempio 9.16 possiamo calcolare l’indice del centro di γ:

Indγ(a) :=
1

2πi

∫
γ

dw

w − a
=

1

2πi

2π∫
0

ireiϑ

reiϑ
dϑ = 1.

Grazie al Corollario 9.29 e all’Osservazione 9.30 abbiamo quindi

Indγ(z) =

{
1 |z − a| < r

0 |z − a| > r

9.4 formula integrale e applicazioni

Teorema 9.32 (Formula integrale di Cauchy, versione locale). Sia D un disco aper-
to, sia f ∈ O(D) e sia γ una curva chiusa il cui supporto è contenuto in D. Allora, per
ogni z 6∈ supp(γ),

f(z) Indγ(z) =
1

2πi

∫
γ

f(w)

w − z
dw.

Dimostrazione. Consideriamo la funzione

F (w) =
f(w)− f(z)

w − z
;

tale funzione è olomorfa inD\{z} e lim
w→z

(w−z)F (w) = 0, quindi, per il Corollario
9.23 si ha

0 =

∫
γ

F (w)dw =

∫
γ

f(w)

w − z
dw −

∫
γ

f(z)

w − z
dw,

da cui si deduce che

f(z)

∫
γ

dw

w − z
=

∫
γ

f(w)

w − z
dw.

Ricordando che
Indγ(z) =

1

2πi

∫
γ

dw

w − z

segue la tesi.
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9. Integrazione lungo curve

Osservazione 9.33. Se esistono un numero finito di punti a, . . . , an ∈ D tali che
f ∈ O(D \ {a1, . . . , an}), e lim

z→ai
(z − ai)f(z) = 0 per ogni i la tesi del Teorema 9.32

è vera purché z 6= ai.

Singolarità eliminabili

Teorema 9.34. Sia Ω ⊂ C un aperto, a ∈ Ω un suo punto e f ∈ O(Ω \ {a}), tale che
lim
z→a

(z − a)f(z) = 0. Allora esiste un’unica funzione f̃ ∈ O(Ω) tale che f̃ |Ω\{a} = f .

Dimostrazione. Sia γ una circonferenza centrata in a e contenuta in Ω. La
funzione

g(z) =
1

2πi

∫
γ

f(w)

w − z
dw

è olomorfa nel disco aperto di bordo γ per il Lemma 9.27, e coincide con f in
tutti i punti 6= a per la formula integrale, e quindi, ponendo

f̃(z) =

{
f(z) z ∈ Ω \ {a}
g(z) z = a

si ottiene l’estensione cercata.

Definizione 9.35. Sia Ω ⊂ C un aperto, a ∈ Ω un suo punto e f ∈ O(Ω \ {a}),
tale che lim

z→a
(z − a)f(z) = 0. Si dice che f ha una singolarità eliminabile in a.

Esempio 9.36. La funzione cos z−1
z

ha una singolarità eliminabile nell’origine.

Teorema di Weierstrass

Teorema 9.37. Sia Ω ⊂ C un aperto, f ∈ O(Ω) e z0 ∈ Ω. Allora esiste un intorno
Bz0(r) di z0 tale che, in tale intorno f(z) =

∑∞
n=0 an(z − z0)n, con

an =
1

2πi

∫
γ

f(w)

(w − z0)n+1
dw,

dove γ è il bordo di Bz0(r).

Dimostrazione. Sia D un disco aperto centrato in z0 tale che la sua chiusura sia
contenuta in Ω, sia γ il suo bordo e sia r il suo raggio. Utilizziamo la formula
integrale di Cauchy per z ∈ D:

f(z) =
1

2πi

∫
γ

f(w)

w − z
dw =

1

2πi

∫
γ

f(w)

(w − z0)− (z − z0)
dw = (9.38)

=
1

2πi

∫
γ

f(w)

(w − z0)

(
1− z − z0

w − z0

) dw. (9.39)
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Osserviamo ora che |w− z0| = r, mentre |z− z0| < r, perciò
∣∣∣ z−z0w−z0

∣∣∣ < 1 e la (9.39)
si può riscrivere come

1

2πi

∫
γ

f(w)

(w − z0)

∞∑
n=0

(
z − z0

w − z0

)n
dw.

Poiché la serie converge uniformemente e f è limitata su γ possiamo integrare
termine a termine

f(z) =
∞∑
n=0

1

2πi

∫
γ

f(w)

(w − z0)

(
z − z0

w − z0

)n
dw

=
∞∑
n=0

 1

2πi

∫
γ

f(w)

(w − z0)n+1
dw

 (z − z0)n,

e il teorema è dimostrato.

Corollario 9.40. Una funzione olomorfa è C∞.

Formula delle derivate

Corollario 9.41. Sia Ω ⊂ C un aperto, f ∈ O(Ω) e z0 ∈ Ω; allora se Bz0(r) ⊂ Ω e γ è
il bordo di Bz0(r) si ha

f (n)(z0) =
n!

2πi

∫
γ

f(w)

(w − z0)n+1
dw

Dimostrazione. Segue immediatamente dal Teorema 9.37; infatti, derivando la
serie, otteniamo f (n)(z0) = n!an.

Maggiorazione di Cauchy

Corollario 9.42. Sia Ω ⊂ C un aperto, f ∈ O(Ω), z0 ∈ Ω e γ il bordo di un disco
chiuso centrato in z0 e contenuto in Ω. Sia r il raggio di tale disco e M = maxγ |f |.
Allora

|f (n)(z0)| ≤ n!M

rn
.

Dimostrazione. Utilizzando la formula delle derivate, otteniamo

|f (n)(z0)| = n!

2π

∣∣∣∣∣∣
∫
γ

f(w)

(w − z0)n+1

∣∣∣∣∣∣ ≤ n!

2π

M`(γ)

rn+1
=
n!M

rn
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9. Integrazione lungo curve

Teorema di Liouville

Teorema 9.43. Sia f ∈ O(C). Se f è limitata, allora è costante.

Dimostrazione. Supponiamo che esista una costante K tale che |f(z)| < K
per ogni z ∈ C. Sia γr una circonferenza centrata nell’origine di raggio r.
Applicando la maggiorazione di Cauchy per ogni n ≥ 1 otteniamo, per ogni
r > 0

|f (n)(0)| ≤ n!K

rn
;

poiché la disugualianza è vera per ogni r necessariamente f (n)(0) = 0 per ogni
n ≥ 0 e f(z) = f(0).

Corollario 9.44. Sia f ∈ O(C). Se la parte reale (o la parte immaginaria) di f è
limitata, allora è costante.

Dimostrazione. Si applichi il Teorema 9.43 alla funzione F (z) = ef(z) (alla
funzione F (z) = e−if(z) rispettivamente).

Teorema fondamentale dell’algebra

Corollario 9.45. Sia p(z) ∈ C[z] un polinomio di grado positivo. Allora esiste z0 ∈ C
tale che p(z0) = 0.

Dimostrazione. Supponiamo, per assurdo, che p(z) non abbia zeri, e conside-
riamo la funzione f(z) = 1/p(z), che è quindi olomorfa su tutto C. Per |z| → ∞
si ha che |f(z)| → 0, quindi f è limitata. Per il Teorema 9.43 f è costante,
contraddicendo le ipotesi.

Teorema di Morera

Teorema 9.46. Sia D ⊂ C un disco aperto, e sia f ∈ C(D) tale che, per ogni rettangolo
R ⊂ D si abbia ∫

∂R

f(z)dz = 0.

Allora f è olomorfa in D.

Dimostrazione. La dimostrazione del Corollario 9.20 può essere ripetuta, for-
nendo l’esistenza di una primitiva olomorfa F di f . Per il Teorema 9.37 ogni
punto diD ha un intorno tale che in esso F si può scrivere come serie di potenze;
f è quindi uguale alla serie derivata, ed è pertanto olomorfa.
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Capitolo 10

Il Teorema dell’integrale nullo di Cauchy

10.1 catene omologhe

Siano γi : J → C curve chiuse regolari a tratti. Una somma formale finita a
coefficienti interi γ =

∑n
i=1miγi è detta catena. Si definisce∫
γ

f(z)dz :=
n∑
i=1

mi

∫
γi

f(z)dz.

É possibile analogamente definire l’indice di un punto rispetto ad una catena:

Indγ(z) =
n∑
i=1

mi Indγi(z).

Definizione 10.1. Sia Ω ⊂ C un aperto, e sia γ una catena il cui supporto è
contenuto in Ω. La catena γ si dice omologa a zero in Ω, e si scrive γ ∼Ω 0 se per
ogni punto z 6∈ Ω si ha Indγ(z) = 0. Si dice che due catene γ ed η sono omologhe
in Ω se γ − η ∼Ω 0.

Osservazione 10.2. Si può dimostrare che γ ∼Ω 0 se e solo se la classe [γ] ∈ H1(Ω)
è banale.

Proposizione 10.3. Sia Ω ⊂ C un aperto, e sia γ una catena tale che γ ∼Ω 0. Siano
z1, . . . , zn punti di Ω, siano Di, per i = 1, . . . n, dischi centrati in zi, la cui chiusura
è contenuta in Ω e a due a due disgiunti e siano γi, per i = 1, . . . n, le circonferenze
bordo dei dischi Di. Siano mi = Indγ(zi), per i = 1, . . . n e denotiamo con Ω′ l’aperto
Ω \ {z1, . . . , zn}. Allora γ ∼Ω′

∑
miγi.

Dimostrazione. Se z 6∈ Ω, allora Indγ(z) =
0 perché γ ∼Ω 0, e Indγi(z) = 0 perché z non
è contenuto nei cerchi di bordo γi.
Se invece z = zi allora Indγj(zi) = δij ,
mentre Indγ(zi) = mi.

γ
3

2

1

γ

γ
γ
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10. Il Teorema dell’integrale nullo di Cauchy

10.2 il teorema di cauchy - dimostrazione di dixon

Lemma 10.4. Sia Ω ⊂ C un aperto, f ∈ O(Ω) e g : Ω× Ω→ C definita ponendo

g(z, w) =


f(w)− f(z)

w − z
w 6= z

f ′(z) w = z
.

Allora g è una funzione continua.

Dimostrazione. Sia z0 ∈ Ω; per la continuità di f ′, dato ε > 0 esiste δ tale che
|f ′(ξ) − f ′(z0)| ≤ ε se |ξ − z0| < δ. Assumiamo, a meno di restringerci, che il
disco Bz0(δ) sia contenuto in Ω. Presi z, w in tale disco si ha

g(z, w)− g(z0, z0) =
1

w − z
(f(w)− f(z)− f ′(z0)(w − z)) =

=
1

w − z

 w∫
z

f ′(ξ)dξ −
w∫
z

f ′(z0)dξ


Calcoliamo gli integrali lungo il segmento che congiunge z a w, parametrizzan-
dolo come ξ(t) = (1− t)z + tw (e quindi dξ = (w − z)dt).

g(z, w)− g(z0, z0) =
1

w − z

1∫
0

(f ′(ξ(t))− f ′(z0))(w − z)dt

=

1∫
0

(f ′(ξ(t))− f ′(z0))dt

Quindi,

|g(z, w)− g(z0, z0)| ≤
1∫

0

|f ′(ξ(t))− f ′(z0)|dt < ε

se (z, w) ∈ Bδ(z0)×Bδ(z0).

Teorema 10.5. Sia Ω ⊂ C un aperto, γ una catena tale che γ ∼Ω 0 e f ∈ O(Ω). Allora

i) Teorema dell’integrale nullo: ∫
γ

f(z)dz = 0

ii) Formula integrale: per ogni z ∈ Ω \ supp(γ) si ha

f(z) Indγ(z) =
1

2πi

∫
γ

f(w)

w − z
dw.
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10.2. Il Teorema di Cauchy - Dimostrazione di Dixon

Dimostrazione. Definiamo g : Ω× Ω→ C ponendo

g(z, w) =


f(w)− f(z)

w − z
w 6= z

f ′(z) w = z

Tale funzione è continua per il Lemma 10.4; inoltre, per w0 fissato, g(z, w0) è una
funzione olomorfa.

Sia Ω′ ⊂ C l’insieme dei punti che hanno indice zero rispetto a γ; Ω′ è un’unione
di componenti connesse di C \ supp(γ), e quindi è aperto. Inoltre, per ipotesi,
Ωc ⊂ Ω′; in particolare C = Ω ∪ Ω′. Sia h : C→ C definita ponendo

h(z) =


1

2πi

∫
γ

g(z, w) dw z ∈ Ω

1

2πi

∫
γ

f(w)

w − z
dw z ∈ Ω′

.

Nell’intersezione Ω ∩ Ω′ le due espressioni sono uguali; infatti

1

2πi

∫
γ

g(z, w)dw =
1

2πi

∫
γ

f(w)

w − z
dw −

∫
γ

f(z)

w − z
dw


=

1

2πi

∫
γ

f(w)

w − z
dw − f(z) Indγ(z)

=
1

2πi

∫
γ

f(w)

w − z
dw

Per il Lemma 9.27, h è olomorfa in Ω′; dimostriamo che è olomorfa anche in
Ω. Sia z ∈ Ω, dia D un disco aperto centrato in z e contenuto in Ω e sia R un
rettangolo contenuto in D. Si ha

∫
∂R

h(z)dz =
1

2πi

∫
∂R

∫
γ

g(z, w)dw

 dz =

=
1

2πi

∫
γ

 ∫
∂R

g(z, w)dz

 dw = 0

per il Teorema di Goursat (9.17). Perciò h è olomorfa in D per il Teorema di
Morera (9.46). Quindi h è olomorfa in Ω ∪ Ω′ = C, cioè è una funzione intera.
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10. Il Teorema dell’integrale nullo di Cauchy

Per |z| >> 0 si ha |w − z| ≥ |z| − |w| e inoltre z ∈ Ω′; pertanto

|h(z)| = 1

2π

∣∣∣∣∣∣
∫
γ

f(w)

w − z
dw

∣∣∣∣∣∣ ≤ max
γ

(
|f(w)|
|z| − |w|

)
`(γ), (10.6)

e quindi h tende a zero per |z| → ∞, ed è perciò limitata, e dunque costante per
il Teorema 9.43. Ancora dalla (10.6) si deduce ora che h ≡ 0.

Sia z ∈ Ω \ supp(γ). Da

0 = h(z) =
1

2πi

∫
γ

g(z, w)dw =
1

2πi

∫
γ

f(w)

w − z
dw − f(z) Indγ(z)

si deduce la (ii). Sia ora z0 un punto di Ω \ supp(γ), e sia F (z) = f(z)(z − z0).
Applicando la (ii) a F otteniamo

0 = F (z0) Indγ(z0) =
1

2πi

∫
γ

f(w)(w − z0)

w − z0

dw =
1

2πi

∫
γ

f(w)dw,

e il teorema è dimostrato.

Esercizio 10.7. Si calcoli ∫
γ

cos(πz)

(z − 1)z2
dz,

ove γ : [0, 2π]→ C è la curva di equazione γ(ϑ) = 1/2 + eiϑ.

Osserviamo che la funzione integranda è olomorfa su Ω = C\{0, 1}, e che la curva
γ è omologa in Ω alla catena γ1 + γ2, con γ1 e γ2 circonferenze di raggio r < 1/2
centrate in 0 e 1, rispettivamente.
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Definiamo le seguenti funzioni:

g(w) =
cos(πw)

(w − 1)
, h(w) =

cos(πw)

w2
.

Possiamo riscrivere l’integrale come∫
γ

cos(πz)

(z − 1)z2
dz =

∫
γ1

g(z)

z2
dz +

∫
γ2

h(z)

z − 1
dz;

utilizzando la formula delle derivate e la formula integrale, scriviamo∫
γ1

g(z)

z2
dz = 2πig′(0)

∫
γ2

h(z)

z − 1
dz = 2πih(1)

Calcolando h(1) = −1,

g′(z) =
−π sin(πz)(z − 1)− cos(πz)

(z − 1)2
,

e quindi g′(0) = −1 troviamo che∫
γ

cos(πz)

(z − 1)z2
dz = 2πi(−1− 1) = −4πi.
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Capitolo 11

Altre applicazioni della formula integrale

11.1 successioni di funzioni olomorfe

Teorema 11.1. Sia Ω ⊂ C un aperto e {fn} una successione di funzioni fn : Ω → C
tali che fn ∈ O(Ω). Se la successione converge puntualmente a f e uniformemente sui
compatti di Ω allora f ∈ O(Ω).

Dimostrazione. Sia z0 ∈ Ω, e sia Bz0(R) un disco chiuso centrato in z0 e conte-
nuto in Ω, di bordo γR. Sia ora z ∈ Bz0(R/2). Per la formula integrale di Cauchy,
abbiamo che

fn(z) =
1

2πi

∫
γR

fn(w)

w − z
dw.

Poiché la successione fn converge uniformemente sui compatti e avendo scel-
to z tale che |w − z| ≥ R/2 la successione delle funzioni integrande converge
uniformemente su γR per ogni z fissato in Bz0(R/2) e possiamo passare al limite
sotto il segno di integrale, ottenendo

f(z) =
1

2πi

∫
γR

f(w)

w − z
dw.

Dalla formula integrale di Cauchy segue il Teorema di Weierstrass, che asserisce
che f è scrivibile come serie di potenze con centro z0, e quindi f è olomorfa in
tale punto.

Esempio 11.2. Consideriamo la serie di funzioni
∑

1
nz

e mostriamo che, per
<e(z) > 1 definisce una funzione olomorfa. Ogni termine

fn(z) =
1

nz
= e−z logn

è una funzione olomorfa su tutto C; poiché

|fn(z)| = |e−z logn| = |e−x logneiy logn| = |e−x logn| = n−x,

per ogni c > 1, se x ≥ c abbiamo |fn(z)| ≤ n−c e la serie
+∞∑
i=1

1

nc
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converge. Perciò, per il Test di Weierstrass (8.16) la serie
∑+∞

i=1
1
nz

converge
assolutamente e uniformemente e definisce quindi una funzione olomorfa.

11.2 serie di laurent

Definizione 11.3. Una serie di Laurent (o serie bilatera di potenze) è una serie del
tipo

+∞∑
n=−∞

an(z − z0)n.

Sia Ω ⊂ C; diciamo che la serie di Laurent
∑∞

n=−∞ an(z − z0)n converge assolu-
tamente (uniformemente) in Ω se le due serie

+∞∑
m=1

a−m

(
1

zm

) +∞∑
n=0

anz
n

convergono assolutamente (uniformemente) in Ω.

Teorema 11.4. Sia A la corona circolare: A = {z ∈ C | r ≤ |z − z0| ≤ R} e sia
f ∈ O(Ω), con Ω aperto che contiene A; allora in A la funzione f si può scrivere come
una serie di Laurent

f(z) =
∞∑

n=−∞

an(z − z0)n,

che converge assolutamente e uniformemente in r < s ≤ |z−z0| ≤ S < R. I coefficienti
an sono dati da

an =



1

2πi

∫
γR

f(w)

(w − z0)n+1
dw n ≥ 0

1

2πi

∫
γr

f(w)

(w − z0)n+1
dw n < 0

,

ove γR e γr sono rispettivamente le circonferenze di raggio R ed r centrate in z0.

Dimostrazione. Il bordo Γ = γR− γr di A è omologo a zero in Ω. Applicando la
formula integrale di Cauchy 10.5 ii) a un punto z nell’interno di A otteniamo

f(z) = f(z)(IndγR(z)− Indγr(z)) =
1

2πi

 ∫
γR

f(w)

w − z
dw −

∫
γr

f(w)

w − z
dw


Il primo integrale è trattato come nella dimostrazione del Teorema 9.37, e for-
nisce la parte positiva della serie di Laurent. Il secondo è trattato in maniera
simile:
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11.3. Singolarità isolate di funzioni olomorfe

−
∫
γr

f(w)

w − z
dw = −

∫
γr

f(w)

(w − z0)− (z − z0)
dw =

=

∫
γr

f(w)

z − z0

1(
1− w − z0

z − z0

) dw =

Osserviamo ora che |w − z0| = r, mentre |z − z0| > r, perciò
∣∣∣w−z0z−z0

∣∣∣ < 1 e quindi
l’ultima espressione può essere riscritta come∫

γr

f(w)

z − z0

∞∑
m=0

(
w − z0

z − z0

)m
dw =

∫
γr

f(w)

z − z0

−∞∑
n=−1

(
z − z0

w − z0

)n+1

dw

Poiché la serie converge uniformemente e f è limitata su γr possiamo integrare
termine a termine

−
∫
γr

f(w)

w − z
dw =

−∞∑
n=−1

∫
γr

{
f(w)

(w − z0)n+1

}
(z − z0)ndw

e il teorema è dimostrato.

11.3 singolarità isolate di funzioni olomorfe

Definizione 11.5. Sia D un disco aperto centrato in z0, e sia f ∈ O(D \ z0). Una
tale f si dice avere una singolarità isolata nel punto z0.

Abbiamo già incontrato le singolarità eliminabili, come le singolarità isolate con
la proprietà che limz→z0 f(z)(z − z0) = 0; è immediato vedere che f ha una sin-
golarità eliminabile in z0 se e solo se tutti i termini negativi del suo sviluppo
di Laurent sono nulli. Il prossimo risultato fornisce una condizione sufficiente
affinché una singolarità isolata sia di questo tipo.

Proposizione 11.6. Sia Ω un aperto che contiene z0, e sia f ∈ O(Ω \ z0); se esistono
un disco chiuso D centrato in z0 e K > 0 tale che |f(z)| < K in D \ z0 , allora f ha
una singolarità eliminabile in z0.

Dimostrazione. Consideriamo lo sviluppo di Laurent di f in una corona cir-
colare centrata in z0 e contenuta in D; sia γr la circonferenza più piccola che
definisce la corona circolare. I coefficienti delle parte negativa dello sviluppo
sono dati da

a−m =
1

2πi

∫
γr

f(w)

(w − z0)−m+1
dw,
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11. Altre applicazioni della formula integrale

e quindi si ha

|a−m| ≤
K

2π
rm−1`(γr) = Krm,

e tale diguguaglianza sussiste per ogni r > 0, pertanto tutti i termini della parte
negativa dello sviluppo di Laurent di f sono nulli.

Poli

Definizione 11.7. Sia f ∈ O(Ω), z0 ∈ Ω e
∑
an(z − z0)n lo sviluppo in serie di f

in un intorno di z0; diremo che z0 è uno zero di ordine m per f , o che l’ordine di
f in z0 è m se equivalentemente

• am 6= 0 e an = 0 se n < m;

• f(z0) = f ′(z0) = · · · = f (m−1)(z0) = 0 e f (m)(z0) 6= 0;

• lim
z→z0

f(z)
(z−z0)m

esiste finito e non nullo.

Definizione 11.8. Sia z0 una singolarità isolata per una funzione f olomorfa in
un intorno di z0. Diremo che f ha un polo di ordine m > 0 in z0, o che l’ordine di
f in z0 è −m se equivalentemente

• a−m 6= 0 e a−n = 0 se n > m;

• lim
z→z0

f(z)(z − z0)m esiste finito e non nullo.

Un polo di ordine uno è detto polo semplice.

Esempio 11.9. La funzione

f(z) =
z

(cos z − 1)2

ha un polo di ordine tre nell’origine.

Osservazione 11.10. Sia f ∈ O(Ω); allora f ha uno zero di ordine m in z0 ∈ Ω se
e solo se la funzione 1/f(z) ha un polo di ordine m in z0.

Definizione 11.11. Sia Ω ⊂ C aperto, S ⊂ Ω sottoinsieme discreto di Ω e f ∈
O(Ω \ S), con poli nei punti di S; una tale funzione è detta meromorfa in Ω, e si
scrive f ∈M(Ω).

Esempio 11.12. Siano p(z), q(z) ∈ C[z] due polinomi; allora f(z) = q(z)/p(z) è
una funzione meromorfa su C.
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11.3. Singolarità isolate di funzioni olomorfe

Esempio 11.13. Una funzione meromorfa può essere anche definita da una serie
che converge uniformemente; per esempio consideriamo

f(z) =
1

z
+

+∞∑
n=1

z

z2 − n2
.

Tale funzione è meromorfa su C, ha poli semplici negli interi ed è olomorfa in
C\Z. Mostreremo che f è meromorfa con poli semplici negli interi in ogni disco
centrato nell’origine. Sia R > 0 e sia N > 2R; scriviamo f(z) = g(z) + h(z) con

g(z) =
1

z
+

N∑
n=1

z

z2 − n2
h(z) =

∞∑
n=N+1

z

z2 − n2

La funzione g si scrive come quoziente di polinomi, ed è perciò meromorfa su
C, con poli semplici negli interi n tali che |n| < N .
Mostriamo ora che la funzione h(z) è olomorfa nel disco centrato dell’origine di
raggio R utilizzando il Teorema 11.1. Per |z| < R e n > N abbiamo∣∣∣∣ z

z2 − n2

∣∣∣∣ < R

n2 −R2
=

R

n2(1− (R/n)2)
<

4R

3n2
;

per il Test di Weierstrass (8.16) la serie che definisce h converge uniformemente
in |z| < R, e quindi h è olomorfa in tale disco per il Teorema 11.1.

Singolarità essenziali

Definizione 11.14. Sia z0 una singolarità isolata per una funzione f olomorfa in
un intorno di z0, e sia

∑∞
n=−∞ an(z − z0)n la sua serie di Laurent in una corona

circolare centrata in z0. Il punto z0 è detto singolarità essenziale se an 6= 0 per
infiniti n < 0.

Esempio 11.15. La funzione

e1/z =
+∞∑
n=0

1

n!zn
=
−∞∑
n=0

1

(−n)!
zn

ha una singolarità essenziale nell’origine.

Il prossimo risultato descrive il comportamento di una funzione in un intorno
di una singolarità essenziale.

Teorema 11.16 (Casorati -Weierstrass). Sia z0 una singolarità essenziale per f , e sia
D un disco centrato in z0 tale che f ∈ O(D \ z0). Allora f(D \ z0) è denso in C.
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11. Altre applicazioni della formula integrale

Dimostrazione. Supponiamo per assurdo che esistano δ > 0 e α ∈ C tale che
|f(z)− α| ≥ δ per ogni z ∈ D \ z0. Consideriamo la funzione

g(z) =
1

f(z)− α
;

tale funzione è olomorfa e limitata in D \ z0, quindi, per la Proposizione 11.6 la
funzione g ha una singolarità eliminabile in z0, quindi può essere estesa ad una
funzione olomorfa su D.
Sia m ≥ 0 il primo coefficiente non nullo dello sviluppo di g in serie di potenze
in un intorno di z0. Se m = 0 allora la funzione 1/g(z) è olomorfa, mentre, se
m > 0 la funzione 1/g(z) ha un polo di ordine m. Pertanto f(z)− α, e quindi f ,
ha al più un polo in z0, contraddicendo le ipotesi.

Corollario 11.17. Sia f : C → C una funzione olomorfa e biunivoca, con inversa
olomorfa; allora f(z) = az + b, con a, b ∈ C.

Dimostrazione. A meno di una traslazione possiamo assumere che f(0) = 0.
Sia h(w) = f(1/w) per w 6= 0. Mostriamo che h non può avere una singolarità
essenziale nell’origine.
Dalle ipotesi segue che f è un’applicazione aperta. Dato δ > 0 l’immagine via
f del disco B0(1/δ) è un intorno aperto dell’origine, quindi esiste c > 0 tale che
f(B0(1/δ)) ⊇ B0(c). Pertanto, se |z| > 1/δ allora |f(z)| > c. Perciò |h(w)| > c se
|w| < δ, e quindi l’origine non può essere una singolarità essenziale per h per il
Teorema 11.16.
Sia f(z) =

∑+∞
0 anz

n; allora h(w) =
∑+∞

0 an(1/w)n; poichè l’origine non è una
singolarità essenziale per h esiste m tale che an = 0 per n > m, e quindi f(z)
è un polinomio. Se f avesse due radici distinte non potrebbe essere biunivoca,
quindi f(z) è del tipo f(z) = azn, ma per n > 1 tale funzione non è iniettiva,
quindi concludiamo che f(z) = az.

Comportamento all’infinito

Definizione 11.18. Sia Ω ⊂ C un aperto che contiene il complementare di un
sottoinsieme limitato di C - diremo che un tale aperto è un intorno di∞ - e sia f :
Ω→ C una funzione; diciamo che f ha una singolarità isolata (risp. è olomorfa)
in∞ se la funzione g(w) = f(1/w) ha una singolarità isolata (risp. è olomorfa)
in 0; diciamo che f ha un polo o una singolarità essenziale in∞ se g ha un polo
o una singolarità essenziale in 0. Se g ha una singolarità eliminabile in 0 diremo
che f è olomorfa in∞.
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Capitolo 12

Residui

12.1 teorema dei residui

Sia Ω un aperto di C, z0 un suo punto, f ∈ O(Ω \ z0) e

f(z) =
∞∑

n=−∞

an(z − z0)n

la sue serie di Laurent centrata in z0.

Definizione 12.1. Il residuo di f in z0 è il coefficiente a−1 della serie di Laurent di
f centrata in z0:

Resz0(f) := a−1.

Lemma 12.2. Sia Ω un aperto di C, z0 un suo punto, f ∈ O(Ω \ z0), e γ una circonfe-
renza centrata in z0 tale che supp(γ) ⊂ Ω. Allora

Resz0(f) =
1

2πi

∫
γ

f(z)dz.

Dimostrazione. Poiché la serie di Laurent di f converge uniformemente sulla
circonferenza γ è possibile integrarla termine a termine

1

2πi

∫
γ

f(z)dz =
1

2πi

∫
γ

∞∑
n=−∞

an(z − z0)ndz =
1

2πi

∞∑
n=−∞

an

∫
γ

(z − z0)ndz

Concludiamo quindi ricordando che (Cf. l’Esempio 9.16)∫
γ

(z − z0)ndz =

{
0 n 6= −1

2πi n = −1

Definizione 12.3. Sia Ω un intorno di ∞, sia f ∈ O(Ω) e sia g(w) = f(1/w). Si
definisce

Res∞(f) = Res0

(
−g(w)

w2

)
.
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12. Residui

Osservazione 12.4. Dalla definizione notiamo che il residuo all’infinito di f può
essere non nullo anche se f è olomorfa in∞. Si veda anche il Corollario 12.10.

Lemma 12.5. Sia Ω un intorno di∞, sia f ∈ O(Ω) e sia γ una circonferenza centrata
nell’origine il cui supporto sia contenuto in Ω. Allora

Res∞(f) = − 1

2πi

∫
γ

f(z)dz;

Dimostrazione. Con la sostituzione w = 1/z si ha

− 1

2πi

∫
γ

f(z)dz = − 1

2πi

∫
γ

−g(w)

w2
dw = Res0

(
−g(w)

w2

)
= Res∞(f),

ove γ̄ è l’immagine di γ per l’inversione w = 1/z, ed è quindi percorsa in senso
orario, e la seconda uguaglianza è vera perché l’unica eventuale singolarità di
g(w)/w2 all’interno di γ̄ è l’origine per le ipotesi fatte su f .

Teorema 12.6 (Dei Residui). Sia Ω ⊂ C un aperto, sia f ∈ O(Ω \ {z1, . . . , zn}) e sia
γ una catena in Ω, tale che zi 6∈ supp(γ) e γ ∼Ω 0. Allora∫

γ

f(z)dz = 2πi
n∑
i=1

Indγ(zi) Reszi(f).

Dimostrazione. Siano γi circonferenze bordo di dischi Di centrati in zi, la cui
chiusura è contenuta in Ω e a due a due disgiunti e sia mi = Indγ(zi). Per la
Proposizione 10.3 abbiamo che γ ∼Ω

∑n
i=1 miγi, quindi per il Teorema di Cauchy

e il Lemma 12.2 abbiamo che∫
γ

f(z)dz =
n∑
i=1

mi

∫
γi

f(z)dz = 2πi
n∑
i=1

Indγ(zi) Reszi(f).

Dal Lemma 12.5 e dal Teorema dei Residui si deduce immediatamente che

Corollario 12.7. Sia f ∈ O(C \ {z1, . . . , zm}) e sia γ una circonferenza centrata
nell’origine che racchiude tutti i punti singolari di f ; allora

Res∞(f) +
n∑
j=1

Reszi(f) = 0.

12.2 calcolo dei residui

In questa sezione vedremo alcune tecniche per il calcolo dei residui.
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Lemma 12.8. Se f ha un polo semplice in z0 e g è olomorfa in z0 allora

Resz0(fg) = g(z0) Resz0(f).

Dimostrazione. Scrivendo f e g in serie come

f(z) =
a−1

z − z0

+
+∞∑
n=0

an(z − z0)n g(z) =
+∞∑
n=0

bn(z − z0)n,

troviamo che la serie del prodotto delle due funzioni è del tipo

f(z)g(z) =
a−1b0

z − z0

+
+∞∑
n=0

cn(z − z0)n;

per concludere basta osservare che g(z0) = b0.

Esempio 12.9. Calcolare il residuo in z = 1 di

h(z) =
z2

z2 − 1
.

Siano

f(z) =
1

z − 1
g(z) =

z2

z + 1
;

f ha un polo semplice in z = 1, mentre g è olomorfa in tale punto. Il residuo di
f in 1 è evidentemente 1, pertanto, per il Lemma 12.8

Res1(h) = Res1(fg) = g(1) Res1(f) =
1

2
· 1 =

1

2
.

Corollario 12.10. Se f ha uno zero semplice all’infinito allora il residuo all’infinito è
uguale a

lim
z→∞
−zf(z).

Dimostrazione. Sia g(w) = f(1/w). Per ipotesi il limite limw→0 g(w)/w esiste
finito e non nullo (Cf. Definizione 11.7), quindi g(w)/w2 ha un polo semplice
nell’origine. Per il Lemma 12.8, (applicato all’estensione olomorfa di g(w)/w)
abbiamo

Res∞(f) = Res0

(
−g(w)

w2

)
= Res0

(
− 1

w

)
lim
w→0

g(w)

w
= − lim

z→∞
zf(z).

Lemma 12.11. Se f è olomorfa in z0 e ha ivi uno zero semplice (f(z0) = 0 e f ′(z0) 6= 0)
allora 1/f ha un polo semplice in z0 e

Resz0

(
1

f

)
=

1

f ′(z0)
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Dimostrazione. Le ipotesi su f si traducono nel fatto che nella sua serie di
potenze centrata in z0 si ha a0 = 0 e a1 6= 0. Possiamo quindi scrivere

f(z) = a1(z − z0)
+∞∑
n=0

cn(z − z0)n = a1(z − z0)(1 + h(z)),

con h(z) olomorfa in z0 e tale che h(z0) = 0. Posto g(z) = 1/(1 + h(z)) si ha che g
è olomorfa in z0 e g(z0) = 1. Scriviamo ora(

1

f

)
=

g(z)

a1(z − z0)

e applichiamo il Lemma 12.8, ottenendo

Resz0

(
1

f

)
=

1

a1

;

per concludere basta osservare che f ′(z0) = a1.

Esempio 12.12. Calcolare il residuo in z = π di

h(z) =
1

sin z
.

La funzione f(z) = sin z è olomorfa in π e ha ivi uno zero semplice in quanto
f ′(π) = cos(π) 6= 0, quindi

Resπ

(
1

sin z

)
=

1

cos(π)
= −1.

Lemma 12.13. Se f ha un polo di ordine m in z0

Resz0(f) =
1

(m− 1)!
lim
z→z0

(((z − z0)mf(z))(m−1)).

Dimostrazione. Possiamo scrivere lo sviluppo di Laurent di f come

f(z) =
a−m

(z − z0)m
+ · · ·+ a−1

(z − z0)
+

+∞∑
n=0

an(z − z0)n;

quindi avremo che

(z − z0)mf(z) = a−m + a−m+1(z − z0) + · · ·+ a−1(z − z0)m−1 +
+∞∑
n=0

an(z − z0)n+m

e quindi

[(z − z0)mf(z)](m−1) = (m− 1)!a−1 +m!a0(z − z0) + . . .
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Esempio 12.14. Calcolare il residuo in z = 1 di

h(z) =
z2

(z + 1)(z − 1)2
.

La funzione h ha un polo doppio in 1; usiamo il Lemma 12.13, ottenendo che

Res1(h) = lim
z→1

[(z − 1)2h(z)](1) =

(
z2

z + 1

)′
(1);

Calcolando la derivata (
z2

z + 1

)′
=
z2 + 2z

(z + 1)2
,

troviamo che il residuo cercato è 3/4.

Lemma 12.15 (di Jordan). Sia Ω un aperto, e f ∈ O(Ω \ z0); sia δ > 0 tale che
Bz0(δ) ⊂ Ω, sia S = {z ∈ C | 0 < |z− z0| < δ e ϑ1 ≤ arg(z− z0) ≤ ϑ2} e si supponga
che esista finito lim

z→z0
(z − z0)f(z) = b.

Allora, se τ ≤ δ, denotato con γτ l’arco di
raggio τ come in figura, si ha

lim
τ→0

∫
γτ

f(z)dz = ib(ϑ2 − ϑ1)

2

θ
1

γ
τ

δ

θ

Dimostrazione. Possiamo supporre che z0 = 0. La serie di Laurent di zf(z) è
del tipo b+

∑+∞
1 anz

n, cioè

f(z) =
b

z
+ η(z)

dove η(z) è una funzione olomorfa. Possiamo quindi scrivere

∫
γτ

f(z)dz =

ϑ2∫
ϑ1

b

τeiϑ
iτeiϑdϑ+

∫
γτ

η(z)dz;

il primo dei due integrali vale ib(ϑ2−ϑ1). Mostriamo che il secondo tende a zero
per τ → 0. Sia M = maxBδ(0) |η(z)|.∣∣∣∣∣∣

∫
γτ

η(z)dz

∣∣∣∣∣∣ ≤ max
γτ
|η(z)|`(γτ ) ≤M(ϑ2 − ϑ1)τ,

da cui la tesi.
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12. Residui

12.3 applicazioni al calcolo di integrali indefiniti

Applicazione 12.16. Sia f : R → R una funzione restrizione di una funzione
f : Ω → C, che sia olomorfa in {=m(z) ≥ 0}, salvo al più per un numero finito
di poli z1, . . . zn contenuti in {=m(z) > 0}. Supponiamo inoltre che esistano K e
a > 0 tali che

|f(z)| ≤ K

|z|1+a
se |z| → +∞.

Allora
+∞∫
−∞

f(x)dx = 2πi
∑
zi

Reszi(f).

Osserviamo che, per le ipotesi fatte su f , esistono finiti i limiti

lim
R→+∞

a∫
−R

f(x)dx e lim
R→+∞

R∫
b

f(x)dx,

quindi
+∞∫
−∞

f(x)dx = lim
R→+∞

R∫
−R

f(x)dx.

Consideriamo l’intervallo IR = [−R,R] ⊂ R e la semicirconferenza ΓR di raggio
R centrata nell’origine e giacente nel semipiano superiore, come in figura. Con-
sideriamo la curva chiusa regolare a tratti Γ ottenuta percorrendo IR nel verso
delle ascisse crescenti e poi ΓR in senso antiorario, per R >> 0 tale che tutti i
poli di f giacciano nell’interno di Γ.

R
I

R
Γ

e utilizziamo il teorema dei residui, ottenendo

2πi
∑
zi

Reszi(f) =

∫
Γ

f(z)dz =

∫
IR

f(z)dz +

∫
ΓR

f(z)dz

=

R∫
−R

f(x)dx+

∫
ΓR

f(z)dz.
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12.3. Applicazioni al calcolo di integrali indefiniti

Per concludere è ora sufficiente mostrare che lim
R→+∞

∫
ΓR
f(z)dz = 0, e ciò segue

dal fatto che ∣∣∣∣∣∣
∫
ΓR

f(z)dz

∣∣∣∣∣∣ ≤ K

R1+a
`(ΓR) =

πK

Ra
.

Esercizio 12.17. Calcolare il seguente integrale:

+∞∫
−∞

1

1 + x4
dx.

Le radici quarte di −1 sono i numeri complessi ωj = e
π
4

+j π
2 , per j = 0, . . . , 3. Per-

tanto la funzione f(z) = 1
1+z4

è olomorfa sull’asse reale, e nel semipiano superiore

ha due poli, ω0 = ei
π
4 e ω1 = ei

3π
4 . Inoltre

|f(z)| ≤ 2

|z|4
se |z| → +∞,

quindi, come nell’applicazione 12.16 otteniamo che

+∞∫
−∞

1

1 + x4
dx = 2πi(Resω0(f) + Resω1(f)).

Calcoliamo il residuo di f in ω0; per il Lemma 12.11 applicato a z4 + 1 abbiamo
che

Resω0(f) =
1

4w3
0

=
1

4ei
3π
4

=
e−i

3π
4

4
=
−1− i
4
√

2
;

analogamente, per ω1 troviamo che

Resω1(f) =
1

4w3
1

=
1

4ei
π
4

=
e−i

π
4

4
=

1− i
4
√

2
.

Quindi il valore dell’integrale è

+∞∫
−∞

1

1 + x4
dx = 2πi

(
−i

2
√

2

)
=

π√
2
.

Applicazione 12.18. Sia f : R → R una funzione restrizione di una funzione
f : Ω → C, che sia olomorfa in {=m(z) ≥ 0}, salvo al più per un numero finito
di poli z1, . . . zn contenuti in {=m(z) > 0}. Supponiamo inoltre che esista K e
tale che

|f(z)| ≤ K

|z|
se |z| → +∞.
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Allora
+∞∫
−∞

f(x)eixdx = 2πi
∑
zi

Reszi(f(z)eiz).

Consideriamo il circuito quadrato come in figura, con A,B abbastanza grandi
in modo che il quadrato contenga tutti i poli di f che giacciono nel semipiano
superiore:

A+i(A+B)B+i(A+B)

AB

Poniamo T = A + B; sul lato superiore L+, parametrizzato come z = −x + iT ,
con x ∈ [−A,B] abbiamo∣∣∣∣∣∣

∫
L+

eizf(z)dz

∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣
B∫
−A

−e−ix−Tf(−x+ iT )dx

∣∣∣∣∣∣ ≤ e−T
K

T
`(L+) = Ke−T ,

quindi l’integrale sul lato superiore tende a zero per T → +∞.
Sul lato destro Ld, parametrizzato come z = A+ iy, con y ∈ [0, T ] abbiamo∣∣∣∣∣∣

∫
Ld

eizf(z)dz

∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣ i
T∫

0

e−y+iAf(A+ iy)dy

∣∣∣∣∣∣ ≤
T∫

0

|e−y+iA||f(A+ iy)|dy

≤ K

A

T∫
0

e−ydy =
K

A
(1− e−T ).

Sul lato sinistro vale una stima analoga (con B a denominatore), quindi anche
gli integrali sui lati verticali tendono a zero per A,B → +∞. Pertanto

2πi
∑
zi

Reszi(f(z)eiz) =

∫
Q

f(z)eizdz =

+∞∫
−∞

f(x)eixdx.
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12.3. Applicazioni al calcolo di integrali indefiniti

Osservando che
+∞∫
−∞

f(x)eixdx =

+∞∫
−∞

f(x) cosx dx+ i

+∞∫
−∞

f(x) sinx dx,

ci rendiamo conto dell’utilità di quanto appena visto per il calcolo di integrali
del tipo

+∞∫
−∞

f(x) cosx dx oppure

+∞∫
−∞

f(x) sinx dx

Esercizio 12.19. Calcolare il seguente integrale:

I =

+∞∫
0

x sinx

1 + x2
dx.

Sia f(z) = z
1+z2

; tale f soddisfa le ipotesi di 12.18, pertanto

+∞∫
−∞

xeix

1 + x2
dx = 2πi

∑
zi

Reszi(f(z)eiz);

Sappiamo che

+∞∫
−∞

xeix

1 + x2
dx =

+∞∫
−∞

x cosx

1 + x2
dx+ i

+∞∫
−∞

x sinx

1 + x2
dx = I1 + iI2.

Osserviamo che I1 è nullo perché l’integranda è dispari, e che I2 = 2I perché
l’integranda è pari. Inoltre l’unico polo presente nel semipiano superiore è nel
punto z1 = i. Quindi

+∞∫
0

x sinx

1 + x2
dx = πResz1(f(z)eiz).

Scrivendo

f(z) =
eiz

z + i

1

z − i
e utilizzando il Lemma 12.8 otteniamo

Resz1(f(z)eiz) =
ie−1

2i
=
e−1

2
,

e finalmente
+∞∫
0

x sinx

1 + x2
dx =

π

2e
.
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12. Residui

Osservazione 12.20. Nella situazione dell’Applicazione 12.18, se la funzione f
ha poli semplici sull’asse reale, che coincidono con zeri di sinx o cosx può essere
ancora possibile calcolare l’integrale, usando il Lemma di Jordan. Ne vediamo
ora un esempio.

Esercizio 12.21. Calcolare il seguente integrale:

I =

+∞∫
−∞

sinx

x
dx.

Sia f(z) = 1
z
; tale f soddisfa le ipotesi dell’Osservazione 12.20; inoltre

+∞∫
−∞

eix

x
dx =

+∞∫
−∞

cosx

x
dx+ i

+∞∫
−∞

sinx

x
dx = I1 + iI2.

Osservando che I1 è nullo perché l’integranda è dispari, e utilizzando il circuito
dell’Applicazione 12.18, modificato come in figura,

A

B+i(A+B) A+i(A+B)

B

otteniamo che

i

−ε∫
−∞

sinx

x
dx+

∫
γε

eiz

z
dz + i

+∞∫
ε

sinx

x
dx = 0,

γε è la semicirconferenza centrata in 0 di raggio ε e la somma degli integrali è nulla
perché eiz/z è olomorfa all’interno del circuito. Calcoliamo il limite per ε → 0,
utilizzando il Lemma di Jordan, osservando che b = 1, ϑ1 = π,ϑ2 = 0, e ottenendo
cos̀ı:

+∞∫
−∞

sinx

x
dx = π.
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12.3. Applicazioni al calcolo di integrali indefiniti

Applicazione 12.22. Sia Q(x, y) = g(x,y)
h(x,y)

una funzione razionale tale che h(x, y)

non si annulla nei punti della circonferenza unitaria x2 + y2 = 1, e sia

f(z) =

Q

(
1

2

(
z +

1

z

)
,

1

2i

(
z − 1

z

))
iz

.

Allora
2π∫

0

Q(cosϑ, sinϑ)dϑ = 2πi
∑
zi

Reszi(f),

ove gli zi sono i poli di f all’interno della circonferenza unitaria.
Infatti, osservando che

f(eiϑ) =
Q(cosϑ, sinϑ)

ieiϑ

segue immediatamente che

∫
γ

f(z)dz =

2π∫
0

Q(cosϑ, sinϑ)dϑ.

Esercizio 12.23. Calcolare il seguente integrale:

2π∫
0

dϑ

3− cosϑ
.

La funzione integranda è del tipo sopra descritto, con Q(x, y) = 1
3−x ; consideriamo

perciò la funzione

f(z) =
1

3− 1

2

(
z +

1

z

) 1

iz
=

2z

6z − z2 − 1

1

iz
=

2i

z2 − 6z + 1
.

Il denominatore di f si annulla in z1,2 = 3∓ 2
√

2; solo il punto z1 = 3−2
√

2 giace
all’interno della circonferenza di raggio unitario, ed è un polo semplice per f . Per
calcolare il residuo in tale punto, utilizzando il Lemma 12.11 calcoliamo la derivata
di g = 1/f e valutiamola in tale punto.

g′(z) =
2z − 6

2i
g′(z1) =

−4
√

2

2i
= −2

√
2

i
.

Avremo perciò

Resz1(f) =
1

g′(z1)
= − i

2
√

2
,

e quindi
2π∫

0

dϑ

3− cosϑ
dϑ = 2πi

(
− i

2
√

2

)
=

π√
2
.
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12. Residui

12.4 applicazioni al calcolo di somme di serie

Vogliamo ora mostrare come sia possibile utilizzare il Teorema dei Residui per
calcolare la somma di serie numeriche del tipo

+∞∑
n=−∞

an

L’idea è la seguente: supponiamo che f sia una funzione olomorfa su C, salvo
per singolarità isolate, e tale che f(n) = an per ogni intero n; sia t la funzione

t(z) :=
π

tan(πz)
;

tale funzione è olomorfa su C\Z, con poli semplici negli interi, e i suoi residui nei
punti di Z valgono 1 (verificare!). Allora la somma dei residui di f(z)t(z) negli
interi è esattamente la somma della serie; con ulteriori ipotesi su f è possibile
utilizzare il Teorema dei Residui per calcolare tale somma.

Teorema 12.24. Sia r(z) una funzione razionale senza poli nei numeri interi tale che

|r(z)| ≤ K

|z|1+a
se |z| → +∞.

per qualche K, a > 0. Allora

+∞∑
n=−∞

r(n) = −
∑

Res(r(z)t(z))

dove la somma a secondo membro è fatta sui poli di r.

Dimostrazione. Per ogni intero m > 1 si consideri il circuito quadrato Γm,
centrato nell’origine e di lato 2m+ 1.
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12.4. Applicazioni al calcolo di somme di serie

Sia m >> 0 tale che tutti i poli di r siano contenuti in Γm. Osserviamo che, per n
intero, poiché r è olomorfa e t ha un polo semplice con residuo +1, per il Lemma
12.8 si ha Resn(r(z)t(z)) = r(n). Allora, per il Teorema dei Residui si ha

1

2πi

∫
Γm

r(z)t(z)dz =
m∑

n=−m

r(n) +
∑

Res(r(z)t(z)),

dove l’ultima somma è sui poli di r. Per mostrare la tesi è quindi sufficiente
mostrare che

∫
Γm
r(z)t(z) → 0 per m → +∞. Con semplici passaggi algebrici

possiamo scrivere

t(z) = iπ
1 + e−2πiz

1− e−2πiz
= iπ

e2πiz + 1

e2πiz − 1
.

Sul lato verticale γ1
m del quadrato z = m+ 1

2
+ iy, utilizzando la seconda espres-

sione troviamo che

|t(z)| = π

∣∣∣∣1− e−2πy

1 + e−2πy

∣∣∣∣ = π tanh(πy) < π.

La stessa stima può essere ottenuta sul lato verticale γ3
m utilizzando la prima

espressione per t(z).

Sul lato orizzontale γ2
m del quadrato z = x + i(m + 1

2
), e quindi |e−2πiz| =

|e−2πix||eπ(2m+1)| = eπ(2m+1), pertanto, su γ2
m, utilizzando la prima espressione

di t(z) otteniamo

|t(z)| ≤ π
eπ(2m+1) + 1

eπ(2m+1) − 1
= π coth(πm+ π/2) < π coth

(π
2

)
< 2π

Analoga stima si ottiene sul lato γ4
m. Possiamo quindi concludere che∫

Γm

r(z)t(z)dz ≤ 2π
4K(2m+ 1)

ma+1
,

e il secondo membro tende a zero per m→ +∞.

Esercizio 12.25. Sia a reale positivo. Calcolare la somma della serie

+∞∑
n=1

1

n2 + a2
.

Sia r(z) = 1/(z2 + a2); i poli di r sono nei punti ∓ia; utilizzando il Lemma 12.8
si calcolano

Resia(r(z)t(z)) = Res−ia(r(z)t(z)) = − π

2a
(cothπa).
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12. Residui

Poiché r(−n) = r(n) per la 12.24 abbiamo che

1

a2
+ 2

+∞∑
n=1

1

n2 + a2
=
π

a
(cothπa),

e quindi
+∞∑
n=1

1

n2 + a2
=

π

2a
(cothπa)− 1

2a2
.

Esercizio 12.26. Calcolare la somma della serie

+∞∑
n=1

1

n2
.

La funzione r(z) = 1/z2 non soddisfa le ipotesi di 12.24, perché ha un polo doppio
nell’origine. Possiamo comunque considerare il circuito Γm, come nella dimostra-
zione di 12.24, e l’integrale su di esso di r(z)t(z) va ancora a zero per m → ∞.
Per il Teorema dei Residui

1

2πi

∫
Γm

r(z)t(z) = 2
m∑
n=1

r(n) + Res0(r(z)t(z)).

Dobbiamo quindi calcolare Res0(r(z)t(z)); la funzione r(z)t(z) ha un polo di ordine
tre nell’origine. utilizziamo il Lemma 12.13 per calcolarne il residuo

Res0(r(z)t(z)) =
1

2
lim
z→0

[
πz

tan(πz)

](2)

.

Calcolando la derivata seconda

[
πz

tan(πz)

](2)

= 2π2 πz cos (πz)− sin (πz)

sin3 (πz)
= 2π2

πz − (πz)3

2
− πz +

(πz)3

6
+ o(z3)

(πz)3 + o(z3)
,

troviamo che

Res0(r(z)t(z)) = −π
2

3
,

e quindi possiamo concludere che

+∞∑
n=1

1

n2
=
π2

6
.
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Capitolo 13

Zeri di funzioni olomorfe (e meromorfe)

13.1 principio d’identità

Teorema 13.1. Sia Ω ⊂ C un aperto connesso, f ∈ O(Ω) non identicamente nulla e
Z(f) = {a ∈ Ω | f(a) = 0} l’insieme degli zeri di f . Allora Z(f) non ha punti di
accumulazione in Ω.

Dimostrazione. Sia z0 ∈ Z(f) uno zero di ordine m e sia δ > 0 tale che Bz0(δ) ⊂
Ω; in Bz0(δ) possiamo sviluppare f come serie di potenze centrata in z0:

f(z) =
+∞∑
n=1

an(z − z0)n;

La funzione

g(z) =


f(z)

(z − z0)m
z 6= z0

am z = z0

è olomorfa in Ω, e non è nulla in z = z0; pertanto non è nulla in un intorno di z0,
e quindi z0 è uno zero isolato di f . In particolare ciò mostra che, se z0 è uno zero
non isolato per f , allora f dev’essere identicamente nulla in un intorno di z0.
Sia A ⊂ Ω l’insieme dei punti di accumulazione di Z(f) in Ω; per la continuità
di f , chiaramente si ha A ⊂ Z(f). Un punto di A è uno zero non isolato di
f , quindi, se z0 ∈ A, allora f è identicamente nulla in un intorno di z0. In
particolare A è un insieme aperto.
Essendo un insieme di punti di accumulazione è immediato verificare che A è
anche chiuso; pertanto se A fosse non vuoto, coinciderebbe con Ω e f sarebbe
identicamente nulla, contro le ipotesi fatte.

Corollario 13.2 (Principio d’identità). Sia Ω ⊂ C un aperto connesso, e siano f, g ∈
O(Ω). Se esiste S ⊂ Ω tale che f |S = g|S e S ha un punto di accumulazione in Ω, allora
f ≡ g in Ω.

Corollario 13.3. Se Ω è connesso e f ∈ O(Ω), allora 1/f ∈M(Ω).

Definizione 13.4. Sia Ω ⊂ C un aperto e f ∈M(Ω); sia z0 in Ω, e sia
∑
an(z−z0)n

la serie di Laurent di f centrata in z0; sia am il primo coefficiente non nullo di
tale serie. Allora si dice che l’ordine di f in z0 è m.
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13. Zeri di funzioni olomorfe (e meromorfe)

13.2 principio dell’argomento

Teorema 13.5 (Principio dell’argomento). Sia Ω ⊂ C aperto e γ una catena in Ω tale
che γ ∼Ω 0; sia f ∈M(Ω) con un numero finito di zeri e di poli in Ω, nessuno dei quali
appartenga a supp(γ). Allora∫

γ

f ′(z)

f(z)
dz = 2πi

∑
Indγ(zi) ordzi(f),

ove la somma è sui poli e gli zeri di f .

Dimostrazione. Siano z1, . . . , zn i punti in cui f ha uno zero o un polo. Siano
γi circonferenze bordo di dischi Di centrati in zi, la cui chiusura è contenuta
in Ω e a due a due disgiunti, sia mi = Indγ(zi) e Ω′ = Ω \ {z1, . . . , zn}. Per
la Proposizione 10.3 abbiamo che γ ∼Ω′

∑n
i=1miγi, quindi per il Teorema di

Cauchy (10.5), essendo f ′/f ∈ O(Ω′) abbiamo che∫
γ

f ′(z)

f(z)
dz =

n∑
i=1

mi

∫
γi

f ′(z)

f(z)
dz.

Basta dunque mostrare che

ordzi(f) =
1

2πi

∫
γi

f ′(z)

f(z)
dz = Reszi

(
f ′

f

)
,

dove la seconda uguaglianza segue dal Teorema dei Residui.
Scriviamo f in serie di Laurent in un intorno di zi, e denotiamo con m il suo
ordine in tale punto.

f(z) = am(z − zi)m
(

1 +
+∞∑
n=1

am+n(z − zi)n
)

= am(z − zi)m(1 + g(z)),

con g olomorfa in un intorno di zi e tale che g(zi) = 0. Osserviamo che, se ϕ e ψ
sono due funzioni, dalla regola di Leibniz segue che

(ϕψ)′

ϕψ
=
ϕ′

ϕ
+
ψ′

ψ
;

Scrivendo f come ϕψ, con ϕ = am(z − zi)m e ψ = (1 + g(z)), otteniamo che

f ′(z)

f(z)
=

m

z − zi
+

g′(z)

1 + g(z)
.

Poiché il secondo addendo è olomorfo in zi segue che Reszi(f) = m.
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13.3. Teorema di Rouché

Corollario 13.6. Sia Ω ⊂ C un aperto, sia γ una circonferenza in Ω, e sia f ∈ M(Ω)
che non ha zeri o poli sul supporto di γ. Allora

1

2πi

∫
γ

f ′(z)

f(z)
dz = N0 −N∞,

ove N0 e N∞ sono rispettivamente il numero di zeri ed il numero di poli di f all’interno
di γ, contati con i loro ordini.

13.3 teorema di rouché

Definizione 13.7. Sia γ una curva chiusa semplice (cioè senza autointersezioni);
si dice che γ ha un interno se, per ogni z 6∈ supp(γ) si ha Indz(γ) = 0, 1. L’interno
di γ è costituito dai punti che hanno indice uno rispetto a γ.

Teorema 13.8 (Rouché). Sia Ω ⊂ C un aperto, siano f, g ∈ O(Ω) e sia γ una curva
chiusa semplice, omologa a zero in Ω e che ha un interno. Se |f(z) − g(z)| < |f(z)| in
tutti i punti di γ allora f e g hanno lo stesso numero di zeri nell’interno di γ.

Dimostrazione. Poniamo F (z) = g(z)/f(z); da∣∣∣∣f(z)− g(z)

f(z)

∣∣∣∣ < 1 otteniamo |F (z)− 1| < 1.

Pertanto F ◦ γ : [a, b]→ C è una curva contenuta nel cerchio di centro 1 e di rag-
gio 1; in particolare l’origine è contenuta nella regione illimitata di C\supp(F ◦γ),
e perciò Ind0(F ◦ γ) = 0 . Quindi

0 =

∫
F◦γ

1

z
dz =

b∫
a

F ′(γ(t))γ′(t)

F (γ(t))
dt =

∫
γ

F ′(z)

F (z)
dz.

D’altra parte, per il Corollario 13.6, ricordando che f e g sono olomorfe in Ω, si
ha che

2πi(N0(g)−N0(f)) =

∫
γ

g′(z)

g(z)
dz −

∫
γ

f ′(z)

f(z)
dz =

∫
γ

F ′(z)

F (z)
dz,

da cui la tesi.

Esempio 13.9. Quanti zeri ha il polinomio p(z) = z87 + 36z57 + 71z4 + z3 − z + 1
all’interno del cerchio centrato nell’origine di raggio uno?
Sia f(z) = 71z4; sulla circonferenza di raggio uno si ha che |f(z) − p(z)| ≤
1 + 36 + 1 + 1 + 1 = 40 < 71 = |f(z)|, quindi, applicando il Teorema, p(z) e
71z4 hanno lo stesso numero di zeri (quattro) all’interno del cerchio.
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13. Zeri di funzioni olomorfe (e meromorfe)

13.4 comportamento locale e applicazioni

Teorema 13.10. Sia Ω ⊂ C un aperto, f ∈ O(Ω) e z0 ∈ Ω, tale che ordz0(f) = m > 0.
Allora, dato 0 < ε << 1 esiste δ > 0 tale che ∀w0 ∈ B0(δ) l’equazione f(z) = w0 ha m
soluzioni in Bz0(ε).

Dimostrazione1. Scegliamo ε in modo tale che nel disco chiuso centrato in z0 e
di raggio ε non ci siano zeri di f diversi da z0 e che B0(ε) ⊂ Ω. Sia γ il bordo di
tale disco e sia δ = minγ |f(z)|.
Dato w0 ∈ B0(δ) sia g(z) = f(z) − w0; chiaramente g ∈ O(Ω); inoltre sulla
circonferenza γ è verificata la disuguaglianza |f(z) − g(z)| = |w0| < δ ≤ |f(z)|.
Quindi per il teorema di Rouché f e g hanno lo stesso numero di zeri all’interno
di γ, cioè l’equazione f(z) = w0 ha m soluzioni in Bz0(ε).

Corollario 13.11. Sia f olomorfa in un intorno di z0, sia f(z0) = α e ordz0(f(z)−α) =
m. Allora, per ogni 0 < ε << 1 esiste δ tale che per ogni w0 ∈ Bα(δ) l’equazione
f(z) = w0 ha m soluzioni in B0(ε).

Dimostrazione. Basta applicare il Teorema 13.10 alla funzione f(z)− α.

Corollario 13.12. Sia f olomorfa in un intorno di z0, e con un polo di ordine m in
z0. Allora, per ogni 0 < ε << 1 esiste δ tale che per ogni w0 6∈ B0(1/δ) l’equazione
f(z) = w0 ha m soluzioni in B0(ε).

Dimostrazione. Basta applicare il Teorema 13.10 alla funzione 1/f(z).

Teorema della mappa aperta

Corollario 13.13. Sia f : Ω → C una funzione olomorfa in Ω. Allora f è un’applica-
zione aperta.

Dimostrazione. Sia α ∈ f(Ω) e sia z0 ∈ Ω tale che f(z0) = α; Scegliamo ε in
modo tale che nel disco chiuso centrato in z0 e di raggio ε non ci siano zeri di
f(z)− α diversi da z0 e che B0(ε) ⊂ Ω. Allora per il Corollario 13.11 esiste δ tale
che, se w ∈ Bα(δ) allora w ∈ f(Ω), cioè α è un punto interno di f(Ω).

Principio del Massimo

Corollario 13.14. Sia Ω ⊂ C un aperto connesso, e f ∈ O(Ω) non costante. Allora |f |
non ha massimo in Ω.

Dimostrazione. Sia z0 ∈ Ω; se esiste un intorno di z0 in cui f è costante, allo-
ra f è costante in Ω per il principio di identità. Altrimenti, detto w0 = f(z0),
per il Corollario 13.13 esiste un intorno di w0 contenuto in f(Ω); in tale intorno
chiaramente esistono punti il cui modulo è maggiore di |w0|.

1Suggerita da Luca Tamanini
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Capitolo 14

Complementi

14.1 prolungamento analitico

Definizione 14.1. Un elemento analitico di centro z0 e raggio r è una coppia (f, U)
con U disco aperto di C centrato in z0 e f(z) =

∑∞
0 an(z − z0)n è una serie di

potenze di centro z0 convergente in U .

Sia (f0, U0) un elemento analitico; si prenda un punto z1 ∈ U0 e si consideri lo
sviluppo della funzione olomorfa definita da f0 in z1; si ottiene cosı̀ un nuovo
elemento analitico (f1, U1); chiaramente si ha f0|U0∩U1

= f1|U0∩U1
.

In U0 ∪ U1 è ben definita una funzione olomorfa ϕ(z) tale che ϕ|Ui = fi.

Il cerchio di convergenza U1 può sia contenere punti che non stanno in U0 sia
essere contenuto in U0. Vediamo due esempi

Esempi 14.2. 1. Sia U0 il cerchio centrato nell’origine e di raggio uno, e sia
f0(z) =

∑∞
0 zn; si tratta dello sviluppo in 0 della funzione f(z) = 1

1−z .
Preso un punto di C diverso da 1 lo sviluppo di f in tale punto ha un
disco di convergenza il cui raggio è pari alla sua distanza dal punto 1. In
particolare prendendo il punto z1 = i/2, contenuto in U0 si ottiene come
disco di convergenza U1 il disco centrato in i/2 di raggio

√
5

2
, che contiene

punti che non stanno in U0.

2. Sia U0 il cerchio centrato nell’origine e di raggio uno, e sia f0(z) =
∑∞

0 zn!.
Ogni elemento dedotto da (f0, U0) ha cerchio di convergenza U1 contenuto
in U0. Per mostrarlo, si consideri l’insieme

E = {e2πip/q | p, q interi e primi fra loro}.
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Tale insieme è denso nella circonferenza di raggio unitario. Sia z = ρe2πi p
q ,

con ρ < 1; per tale punto si ha

f0(z) =
+∞∑
n=0

ρn!e2πi p
q
n! =

q−1∑
n=0

ρn!e2πi p
q
n! +

+∞∑
n=q

ρn!.

Per ρ→ 1 il secondo termine diverge. Infatti, dati ε > 0 e m >> 0, scelto ρ
tale che ρ(m+q)! > 1− ε (e quindi tale che per n ≤ m+ q sia ρn! > 1− ε) si ha

+∞∑
q

ρn! >

m+q∑
q

ρn! > (1− ε)m.

Sulla circonferenza di raggio unitario esiste quindi un insieme densoE tale
che |f0(z)| → +∞ se z tende a un punto di E. Pertanto l’elemento analitico
(f0, U0) non può essere esteso al di fuori dal cerchio centrato nell’origine
di raggio unitario.

Definizione 14.3. Diremo che un elemento analitico (f1, U1) è un prolungamento
analitico diretto di (f0, U0) se U0 ∩ U1 6= ∅ e f0|U0∩U1

= f1|U0∩U1
.

Ripetendo il procedimento un numero finito di volte si costruisce una cate-
na di elementi analitici (f0, U0), (f1, U1), . . . , (fm, Um), ognuno prolungamento
analitico diretto del precedente. Più in generale, possiamo dare la seguente

Definizione 14.4. Dati due elementi analitici (f0, U0), . . . , (fm, Um) diremo che
l’elemento (fm, Um) si ottiene per prolungamento analitico da (f0, U0) se esistono
elementi analitici (f1, U1), . . . , (fm−1, Um−1) tali che, per ogni i = 0, . . .m − 1 si
abbia

• Ui ∩ Ui+1 6= ∅

• fi|Ui ≡ fi+1|Ui+1

Si può mostrare che il prolungamento analitico definisce una relazione di equi-
valenza tra elementi analitici.

Nel caso m ≥ 2 non è detto che esista una funzione olomorfa ϕ(z) in ∪Ui tale
che ϕ|Ui = fi, come mostra il seguente esempio

Esempio 14.5. SiaU0 il disco centrato nell’origine di raggio uno e f0 =
∑∞

0

( 1
2
n

)
zn.

Si tratta dello sviluppo nell’origine di una delle possibili funzioni associate a√
z + 1; operando il prolungamento analitico con una catena di elementi analitici

che circonda il punto−1 si torna al punto di partenza con l’altra determinazione,
fm = −

∑∞
0

( 1
2
n

)
zn.
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Definizione 14.6. Un elemento analitico (fm, Um) si dice ottenuto per prolun-
gamento analitico di (f0, U0) lungo un cammino α : I → C se (fm, Um) è un
prolungamento analitico di (f0, U0) ed esistono numeri reali 0 = t0 < t1 < · · · <
tm < tm+1 = 1 tali che α([ti, ti+1]) ⊂ Ui.

Osservazione 14.7. Se l’elemento analitico (fm, Um) è prolungamento analitico di
(f0, U0) esiste sempre un cammino α : I → C tale che (fm, Um) è ottenuto per pro-
lungamento analitico di (f0, U0) lungo il cammino α. Basta infatti considerare la
spezzata che unisce i centri degli elementi analitici della catena, opportunamen-
te parametrizzata.

Definizione 14.8. Una funzione analitica F è una classe di equivalenza di ele-
menti analitici rispetto alla relazione di prolungamento analitico. L’insieme di
definizione di F , indicato con E(F ), è l’insieme dei centri di convergenza de-
gli elementi analitici di F . Indicheremo, con abuso di linguaggio, ancora con F
l’applicazione F : E(F ) −→ P(C) che associa ad un punto z ∈ E(F ) l’insieme
dei valori in z degli elementi analitici di F .

Lemma 14.9. Sia F una funzione analitica. Allora il suo insieme di definizione E(F ) è
aperto e connesso.

Dimostrazione. Se z0 ∈ E(F ), allora esiste (f0, U0) elemento analitico di F cen-
trato in z0; per ogni z in U0 lo sviluppo di f in z definisce un elemento analitico
di F di centro z.
L’unione dei dischi di una catena è un insieme connesso, in quanto ogni disco è
connesso e ha intersezione non vuota con il successivo. E(F ) può essere descrit-
to come l’insieme dei punti di C che stanno in una catena che parte da (f0, U0);
si tratta perciò di unione di connessi a intersezione non vuota, e quindi di un
connesso.

Lemma 14.10. Sia F una funzione analitica e z0 ∈ E(F ); allora F (z0) è al più nume-
rabile.

Dimostrazione. Segue dal fatto che, per la loro densità, è possibile utilizza-
re solo dischi di centro complesso razionale e raggio razionale per effettuare il
prolungamento analitico.
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Definizione 14.11. Sia F una funzione analitica. Un cammino γ : I → C di
punto iniziale z0 e punto finale z si dice critico per F se per ogni t < 1 è possibile
prolungare un elemento analitico (f0, U0) di F lungo γ|[0,t], ma non è possibile
prolungare (f0, U0) lungo γ. Se esiste un tale cammino con γ(I) ⊂ Ω ⊆ E(F ),
allora z si dice critico per F in Ω.

Esempio 14.12. Per la funzione analitica definita da
∑∞

0 zn ogni cammino che
congiunge 0 a 1 è critico, mentre per la funzione analitica definita da

∞∑
n=1

(
1
2

n

)
zn−1,

che, nel cerchio di convergenza, ha some somma

(1 + z)1/2 − 1

z

un cappio di punto base 0 in C \ {−1} contraibile in C \ {−1} non è critico,
mentre un cappio di punto base 0 la cui classe di equivalenza sia un generatore
di π(C \ {−1}) è critico.

Sia F una funzione analitica e Ω un aperto connesso contenuto in E(F ) tali che
in Ω non ci sono cammini critici per F ; sia z0 ∈ Ω e α un cappio in Ω di punto
base z0. Definiamo Sα : F (z0)→ F (z0) associando al valore in z0 di un elemento
(f0, U0) di centro z0 il valore di (fm, Um), ottenuto da (f0, U0) per prolungamento
analitico lungo α.

Proposizione 14.13. La corrispondenza sopra definita induce un omomorfismo di grup-
pi, detto omomorfismo di monodromia, Mz0 : π(Ω, z0)→ Sost(F (z0)).

Teorema 14.14. Sia F una funzione analitica e Ω aperto connesso contenuto in E(F )
tali che

1. In Ω non ci sono cammini critici per F ;

2. Esiste z0 ∈ Ω tale che Mz0 è l’omomorfismo banale.

Allora, scelto un elemento analitico (f0, U0) di F con centro in Ω, esiste una funzione
f̃ ∈ O(Ω) tale che f̃ |U0 = f0. In questo caso si dice che la funzione F è monodroma in
Ω, e che f̃ è una determinazione di F .

Corollario 14.15. Sia F una funzione analitica e Ω aperto connesso e semplicemente
connesso contenuto in E(F ) tali che in Ω non ci sono cammini critici per F ; allora,
scelto un elemento analitico (f0, U0) di F di centro z0 ∈ Ω, esiste una funzione f̃ ∈
O(Ω) tale che f̃ |U0 = f0.
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Esempio 14.16. Si consideri la funzione analitica f(z) = (1− z2)1/2 in C \ [−1, 1].
Consideriamo il punto 2, e la circonferenza γ di centro nell’origine e raggio 2.
Indichiamo con ρ1 e ϑ1 modulo e argomento di z − 1 e con ρ2 e ϑ2 modulo e
argomento di z + 1 e scriviamo

G(z) = e
1
2

(log(1−z2)) = e
1
2

(log(ρ1ρ2ei(ϑ1+ϑ2+π)) =
√
ρ1ρ2e

i
2

(ϑ1+ϑ2+π+2kπ).

I valori di G in 2, che corrisponde a ϑ1 = ϑ2 = 0 sono ∓i
√

3. Consideriamo il
primo di essi, w1 = −i

√
3 =

√
3e

3
2
πi, che corrisponde a k dispari. Dopo aver

percorso γ in senso antiorario una volta ϑ1 e ϑ2 valgono 2π, e quindi G ha lo
stesso valore che all’inizio. Lo stesso accade partendo dal valore w2.
Il gruppo π(C \ [−1, 1], 2) è isomorfo a Z e generato dalla classe di γ, pertanto
l’omomorfismo M2 : π(C \ [−1, 1], 2) → Sost(G(2)) è banale, quindi G è mo-
nodroma in C \ [−1, 1] e dà origine a due distinte funzioni olomorfe: g1, che
corrisponde a scegliere k dispari e g2, che corrisponde a scegliere k pari.

Esercizio 14.17. Calcolare il seguente integrale

I :=

+∞∫
0

x−a

1 + x
dx,

con a ∈ (0, 1). Consideriamo il circuito Γ in figura, costituito da due archi di
circonferenza ΓR di raggio R >> 0 e Γρ di raggio ρ << 1 e dai due segmenti L+, L−

che formano con l’asse delle ascisse angoli ϕ e 2π−ϕ. Scegliamo la determinazione
del logaritmo complesso definita in C meno la semiretta delle ascisse non negative.
Quindi

log z = ln |z|+ i arg(z) con arg(z) ∈ (0, 2π).

+

R

1

L

L
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Sia

f(z) =
z−a

1 + z
=
e−a log z

1 + z
=
e−a(ln |z|+i arg(z))

1 + z
.

La funzione f(z) è olomorfa nell’interno del circuito, salvo per un polo semplice
nel punto −1; il residuo di f(z) in tale punto si calcola facilmente utilizzando il
Lemma 12.8 ed è pari a e−iπa. Per il Teorema dei Residui abbiamo dunque∫

Γ

f(z)dz = 2πie−iπa. (14.18)

Parametrizzando il segmento L+ come z = xeiϕ, con x ∈ [ρ,R] e il segmento −L−
come z = xei(2π−ϕ) con x ∈ [ρ,R] possiamo scrivere

∫
Γ

f(z)dz =

∫
ΓR

f(z)dz−
R∫
ρ

e−a lnx−ia(2π−ϕ)

1 + xei(2π−ϕ)
ei(2π−ϕ)dx−

∫
Γρ

f(z)dz+

R∫
ρ

e−a lnx−iaϕ

1 + xeiϕ
eiϕdx

Per R→∞ l’integrale su ΓR tende a zero, in quanto∣∣∣∣∣∣
∫
ΓR

f(z)dz

∣∣∣∣∣∣ ≤ 2R−a

R
2(π − ϕ)R =

4(π − ϕ)

Ra
.

Per ρ→ 0 l’integrale su Γρ tende a zero, in quanto∣∣∣∣∣∣∣
∫
Γρ

f(z)dz

∣∣∣∣∣∣∣ ≤
ρ−a

1− ρ
2(π − ϕ)ρ =

ρ1−a

1− ρ
2(π − ϕ).

Pertanto, facendo tendere R→∞, ρ→ 0 e ϕ→ 0 otteniamo

∫
Γ

f(z)dz = −
R∫
ρ

e−a lnx−2πia

1 + x
dx +

R∫
ρ

e−a lnx

1 + x
dx = I(−e−2πia + 1),

e quindi dalla (14.18) otteniamo

I =
2πie−iπa

1− e−2πia
=

2πi

eπia − e−πia
=

π

sin(πa)
.

Esercizio 14.19. Calcolare il seguente integrale

I :=

1∫
−1

√
1− x2

1 + x2
dx.

Consideriamo la funzione analitica F (z) =

√
1− z2

1 + z2
=

G(z)

1 + z2
; nella regione in

figura tale funzione è monodroma, e ha due determinazioni, g1 e g2.
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1

+

R

L

L

i

i

1

Siamo interessati alla determinazione di G tale che, all’approssimarsi di L+ al-
l’intervallo [−1, 1] tenda al valore positivo di

√
1− x2; l’approssimarsi suddetto

corrisponde al tendere di ϑ1 + ϑ2 a π, e quindi si ottiene per k dispari; possiamo
scegliere k = −1, ottenendo

g1(z) =
√
ρ1ρ2e

i
2

(ϑ1+ϑ2−π)

Calcoliamo i residui di f(z) = g1(z)/(1 + z2) nei punti ±i, che sono poli semplici;

Nel punto i il residuo è dato dal valore della funzione g1(z)/(z + i), che è
√

2
2i

.
Spostandosi da i a −i con un cammino contenuto nella regione, la somma ϑ1 + ϑ2

aumenta di 2π, quindi il valore di g1(z) in −i è −
√

2 e il residuo, calcolato in modo

analogo è
√

2
2i

.

Sia Mj il massimo di |f(z)| sulla circonferenza γj, centrata in ∓1 e di raggio ε.
Allora ∣∣∣∣∣∣

∫
γi

f(z)dz

∣∣∣∣∣∣ ≤M2πε→ 0

Abbiamo scelto g1(z) in modo che, al tendere di L+ a [−1, 1] la funzione f(z) tenda
a f(x). Cosa succede invece al tendere di L− a [−1, 1]? Passando da sopra a sotto
rimanendo nella regione, la somma ϑ1 +ϑ2 si incrementa di 2π, quindi f(z) tende
a −f(x); ossevando che L− è percorso in verso opposto troviamo che il limite per
ε→ 0 dell’integrale sul circuito interno è uguale a due volte l’integrale I.

Per il Teorema dei residui avremo dunque∫
ΓR

f(z)dz + 2I = 2πi

(√
2

2i
+

√
2

2i

)
= 2π

√
2

Dobbiamo quindi calcolare
∫

ΓR
f(z)dz; osserviamo che tale integrale è uguale a

−2πiRes∞(f(z))
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Ricordando che, se f ha uno zero semplice all’infinito allora il suo residuo all’infi-
nito è uguale a limz→∞−zf(z). osserviamo che, per ρ = |z| → ∞ si ha ρ1, ρ2 →∞
e ϑ1, ϑ2 → ϑ, e quindi

lim
z→∞
−zf(z) = lim

ρ→∞
−ρeiϑ ρe

i
2

(2ϑ−π)

ρ2ei2ϑ + 1
= lim

ρ→∞
−eiϑ −ie

iϑ

e2iϑ + 1
ρ2

= i,

e dunque
∫

ΓR
f(z)dz = 2π. Possiamo dunque concludere che

I = π + π
√

2 = π(
√

2− 1)

14.2 superfici di riemann - cenni introduttivi

Definizione 14.20. Sia X una superficie topologica; una carta locale complessa
per X è un omeomorfismo zα : Uα → D, con Uα aperto di X e D ⊂ C disco
aperto. L’aperto Uα è detto dominio della carta locale. La carta locale si dice
centrata in p ∈ X se zα(p) = 0.

Definizione 14.21. Due carte locali (Uα, zα) e (Uβ, zβ) si dicono compatibili se
Uα ∩ Uβ = ∅ oppure se

zβα := zβ ◦ z−1
α : zα(Uα ∩ Uβ)→ zβ(Uα ∩ Uβ)

è una funzione olomorfa.

Definizione 14.22. Dato una superficie topologica X , un atlante complesso per X
è una collezione di carte locali {(Uα, zα)}α∈A a due a due compatibili tale che
X =

⋃
α∈A Uα.

Definizione 14.23. Due atlanti complessi si dicono equivalenti se la loro unione
è ancora un atlante complesso. Una classe di equivalenza di atlanti complessi
è detta struttura complessa su X . L’unione di tutti gli atlanti di una struttura
complessa è ancora un atlante, detto atlante universale.

Definizione 14.24. Una superficie di Riemann è una superficie topologica dotata
di una struttura complessa.

Osservazione 14.25. Si può dimostrare che la condizione di compatibilità delle
carte implica che, se X è una superficie compatta, allora X è omeomorfa a una
superficie Tg.

La sfera di Riemann C∞

Consideriamo la sfera S2 ⊂ R3, con coordinate (x, y, t) e definiamo Uα = S2 \
{N = (0, 0, 1)} e Uβ = S2 \ {S = (0, 0,−1)}; identifichiamo il piano t = 0 con C e
consideriamo la proiezione stereografica da N
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zα : Uα → C : (x, y, t)→
(

x

1− t
+ i

y

1− t

)
e la proiezione stereografica da S seguita dalla coniugazione

zβ : Uβ → C : (x, y, t)→
(

x

1 + t
− i y

1 + t

)
zα è continua e la sua inversa (continua) è

z−1
α : C→ Uα : z →

(
2<e z
|z|2 + 1

,
2=mz

|z|2 + 1
,
|z|2 − 1

|z|2 + 1

)
e analogamente

z−1
β : C→ Uβ : w →

(
2<ew
|w|2 + 1

,− 2=mw

|w|2 + 1
,
1− |w|2

|w|2 + 1

)
La composizione zβ ◦ z−1

α : zα(Uα ∩ Uβ) = C∗ → zβ(Uα ∩ Uβ) = C∗ è dunque
uguale a

w = zβ ◦ z−1
α (z) =

<e z
|z|2
− i=mz

|z|2
=

1

z
,

che è olomorfa in C∗ := C \ {0}.
La sfera con la struttura complessa individuata dall’atlante appena descritto è
detta sfera di Riemann e indicata con C∞.

La retta proiettiva complessa CP1

La retta proiettiva complessa CP1 è definita come il quoziente di C2 \ {(0, 0)}
rispetto alla relazione di equivalenza che identifica due vettori non nulli di C2

che differiscono per uno scalare complesso. Un punto di CP1 è individuato da
coordinate omogenee [z0 : z1]. Consideriamo gli aperti

Ui = {p ∈ CP1 | zi(p) 6= 0}
e gli omeomorfismi ϕi : Ui → C definiti come ϕ0(p) = z1/z0 e ϕ1(p) = z0/z1.
E’ semplice mostrare che le funzioni di transizione sono definite su C∗ e hanno
espressione locale w = 1/z, e sono quindi olomorfe.

Tori complessi

Siano ω1, ω2 due numeri complessi linearmente indipendenti su R, e sia

Λ = {mω1 + nω2 |m,n ∈ Z};

Il quozienteX = C/Λ è una superficie di Riemann, che è omeomorfa ad un toro.
Per mostrarlo si costruisce un atlante come nell’esempio 1.8 d). Le funzioni di
transizione sono traslazioni, e sono quindi olomorfe.
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Definizione 14.26. Sia X una superficie di Riemann e p ∈ X un suo punto, U un
intorno di p e f : U → C una funzione; f si dice olomorfa in p se, presa una carta
locale (Uα, zα) il cui dominio contiene p, la funzione fα = f ◦z−1

α : zα(Uα∩U)→ C
è olomorfa in zα(p). Tale funzione si dice espressione locale di f nella carta (Uα, zα).

f

z
f

Osservazione 14.27. La definizione è ben posta: se (Uβ, zβ) è un’altra carta locale
il cui dominio contiene p, allora fβ = f ◦ z−1

β = f ◦ z−1
α ◦ zα ◦ z−1

β = fα ◦ zαβ è
olomorfa in quanto composizione di funzioni olomorfe.

Definizione 14.28. Analogamente f si dice meromorfa in p se una sua espressione
locale fα ha un polo in p.

Osserviamo che il Teorema 13.1 vale anche per un aperto connesso di una su-
perficie di Riemann (con la stessa dimostrazione), e quindi vale anche il

Corollario 14.29 (Principio d’identità). Sia X una superficie di Riemann, sia Ω ⊂ X
un aperto connesso, e siano f, g ∈ O(Ω). Se esiste S ⊂ Ω tale che f |S = g|S e S ha un
punto di accumulazione in Ω, allora f ≡ g in Ω.

Teorema 14.30. Sia X una superficie di Riemann compatta, e f ∈ O(X); allora f è
costante.

Dimostrazione. Poiché X è compatta, |f | ha massimo su X ; sia M tale mas-
simo, e sia p un punto dove tale massimo è assunto. Sia U un intorno aperto
e connesso di p, contenuto nel dominio di una carta locale; per il Principio del
Massimo (13.14) f deve essere costante su U . Allora, per il principio d’identità,
f è costante su X .

Definizione 14.31. SeX e Y sono due superfici di Riemann un’applicazione con-
tinua F : X → Y si dice olomorfa in p ∈ X se, date due carte locali (Uα, zα)
e (Va, wa) che contengono p ed F (p), l’espressione locale Faα = wa ◦ F ◦ z−1

α :
zα(Uα ∩ F−1(Va))→ C è olomorfa in zα(p).
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Osservazione 14.32. Anche in questo caso la definizione è ben posta. Infatti è
semplice verificare che la relazione tra due diverse espressioni locali di F è la
seguente:

Fbβ = wba ◦ Faα ◦ zαβ.

Sia X una superficie di Riemann e f una funzione meromorfa su X ; possiamo
pensare f come una funzione da X a CP1 ponendo

F (x) =

{
[f(x) : 1] se x non è un polo

[1 : 0] se x è un polo

E’ semplice verificare che F è un’applicazione olomorfa da X a CP1. Viceversa,
data un’applicazione olomorfa F : X → CP1, diversa dall’applicazione costante
di valore [1 : 0], a F è possibile associare una funzione meromorfa su X .

Definizione 14.33. Due superfici si RiemannX e Y sono isomorfe se esiste un’ap-
plicazione olomorfa F : X → Y che abbia un’inversa G : Y → X olomorfa.

Esempio 14.34. La retta proiettiva complessa CP1 è isomorfa alla sfera di Rie-
mann. Per verificarlo si consideri l’applicazione F : CP1 → C∞ cosı̀ definita:

F ([z : w]) =

(
2<e(zw̄)

|z|2 + |w|2
,

2=m(zw̄)

|z|2 + |w|2
,
|z|2 − |w|2

|z|2 + |w|2

)
.

Alcune superfici di Riemann iperellittiche

Avvertenza: la presente sezione ha volutamente carattere narrativo, e non con-
tiene dimostrazioni rigorose di quanto enunciato.

Sia h(z) un polinomio complesso di grado 2g + 2, con radici distinte e h(0) 6= 0.
Raggruppiamo le radici del polinomio a coppie (z1, z

′
1, . . . , zg+1, z

′
g+1) in modo

tale che i segmenti Li che uniscono i due punti di una coppia siano a due a due
disgiunti.
Consideriamo la funzione analitica F (z) =

√
h(z); in ogni punto di C che non

è radice di h tale funzione ha due valori, e tali valori vengono scambiati percor-
rendo un cammino che gira intorno a un numero dispari di radici.
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14. Complementi

In C \ {∪Li} la funzione è quindi monodroma e ha due determinazioni, f1, f2,
olomorfe in C \ {∪Li}. Nella figura di destra abbiamo rappresentato C come la
sfera di Riemann C∞ meno un punto.

Siano Y1 e Y2 due copie di C, tagliate lungo i segmenti Li:

su Yi possiamo definire funzioni gj : Yj → C nel modo seguente: nei punti
interni a Yj la funzione gj coincide con fj , mentre sui bordi del taglio essa è
definita come limite di fj e quindi assume valori diversi sui due bordi di ciascun
taglio – bordi indicati con L+

i e L−i .
Consideriamo il quoziente X ottenuto attaccando Y1 e Y2 lungo i bordi dei tagli
identificando L+

i su Y1 con L−i su Y2 e L−i su Y1 con L+
i su Y2.

Poiché attraversando uno dei segmenti Li le determinazioni si scambiano le fun-
zioni gi assumono lo stesso valore sui punti che vengono identificati nel quo-
ziente, e quindi su X è ben definita una funzione olomorfa G indotta da g1 e g2.
X è detta la superficie di Riemann associata alla funzione analitica

√
h(z).

Esiste un’applicazione naturale ψ : X → C che, ristretta alla controimmagine di
Ω := C \ {z1, z

′
1, . . . , zg+1, z

′
g+1} è un rivestimento a due fogli, e un diagramma

commutativo
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14.2. Superfici di Riemann - Cenni introduttivi

X
ψ

~~

G

  
C F // C

tale che, se z ∈ Ω, G(ψ−1(z)) = {F (z)}
La superficie X può essere compattificata, considerando la superficie di Rie-
mann X ′ associata a

√
h(1/z) e incollandole nella parte comune. La superficie

ottenuta è topologicamente una superficie compatta di genere g.
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