PRESENRAZIONE

Nel passaggialallascuolasuperioreall’'universiamolti studentincontranddifficoltanon
indifferenti. Cambial’ambiente,cambiand rapporticoni docentie conl’istituzione, cambia
il mododi studiare.Ma la difficolta maggioreconsiste da sempre nella sceltadel corsodi
laurea: nontutti riesconoad effettuareunasceltaconsapeole e corrispondentalle proprie
capacia e inclinazioni.

Pit di 15annifa,I’'Unione Matematicdtalianadiffuseun “Syllabusdi Matematica” ,ov-
verounaspeciedi manifestodelle conoscenze abilita minime indispensabilperaffrontare
un corsodi laureacon elevati contenutimatematici.

Molte cosesonocambiatén questil5anni;l’Unione Matematicdtalianahaalloradeciso
di diffondereunanuova edizionedel Syllabus, molto piu estesadelaboratalellaprecedente.

Il Syllakussi rivolge principalmenteagli allievi degli ultimi annidelle ScuoleSecondarie
Superioricheintendonometterealla provale propriedotiindividuali e le conoscenzapprese
in vistadi unapossibile prossimascrizionead unaFacol& scientificae, piu precisamentea
unodeicorsidi laureadell’areascientificae scientifico-tecnologicappuredell’areatecnico-
progettualecioé quelli conpiu alto contenutanatematico.

Propriopercte proiettatoversoil futuroimmediatodello studentejl Syllakus astraedai
programmidi inseggnamentaministeriali e dalle problematicheattuali della scuola. Sarebbe
quindierratotrarredaessandicazionidi caratteralidatticosucosasi deve insegnaree come
lo si deve insegnare.La scuoladeve infatti puntarealla maturazioneompletadello studente
(e le sceltedel docentedevono esserdunzionalia tale obiettvo) mentreil Syllabusintende
verificarnele vocazioni.

Inoltre, lo scopoprincipaledel Syllakus dovrebbeesserenon certoquello di dissuadere
dalliscriversi ad una Facol& scientificacoloro che temonodi non essereportati per quel
tipo di studi ma, al contrario, avvicinare alla matematicastudentiche, facendoprevalere
consideraziondi naturadiversa,potrebberdinire perfaredelle sceltenonin armoniaconi
propriinteresske le propriepredisposizioni.

L’Unione Matematicdtalina si riproponedi aggiornargeriodicamentguestoSyllakus,
in mododamantenerladeuatoai cambiamentthecontinuamentai verificanonel mondo
dell’educazionetenendacontoanchee soprattuttadi commentie suggerimentthestudenti
e docentivorrannoindirizzarci.

Il Presidentelell’UMI
Prof. AlbertoConte
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Introduzione

L'Unione Matematicaltalianasi e propostaoffrendo questoSyllatus di fornire alcuni
suggerimentriguardanti contenutiminimi di conoscenze capacié necessameraffrontare
gli insggnamentimatematicidelle principali Facolt@ scientificheuniversitarie.

QuestoSyllakus e statodungquecompilatoin primo luogopergli studentiche,dopoaver
superatda maturig, intendonoiscriversi ad un corsouniversitarioche richiedaunabuona
preparazionenatematicgMatematicaFisica,Ingegneria,Informatica,StatisticaEconomia,
ScienzeBiologiche,Chimica,ScienzeGeologiche, ..). Gli estensorritengonotuttavia che
essgpossasseraitile ancheacolorocheintendonascriversiadunodei numerosicorsiuni-
versitariin cui la matematicapur non essendamggettodi studio, 0 pur essendolon modo
mauginale, vieneimpiegatacomelinguaggioo comestrumento. Anchesei prerequisitidi
conoscenze di abilita matematicheichiestisonodiversiperi diversicorsiuniversitari,tut-
tavia questoSyllabus,bencteé nondifferenziatopotra esseraitile strumentgerl'accessaad
unavastagammadi Facol& e Corsidi Laureae di Diploma. In ognicasail presenteSyllakus
potra ancheesseraitiimenteimpiegato ai fini di unaverificadella preparazionenatematica
acquisitaa conclusionalellaScuolaSecondaria.

In generenell'insegnamentalellamatematicaa livello universitario,molte nozioniven-
gonoripresedallinizio e quindi potrebbero— in lineadi principio — esserdgnoratedagli
studentichesi accingonoad entrarenell’'Universit. Tuttavia, la velocita e 'ampiezzacon
cui si sviluppanoi corsi universitaridi contenutomatematicosonotali cherisulta difficile
seguirli sele conoscenzelementarnonsonogiain partebeneassestate sela mentenone
gia stataaffinataedallenatain modoassiducedintelligente. Perquesteragionisi e ritenuto
opportuncelencaren questaSyllabusanchealcuniargomentidi basecherisultanoessereso-
litamentetrattati(di nuovo e piu approfonditamentea)ei corsiuniversitarie la cui conoscenza
non e quindi da considerareaun prerequisitarrinunciabile. Tali agomentivengonoindicati
nel seguito conun asteriscd' x”.

Il Syllakus si componedi cinque“temi’, illustrati nel primo capitolo; ognunodei te-
mi € suddviso in due colonneaffiancate. La prima colonna,intitolata “sapeg’, elencale
conoscenzeninime necessarig@er poter frequentarecon profitto un corsodi matematicea
livello universitario;la secondaolonna,intitolata“ saperfare”, elencale capacia operatve
collegate.

Nel secondacapitolo vengonopropostialcuni “esecizi e quesitiillustrativi”, suddvisi
per ciascuntema. Mentreil “sapee” edil “saperfare’” hannounacertaorganicit, la se-
zionedggli esercizioffre soloun piccolosaggiodegli innumereoli quesitie problemichesi
possongorre.

Perrendernepiu proficual’utilizzazione, gli eserciziedi quesitipropostisonostatigra-
duati,in relazionealla loro difficolta, in duelivelli. Gli eserciziedi quesitidel primo livello
(denominatd'livello bas€) sonotali chelo studenteal qualeil Syllabuse rivolto, dovrebbe
esserdn gradodi affrontarli e risolverli senzaparticolariproblemi. | quesitidel secondo



livello (denominati quesitiche richiedonomaggiore attenzion& sonoinvecepiu impegna-
tivi e, perla loro risoluzione,possonaichiederetalvolta ancheun pizzico di inventiva. In
ogni casodi tutti gli esercizie quesiti propostiviene fornita una esaurientespiegazionee
risposta.Riteniamodi poteraffermarechelo studentechesappiarisponderead un buonnu-
merodi quesitipropostipossasentirsiabbastanzé&anquillo per affrontareun corsodi studi
universitaricherichiedaunabuonapreparazionéli caratteranatematico.

A conclusionalel Syllakus, nel terzocapitolo,viene propostoun “testdi autovalutazio-
ne' sullapreparazionalello studente.ll teste precedutada unaillustrazionedei criteri da
utilizzareperla valutazionedelle singolerisposte.

E opportuncsegnalareesplicitamentehequestaSyllabuscontienealcunedomandea cui
molti studentiforsenon saprannaispondere.Cido non deve sparentareeccessiamente ma
deve soltantocostituireun ulteriore stimolo ad affrontaregli studiuniversitariconimpegno
adeguato. Eventualilacunepotrannoesserefacilmentecolmateda quanti seguirannocon
successo corsiuniversitaridi matematicalel primo anno.



CAPITOLO|

SapereSapetifare

Contenutiminimi di conoscenze capacié per poterfrequentare
conprofitto un corsodi contenutamatematica livello universitario

Nota. L'asteriscostaad indicareun argomentochevienein generenuovzamentetrattatonei
corsiuniversitarie la cui conoscenzaon e quindi da considerarsun prerequisitoanchese
tuttavia pud essera’aiuto.



Temal
Strutturenumerichearitmetica

SAPERE

SAPERFARE

| numerinaturali: operazioniaritmetichee
loro propriet.

La divisioneconresto.

Numeriprimi.

Massimocomunedivisoree minimocomune
multiplo.

Le frazioni numeriche:operazionie ordina-
mento.

| numeriinteri relativi. | numerirazionali

relatii.

Rappresentaziondei numericomeallinea-
menti; allineamenti con virgola, finiti o
periodici.

Ideaintuitiva deinumerireali.

Disuguaglianze relative regoledi calcolo.

Semplicicalcoli mentali.

Scomposizionedi un numero naturale in
fattori primi.

Sapessommare moltiplicarele frazioni; da-
te due frazioni, saperriconoscerese sono
equialentio qual e la maggiore.Calcolodi
percentuali.

« Saperdimostrareche/2 nonérazionale.

Trasformazionedi una disuguaglianzain
un'altra equivalente. Somma membro a
membro,moltiplicazioneo divisioneperun
datonumero.



Valoreassoluto.

Potenzee radici.

Mediaaritmeticae mediageometricadi due
numeripositivi.

Logaritmi e loro proprief.

Logaritmo decimalee suarelazionecon la
rappresentaziongecimaledei numeri.

* Basinumeriche.

x Semplici disuguaglianzecon l'uso del
valoreassoluto.

Calcolocon le potenzee calcolocon le ra-

dici. Saperoperarecon le disuguaglianze
quandosi eleva a potenzao si estraeuna

radice.

Saperapplicarele proprietadeilogaritmi.

x Sapemrappresentaran numeronaturalein
basidiverse.




Tema?2
Algebraelementaregquazionidisequazioni

SAPERE

SAPERFARE

Elementi di calcolo letterale, uso delle
parentesi.

Polinomi.

Prodottinotevoli.
* Potenzan-esimadi un binomio.

Divisioneconrestotra polinomi. Regola di
Ruffini.

x | polinomi comefunzioni e il teoremadi
identita dei polinomi (un enunciatopreciso,
anchesenzadimostrazione).

Espressioniazionalifratte.

Identita edequazioni:nozionedi soluzione.

Equazioni algebrichedi primo e secondo

grado.

Sistemi lineari di due equazioniin due
incognite.

Sapersemplificareun’espressionalgebrica
(riduzionedi termini simili, cancellazioneli
termini opposti,ecc.).

Sommeae prodottodi polinomi.

Saper “fattorizzare” un polinomio in casi
semplici.

Sommae prodottodi espressionrazionali
fratte.

Sapersemplificareo trasformareun’equa-
zione in un sensodesiderato(regole per il
passaggidi unaddendmppuredi unfattore
daunmembroall’altro ecc.).

Saperrisolvereancheequazionidi gradosu-
periorein casiparticolari.Applicazionidella
leggedi annullamentalel prodotto.

Saperapplicareuno o piu metodirisolutivi
peri sistemilineari.



Disequazioni. Sapersemplificareo trasformareuna dise-
guaziondn unsensalesideratgregoleperil
passaggiali unaddendappuredi unfattore
daun membroall’altro ecc.).

Disequazionilgebrichedi primo e secondo
grado.

Disequazionconespressionfratte. Radica-
li, disequazionconradicali.




Tema3

Insiemi,elementidi logica,calcolocombinatoriofrelazionie funzioni

SAPERE

SAPERFARE

Linguaggio elementaredegli insiemi; ap-
partenenzanclusione,intersezioneynione,
complementareansiemevuoto.

Coppieordinate(prodottocartesiano).

Relazioni,funzioni (o applicazioni).
x Relazionidi equivalenzae di ordine.

+ Funzioni iniettive, suriettve, biiettive
(corrispondenzéiunivoche).

x Composizionali funzioni, funzioneiden-
tica, funzione inversa di una funzione
biiettiva.

+x Permutazionidisposizionisemplicie con
ripetizione,combinazionsemplici.
Connettvi logici: negazione,congiunzione,
disgiunzione.

Implicazione. Condizionisuficienti, condi-
zioni necessarie.

x Saper interpretare formule insiemisti-
che e saper dimostrare semplici identita
insiemistiche.

x Sapercalcolareil numerodei sottoinsiemi
compostidak elementidi un insiemeconn
elementi.



Conoscerdl significatodei termini: assio- Saper riconoscere ipotesi e tesi in un
ma, definizione teoremalemma,corollario, teorema.

ipotesi,tesi.

Dimostrazioniperassurdo.

x Quantificatori:V (perogni) e 3 (esiste). * Usodeiquantificatori.




Tema4d
Geometria

SAPERE

SAPERFARE

Geometriaeuclideapiana: incidenza,ordi-
namentoparallelismo,congruenzgin alcu-
ni testi: uguaglianza). Esistenzae unicita
dellaparallelae della perpendicolar@erun
puntoadunarettaassgnata.

Lunghezzali un sgmento(distanzetra due
punti); corrispondenzdiunivocatrai punti
di unarettaei numerireali.

Ampiezza degli angoli: misura in gradi.
Lunghezzadella circonferenzee misurade-
gli angoliin radianti. Sommadegli angoli
interni di un triangolo. Relazionitra gli an-
goli formatidadueretteparalleletagliateda
unatras\ersale.

Criteri di equiscomponibilé dei poligoni
e nozione elementaredi area. Area del
cerchio.Relazionitra areedi figure simili.

Misuree proporzionaliatragrandezze.

10

Saper es@uire cambiamentidi unita di
misura.



Luoghi geometricinotevoli (assedi un sey-
mento bisettricedi unangolo,circonferenza
ecc.).

x Figurecorvesse.

Proprie& delle figure piane: criteri di con-
gruenzadei triangoli. Punti notevoli dei
triangoli (baricentro,incentro, circocentro,
ortocentro). Parallelogrammi. Teoremidi
Talete di Euclide,di Pitagora.Propriet seg-
mentariee angolaridel cerchio(corde, se-
canti, tangenti,arco sottesoda un angolo).
Angoli al centroe alla circonferenza.

Trasformazionigeometrichalel piano: iso-
metrie e similitudini. Simmetrierispettoad
unarettae rispettoad un punto, traslazioni,
rotazioni,omotetiee loro composizioni.

Coordinatecartesiane:equazionidi rette e
circonferenze. Equazionidi semplici luo-
ghi geometrici(parabolegllissi, iperboli) in
sistemidi riferimentoopportuni.

Trigonometria: seno, coseno,tangentedi
un angolo. Identita trigonometricafonda-
mentaleserfa 4+ cosa = 1. Formule di
addizione.

11

Sapetreffettuarecostruzionigeometrichele-
mentari:asseli unsegmento bisettricedi un
angolo, circonferenzgpassanteer tre pun-
ti assgnati, retta passanteper un punto e
perpendicolaréoppureparallela)adunaret-
ta assgnata. Saperswlgere alcunedimo-
strazionigeometriche;ad esempio,in rela-
zioneai punti notevoli di un triangoloe alle
proprietdei parallelogrammi.

Saper interpretare geometricamenteequa-
zioni e sistemi algebrici. Sapertradurre
analiticamentg@roblemigeometricicomead
esempio:rettaper un punto perpendicolare
adunarettaassgnata;simmetricodi unpun-
to rispettoad unaretta;immaginedi un pun-
to attraversounatraslazioneo unarotazione
concentronell’origine.

Saperrisolvere”untriangolo(eventualmen-
te con l'uso di un opportunostrumentodi
calcolo). Ad esempio:calcolarele ampiez-
zedagli angolidi un triangolorettangolodi
catetiassgnati.



Geometriaeuclideadello spazio:mutuepo-
sizioni di due rette, di due piani, di una
retta e di un piano (angoli, parallelismo,
perpendicolard). Diedri e triedri.

Sfera,cono,cilindro.

Poliedri corvessi, parallelepipedipiramidi,
prismi, poliedriregolari.
x Formuladi Eulero.

Ideaintuitiva di volumedei solidi. Formule
peril calcolodelvolumeedell'areadellasu-
perficiedi parallelepipedagpiramide prisma,
cilindro, conoe sfera.Relazionitraareeetra
volumi di solidi simili.

x Consapeolezzadell'esistenzadi geome-
trie in cui sono negati alcuni assiomidel-
la geometriaeuclidea classica (geometrie
non-euclidee).

Sapervisualizzareuna configurazionegeo-
metricanello spazio.Peresempio:checosa
si ottieneintersecandda) unasferaconun
piano; (b) un prismainfinito a sezioneret-
tangolarecon un piano; (c) un cuboconun
pianoperpendicolarad unadiagonale?

12



Temab
Successiong funzioni numeriche

SAPERE

SAPERFARE

Nozione di successione. * Successioni Saperriconoscerein casi semplici se una

definite assgnandoil termine generalee
successiondlefiniteperricorrenza.

Progressionaritmetichee geometriche.

Le funzioni numerichee i loro grafici. Do-
minio di unafunzione.x Propriet qualitati-
ve: crescenzajecrescenzaeri, limitatezza,
massimie minimi relativi e assoluti.

Proprie& di alcunefunzioni elementari:po-
linomi di primo e secondogrado, funzio-
ne potenzax — xm; funzionilogaritmox —
log, x ed esponenziale — a* (cona > 0,
a # 1); funzioni trigonometrichex — serx,
X +— COSX, X — tgx. Loro grafici.

La funzione logaritmo come inversa del-
I'esponenziale. Periodicig delle funzioni
trigonometriche.

successione crescente.

Sapereffettuare semplici calcoli sulle pro-
gressioni,come ad esempiola sommadei
primi n termini.

Saperinterpretareil grafico di unafunzio-
ne: riconosceralal disegnogli intenalli do-
ve la funzionecresceo decresces dove as-
sumevalori positivi 0 negativi; individuarei
punti di massimoo di minimo; riconoscere
eventualisimmetrie(funzioni pari, funzioni
dispari,funzioniperiodiche).

N. B.: Il calcolodifferenzialee integrale viene swlto in manieraapprofonditae dettaglia-
ta sianggli insggnamentidi Analisi Matematicaperi corsidi laureain MatematicaFisica,
Ingegneriae Informatica, sia negli inseggnamentidi Matematica Istituzioni di Matematica
e di MatematicaGeneale di altri corsidi laurea. Anchegli studentiche non hannoavuto
occasionali acquisirenozionidi calcolodifferenzialee integrale negli studisecondarpos-



sonodunqueragion&olmentepensaredi iscriversia uno dei corsidi laureacitati. Tuttavia

corvieneavvertirechegli strumentidel calcolodifferenzialee integralesonospessaisatifin

dall'inizio in altri insegnamenti(Fisica,peresempio).Inoltre, soprattuttonei corsidi laurea
dove I'insegnamenta impartito sullabasedi semestrintensii non e facile apprendernén

pochesettimanesiai fondamentieorici siala manuali.

14



CAPITOLO I

Esercizie quesitiillustrativi

In questasezionedel Syllalkus vengonopropostialcuniesercizie quesiticonl'intento di
illustrare, approfondiree concretizzaregli agomentielencatiin precedenzasSi e creduto
opportunomantenerda suddvisionein cinquetemi (Struttuie numeride aritmetica; Alge-
bra elementag, equazionidisequazioni;insiemi,elementidi logica, calcolo combinatorio,
relazionie funzioni; Geometria;Successiong funzioninumeridie) in mododasottolineare
la continuiticonla sezione'Sapere saperfare” anchese,in alcunicasi,i quesitipossondar
riferimentoa piu agomentidi temi diversi.

Per ciascuntemavengonopropostiesercizie quesitia duelivelli. Si ritiene cheuno
studenteche si preparaad affrontare un corsodi laureacon elevati contenutimatematici
debbapossedereina preparaziondale da consentigli di risolvere agevolmenteuna parte
consistentaleggli esercizidi “li vello base”. Si ritiene poi cheuno studentechesiain grado
di misurarsicon un certo successaon gli esercizi“che richiedonomaggioreattenzione”
possiedanon solo la preparazionenecessariger beniniziare, ma abbiaancheragioneoli
speranzali procederesenzaroppafaticanegli studiprescelti.

PerciascunguesitovieneriportataunasoluzionecommentataA questdo studentguo
ricorrereper controllarele proprierisposte,oppurenei casiin cui non sia pervenutoa una
conclusione.

Nota.Anchesela capacia di utilizzarein modoconsapeole e ragionatostrumentidi calco-
lo elettronicoe auspicabilee pud essered’aiuto nell’affrontaregli studi universitari, perle
particolarifinalita di questoSyllakus, nellarisoluzionedei quesitidi seguito propostinone
opportund’uso di tali strumenti.

15



Temal
strutturenumerichearitmetica

1.1 Quesitidi livello base

1.1.1 Esauire la divisione con restodi 237 per 43 ed esprimerecon un’uguaglianzail
significatodell’operazionecompiuta.

1.1.2 Fral e 600 (inclusi) quantisonoi multipli di 3, quantii multipli di 3 e di 4, quantii
multipli di 3 o di 4, quantii multipli di 17?
1.1.3 Riscriverein ordinecrescenté seguentinumeri: %; 0;-1;0,91;-3;0,19;0,003

1.1.4 Datele duefrazioni % e ‘5‘, trovareunafrazionechesiastrettamenteompresdra esse.
(Si puo procederen vari modi...)

1.1.5 Eseyuendola “divisioneconvirgola” fra dueinteri, in qualecasoessasi arresta?Se
nonsi arrestagssada luogo, almenodaun certopuntoin poi, ad un allineamentalecimale
periodico.Percte?

1.1.6 Si consideriil numero3-7-11-13-19-23; e possibiledecidereseé divisibile per 17
senzaes@uirealcunaoperazione?

1.1.7 Un'azienda,in un momentodi difficile congiuntura,abbassdo stipendiodi tutti i

dipendentidell’8%; superatajuestadifficolta, alzatutti gli stipendidell’8%. Comee, dopo
di cio, la situazionedei dipendenti?

1.1.8 Trovareil MassimoComuneDivisoredi 10002e 9999.

1.1.9 Dimostrarecheperogniinteronaturalen, il numeron® — n & divisibile per6.

1.1.10 Qualéil maggioredeiduenumeri:5%/3,31/27

1.1.11 Ricordiamochela “parteintera” di un numerorealex e il pit grandeinterochenon
superax; la parteinteradi x si indica con [x]; ad esempio,[2,34] = 2, [-2,24] = —3. Ci0
premessorispondereal seguentequesito: qual € la “parte intera” del logaritmo del numero
3748279n basel0?

1.1.12In qualicasigli interin, n+ 2 sonoprimi fraloro? (Ricordiamochedueinteri naturali
si diconoprimi fraloro sehannocomeunicodivisorecomunel)

1.1.13 E bennoto cheil numeroy/2 & irrazionale; per dimostrarlosi pud procedereper
assurdonel sgguentemodo. Supponiamache sia /2 = g dove p e g sonointeri e dove
si puo esigereche p e g sianoprimi fra loro. Moltiplicando membroa membroper g ed
elevandoal quadratosi trova:

16



Questauguaglianzai dice che p? & pari e, percd, anchep & pari. Infatti se p nonfosse
multiplo di 2, nemmenop? potrebbeesserlo. Poniamoallora: p = 2r; sostituendcsi ha
207 = 4r?, dacui ¢? = 2r2. Daquestarelazionericaviamo comeprimacheq & pari; dunque
p e g sonoentrambipari: assurdgercle li abbiamosuppostiprimi fra loro.

Si chiededi dimostrarepsandaun ragionament@nalogoche /3 eirrazionale.
1.1.14Dimostrarechelog,5 & irrazionale. (Un avvio: si procedeper assurdo;se fosse

razionale si avrebbelog, 5 = iq’, conp eqinteri naturali...)

1.2 Quesiti cherichiedono maggiore attenzione

1.2.1 La sommadi tre numeriinteri consecutii € divisibile per 3. Verificarlo su qualche
casoe dimostrarlo. Questofatto e generalizzabilge come?) alla sommadi quattrointeri

consecutii? Di cinque?

1.2.2 Perqualivalori interi di n il numeron? — 4n+ 3 &divisibile per7?

1.2.3 Siano(a,d) ,(b,b’) duecoppiedi numerireali positivi, cona < &, b < b'; deidue
numeriab+ &b/, abl + a’b qual & il pill grande? Pili in generale,dati due insiemi A, B,

ciascundormatodan diversinumerireali positivi, si moltiplichi ciascunnumerodel primo

insiemeperun numerodel secondoin mododaesaurirgutti i numeridi questoge sisommino
gli n prodottiottenuti. Comeprocederaffinchéil risultatosiamassimoE comeperottenere
chesiaminimo?

1.2.4Consideriamda coppiadi frazioni:

a a

b” b
(b,b’ interi positvi, a,a interi non negativi). Diciamo che le due frazioni sonofra loro
associatsea’b—alf = +1.
Si dimostri che due frazioni associatesono entrambeirriducibili (cioe, come si dice
usualmentesonoridotte ai minimi termini).
Si dimostri poi che se duefrazioni a/b, & /b’ sonofra loro associatela frazione (a+
a)/(b+1b') eassociatzonentrambe.

1.25See23<x<25ede—16<y< —14,fraqualilimiti sonocompresi numerix+y,
X—Y, Xy, X/y?
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1.1 Rispostecommentate

1.1.1 Il quozientee 5, il restoe 22, eil significatodell’operazionecompiutae espressalalla
relazione:237= 435+ 22 essend@videnteche22 < 43.

1.1.2 Questoeserciziopur nellasuasemplici, € istruttivo. Cominciamoconsiderandda
ternadi numeril, 2, 3;i restidelladivisioneper 3 sonorispettvamentel, 2, 0; prosguendo,
troviamoternedi numericongli stessiresti1, 2, 0 chesi ripetonoperiodicamenteDunque
un solonumeroper ogniterna(il terzo!) hacomeresto0, cioe e divisibile per3. Sitrovano,
in conclusioneguestirisultati:

e Numerodei multipli di 3: 200;
e Numerodei multipli di 4: 150;
e Numerodei multipli di 12: 50.

Peri multipli di 17 si proceden modoanalogo,ma poiché 600 non & multiplo di 17, si
deve farela divisioneconrestodi 600per17: il quoziente 35 (eil restoe5).

Il numerodegli interi divisibili per3 o per4 & ugualeallasommadel numerodegli interi
divisibili per3 conquelli divisibili per4, diminuitadel numerodi quelli chesonodivisibili
per3 e per4, cioe per12. Nel nostrocasosi hadunque:(200+ 150) — 50 = 300.

1.1.3 L'ordinamentorichiestoe, evidentementeil seguente:—3; —1; 0; 0,003; 0,19; 2/5;
0,91 chepud essermpportunamenteisualizzatomediantda “retta dei numeri”.

1.1.4 Le duefrazioni3/7 e 4/5, ridotte allo stessalenominatore,dentanarispettvamente:

15 28
357 35°
E evidentechela primae minoredelle secondag anchefaciletrovareunafrazioneinter
media(ad esempio20/35). Anchela mediaaritmetica,cioe la frazione43/70 € compresa
fra le duefrazioni assgnate. Un’altra ideaper trovare unafrazioneintermediaconsistenel
sommarenumeratorie denominatorisi verificasubitochelafrazione% = 112 eintermedia
frale duefrazioniassgnate.

1.1.5 Unafrazioneirriducibile 2 si pud esprimerecomenumerodecimalefinito (cioé come
frazionechehaperdenominatoreinapotenzadi 10) quandoe soltantoquandoil suodeno-
minatorecontienesolo fattori 2 e 5. In casodiversola “divisione conla virgola” non puo
concludersile successie cifre vengonodeterminateynavolta esauritde cifre del dividen-
do, aggiungendda cifra O ai resti; mai restidiversi,seil divisoree b, possonaesseral piu
in numerodi b — 1 (infatti, il restonon pud esseraigualea 0). Dunquevi sa@a unrestoche
siripete,dopodicle le cifre si ripeteranngeriodicamentell periodoalloranonpud superare
b—1.E faciletrovareesempin cui il periodoeb— 1. Consideriamoadesempiola frazione
3/7; il risultatodel calcoloé 0,42857342873.. con periodo6. Esempiodi tipo opposto:
5/6 =0,8333.., conperiodol.
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1.1.6 Il numeroassgnatosi presentagia scompostan fattori primi. Fraquestifattori non
compareil 17, chee un numeroprimo. Allora il numeroassgnatonon e divisibile per17.
L'esercizioci ricordachela decomposizionéli un numeroin fattori primi € unica(a meno
dell’ordinedeifattori).

1.1.7 Sex e lo stipendioiniziale di un dipendentedopo I'abbassamentguestodiventa
X—X-0,08=x-(1-0,08), dopoil rialzodiventax- (1—0,08)-(1+0,08) = x- (1—0,0064);
pertantdo stipendioallafine, rimaneadun livello leggermenteiu bassali quelloiniziale.
1.1.8 Ognidivisorecomunedei duenumerideve esserancheundivisoredellaloro differen-
za; nel casospecifico,deve esseraun divisoredi 10002— 9999= 3; & immediatoverificare
cheg3 e effettivamenteun divisorecomunedei duenumeri;percb essceil M.C.D.
Suquestoprincipio € basatd’algoritmo di Euclideperla ricercadel M.C.D.
1.1.9 Sihan®—n=n(n’-1) = n(n—1)(n+1); il numero& dunqueprodottodi 3 interi
consecutii; essce certamentalivisibile per2 e per3, dunqueper6.
1.1.10 Si deve avere benpresenteche per due numerireali positvi X,y e per un qualsiasi
interopositivo msi ha

X" <y™" seesoltantose x<y.

Nel nostrocaso prendendan = 6, si hachela disuguaglianz&/3 < 3Y/2 equivalealla
(51/3)8 < (31/2)8, ciog alla5? < 3% maquestad vera,essend®5 < 27. Dunquee veroche
il maggioredei duenumeripropostié 3/2.

1.1.11 Teniamopresenteheseé b > 1 e sex ey sononumerireali positivi, la disuguaglianza

x<y eéequivalentealla log,x<log,y.

Prendiamox = 10", conminteronaturaley = 3748279 Allora

m < log;;,3748279 seesolose 10™ < 3748279

Il maggioreintero m per cui vale quest'ultimadisuguaglianza 6. Il ragionamentache
abbiamdfatto ha,in real, portatageneraleed € cosabennota: la parteinteradel logaritmo
decimaledi uninteropositvo N € ugualeal numerodelle cifre decimalidi N diminuitodi 1.
Dunque Ja parteinteradi log;,3748279% ugualea 6.

1.1.12 Ogni divisorecomunedi dueinteri € anchedivisoredellaloro differenza;pertanto,
ognidivisorecomunedi n edi n+ 2 e undivisoredi 2; allora,i casisonodue:n edn+ 2 sono

loro.

1.1.13 1l ragionamentswlto nel testoperprovarechey/2 &irrazionalesi applicaalla lettera
per dimostrareche /3 & irrazionale,osserandochese p & un intero naturaletale che p? &
divisibile per3, alloraanchep & divisibile per3.
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1.1.14 Larelazionelog,5 = p/q, con p e q interi naturaliequivale alla 2P/9 = 5, ciog alla
2P = 54, maquestaelazionee assurdaerl’'unicita delladecomposizioné fattori primi.

* % *

1.2.1Siha:14+2+4+3=6;7+8+9=24,.... In generalela sommadi tre interi consecuti,
ciogil numeron+ (n+1)+ (n+2) = 3n+ 3= 3(n+1) edivisibile per3.

La sommadi quattrointeri consecutii si pud scrivere: n+ (n+ 1)+ (n+2) + (n+
3) = 4n+ 6 e certamentenon € divisibile per 4. Passiamoa cinque interi consecutii:
n+(n+1)+(n+2)+(n+3) + (n+4) = 5n+10= 5(n+ 2) e otteniamoevidentementein
numerodivisibile per5. L’enunciatoci stimolaad ottenereunarispostageneraleriguardante
la sommadi k interi consecultii; si ha:

1
n+(n+1)+(n+2)+(n+3)+...+(n+k—1) =nk+(1+2+3+...+k-1) :nk+§k(k71) .

Sivedealloracheperk dispari,essendd — 1 pari, 'espressionacrittae divisibile perk,
mentreperk pari,essendd — 1 dispari,'espressione divisibile per %k, manonperk.

1.2.2 Siha:n?—4n+3 = (n— 1) - (n— 3); questoprodottoe divisibile per7 (che& numero
primo) quandce soloquandaunodeifattorilo €. | numericercatisonodunquequelli percui
n—1=7-k cioen=1+7-k(k=0,1,2,3,...),oppuren—3=7-h, cioen=3+7-h(h=

0,1,2,...). Notiamochequestidueinsiemidi numerisonodisgiunti.

1.2.3 Siintuiscecheil risultatosa® piu grandequandonel prodottovengonoaccoppiatil

maggioreconil maggioreeil minoreconil minore.Dimostriamodunqueche

ab+ab >ab+ab;

gquestaelazioneequialealle seguenti:

alb-b)+a(('—-b)>0; ab-b)-a(b-b)>0; (a—a)(b-b)>0.

Quest'ultimae evidentementerera. Peril casogeneraleindichiamola soluzionesoltan-
to in termini intuitivi. Sedueelementidi A, a,a cona < a vengonomoltiplicati per due
numeridi B, b,b’ tali cheb > b/, possiamascambiareéb conb’ aumentandda sommacom-
plessva, comeabbiamaodimostrato.Cod, permezzodi successii scambi,possiamdareim
modochegli elementidi A venganomoltiplicati per quelli di B che corrispondonaad essi
nell'ordinamentog cio sempreaccrescendi valoredellasommacomplessia. Al contrario,
si potra ottenere con successii scambichefannodiminuire la sommacomplessia, chegli
elementidi B si segguanoin ordineinversorispettoa quelli di A chesonocon essiassociati
conla moltiplicazione.
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1.2.4 Supponiamoper assurdogchela primadelle frazioni siariducibile; allorac’e unin-
terok > 1 talechea=ka’, b = kb”; maallorasi ha: ab—ab = k(a'b” —a’b’) # +1.
Analogamentesi procedeperla seconda.
Dimostriamochesea/b e & /b’ sonofra loro associateanchea/b e (a+a)/(b+b') lo
sono;bastafareun piccolocalcolo:
(a+d)b—a(b+b)=ab—ad=+1.

La teoriadelle frazioni associatee molto elegante; ad esempio,si pud dimostrareche
partendodalle duefrazioni 0/1, 1/1 e applicandaopiu volte quellastranaoperaziongcheé

unainganneole addizione)
aad a+a
b’ by b+ b/

si puo ottenereunaqualsiasifrazioneirriducibile convalorecompresdra 0 ed 1.

1.2.5Sappiamachedalle due disuguaglianzénello stessasenso!)a < b, ¢ < d si deduce:
a-+ c < b+d; pertantonel nostrocaso si ha:

23+ (—1,6) <x+y

cioe 0,7 < x+y; procedendan modoanalogoperl'estremodestro si ottiene:

0,7<x+y<11.

Peraverei limiti di variabilitadi x—y, bastatenerepresentechex —y = x+ (—y). Oc-
correalloratrovarei limiti di variabilita di —y; poiché passandagli oppostii sensidelle
disuguaglianzsiinvertono,si ha

(%) 14<-y<16

percd procedend@omenel primo casosi ottiene:

37<x—-y<41.

Perle altre duelimitazioni, la via piu sbrigativa &€ quelladi ridursi a disuguaglianzéra
numerinon negativi; prendiamadunguela seconddimitazionenellaforma (). Daquestae
dallaprimalimitazionesi ha:

23-14<x-(-y) <2516

cioe:
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23-14< -—xy<25-16
e,infine:

~25-1,6<xy<-23-14.

Perottenerela quartalimitazione, ricordiamoche sea e b sononumeripositii, la di-

suguaglianza < b equiale alla% < % Ritorniamodunqueancoraalla (x); passandai

reciprocisi ha: ﬁ < _iy < 1%1. Facendmraintervenirela limitazioneperla x, si ottiene:

2,3 X 25
<<=
16~ y— 14
ciog, infine:
25 x 2,3
— << - .
14y~ 16
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Tema2
Algebraelementaregquazionidisequazioni

2.1 Quesitidi livello base

2.1.1Sia s s
N
pP—q
. . 1
Calcolarel valoredi A, quandop = X g=1.
2.1.2Semplificargsepossibile)’'espressione
(a+b)2—c?
c—a—>b

2.1.3Risolverel’equazione

(2x+1)(3x—2)(x+4) =0.

2.1.4Tradurrela seguentefrasedel linguaggiocorrentein unaformula matematica:“De-
traendal 19%dall'importolordoL, siottienel’importo nettoN”.

2.1.5Risolereil sistema:
0,3x+0,12y =0
5x—2y=2

2.1.6Determinard’'insiemedeivalori di x peri qualirisulta

X+/2 S0

X++/3
2.1.7A partiredallarelazione

1 1 1

-t —-=-

p q r

(conp,q,r nonnulli) esprimerep in funzionedi g edir.
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2.1.8Nel polinomiox? 4 y? esguirele sostituzioni:
ot
1+t2 1+4t2
e poi semplificare.
2.1.9Semplificarei(y? —x?)(y>+x* — 1) — y* + x*.
2.1.10Si sachela sommadi duenumerié 6 e cheil loro prodottoe 8. Trovarei duenumeri.

2.1.11Si sachela differenzadi duenumerié 3 e cheil loro prodottoe —2. Trovarei due
numeri.

2.1.12Tradurrela seguentefrasedel linguaggiocorrentein unaformulamatematica:'Se la
sommadei reciprocidi due numeripositvi € 1, la sommadei due numerié ugualeal loro
prodotto”.

Stabilirequindi sel’enunciatoe vero.

2.2 Quesiti cherichiedono maggiore attenzione

2.2.1Stabilirequali delle seguentiuguaglianzesonovere qualunquesianoi numeria, b, c,d
(purcte le espressionabbianasensok giustificarele risposte:

ab_ab a b_atb  ab_ab
cd c-d c d c+d c'd c:
(a+b):c=a:c+b:c a:(b+c)=a:b+a:c

. . . . — . 11
2.2.2Scrivereun’equaziondli terzogradocheabbiapersoluzionii numeri—1, 4, 3

2.2.3Determinare valori di x peri qualirisulta

x2+2>0.

2.2.4Dati duenumeridistinti a, b, determinareluenumeric, d in modochesussistdlidentita:

1 _cC n d
(x+a)(x+b) x+a x+b’
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2.2.5 Trasformare(se possibile)la seguenteespressionén un prodottodi due fattori di
secondarado(nel complessalellevariabili X, y, u, v):

(Xu—yV)2 + (xv+yu)2.

2.2.6Trasformardgsepossibile)le sgguentiespressionin sommedi quadrati:

3x% — 2xy+ 2y? 3x% — 6xy + 2y°.

2.2.7Eseuire la divisione del polinomiox* peril polinomiox? + 1 ed esprimerecon un’u-
guaglianzadl significatodell'operazioneeseuita.
2.2.8Dati duenumerirealia,b e sapendahe0 < a < b, in cherelazionestannotra loro i
11
numeri—, —?
a'b
2.2.91l lato piu lungodi unfoglio rettangolareanisurak cm. Qualedeve esserda misuradel
lato piu cortoperfaresi che,dividendoil foglio in duepartiuguali(conuntaglio paralleloal
lato piu corto) ciascunai questesiasimile al foglio iniziale?

2.2.10Determinarde soluzionidelle seguentiequazioni:
, VX2 43=2x.

2.2.11Determinarde soluzionidelle seguentidisequazioni:

X2 =x

1 1
—+X>2, +2>0.
X VX+5 -
2.2.12Dati duenumeria e b distinti, siac la loro mediaaritmetica.Vale allora, ovviamente,
'uguaglianza:
(1)a+b=2c.

Da questagualcunchadedottosuccessiamentde seguenti:

(2) (a+b)(a—b)=2c(a—Db)

(3) a® —b? = 2ac— 2bc

(4) a® — 2ac=b? — 2bc

(5) a® — 2ac+ ¢® = b? — 2bc+ ¢2

(6) (a—c)? = (b—0)?

(7)a—c=b—c

(8)a=h.

La (8) contraddicd’ipotesi da cui siamopartiti, dunquealmenouno dei passaggfatti &
sbagliato.Qualeo quali?
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2.3 Rispostecommentate

7
2.1.1A= -.
4

Nota Il calcolo poteva essereeffettuatomediantesostituzionediretta nell’espressione
data,oppureosserandopreliminarmentechel’espressionguo esseresemplificatan quan-
to p® — ¢ & divisibile per p—q. Nel casospecifico,i due procedimentisonougualmente
semplici. In generee piu vantaggiosceffettuarele sostituzionisolo dopoavere esguito le
semplificazioni(speciesei valori numericidasostituiresonocomplicati).

21.2—(a+b+c).

2.1.3Tenutocontodellaleggedi annullamentalel prodotto,le soluzionidell’equazionalata
si ottengonasemplicementéesolvendole tre equazionidi primo grado:

2X+1=0 3x-2=0 X+4=0

- _ 1 2
quindile soluzionisono:—= , = , —4.

Nota Chi, invecedi ricorrerealla legge di annullamentadel prodotto, avesseswlto
i calcoli per “togliere le parentesi”,avrebbetrasformatol’equazioneoriginariain un’altra
(equivalentealla data,madi formadiversa)di cui poi sarebbestatodifficile determinarde
radici.
19 81

2.1.51l sistemeammetteun’unicasoluzione:(x;y) = (0,2; —0,5).

2.1.6Si trattadell’'unionedi dueintenvalli:
{x< —V/3} oppure {x>—-v2}.

Nota Sarebbesbagliatousareil segnodi disuguaglianzalebole(ossia< ) nel casodel
primointervallo e sarebbesbagliatousarel segnodi disuguaglianzéorte (ossia> ) nel caso
del secondantenallo.

Ancor piu shagliatosarebbeusarescritturedel tipo

—V2<x< -3

oppure
X< —/3
X>—/2

Cercatali capireperctle tutte questescritturenon sonoaccettabili!
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2.1.7 1
_ _ar
PTT 17 qr
rq
Nota L'espressiondrovatahasenscsoloseq # r. D'altra parte,questacondizioneera

T . : - . 1 1
implicita gia nella formulazionedel quesito,poiché sefosseq =r ne seguwebbea =< e

quindi, sostituendmellarelazioneiniziale, I_J = 0, relazionenon soddisattadaalcunvalore
di p.
2.1.8 Si ottieneun’espressionén t che, effettuatele debite semplificazioni,si riduce alla
costantel.

Nota Il risultatoottenutoammetteun’interpretazionggeometrican termini di funzioni
trigonometriche:postot = tangd/2 (con 6 angoloopportuno)risultax = cosB , y = serf.

Quindi si tratta delle equazioniparametrichalella circonferenzacon centronell’origine e
raggiol.

2.1.9 Per non dover fare troppi calcoli corviene riscrivere I'espressionadatanella forma
(Y2 —X)(y? +x% — 1) — (y> — x?)(y? +x?) dacui, raccoglienddl fattorecomune(y? — x?) e
semplificandosi ottienex? — y?.

2.1.10Detti p,q i duenumeri,si trattadi risolvereil sistema:

{p+q=6
p-a=38

La soluzionee datadai duenumeri2 e 4.

2.1.11Ragionand@omeperil quesitoprecedente risolvendoil sistema:

{pq3
p-q=-2

si trovanoduesoluzioni:la coppiadi numeril e —2 ela coppiadi numeri2 e —1.

Nota | quesiti2.1.10e 2.1.11sonosimili. Tuttavia il primo ammetteunasolasoluzione,
mentreil secondane ammettedue. Perchi avessda curiosita di capireil percte di questa
apparentenomalia,eccounapossibilespiegazione. In entrambii casisi trattadi risolvere
un sistemadi secondogrado. Ripercorriamoper sommicapile tappedel procedimentai-
solutivo: nellaprimaequazionesi esplicitaunadelle duevariabili in funzionedell’altra, per
esempiaq in funzionedi p, e si sostituiscd’espression&od trovatanellasecondaquazio-
ne; con cio si pervienead un’equazionali secondagradonella sola p, chedunqueha due
soluzionips, p2 (le qualirisultanoreali e distintein entrambii quesiti). Sostituendg; nella
primaequazionesi trova un certovaloreq; conla proprietiche(pz1,q:) € unasoluzionedel
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sistemaAnalogamentesostituend@; nellaprimaequazionesi trovaun certovaloreq, con
la proprietiche(p2,dz) € unasoluzionedel sistema.

Orbenenelcasodelsistemadelquesita2.1.10le duecoppiecod trovate: (p1,q1) = (2,4)
, (p2,02) = (4,2) coincidono(a menodell’ordine) e quindi si usadire chec’e unasolaso-
luzione. Nel casodel sistemadel quesito2.1.11invece,le due coppie: (p1,q1) = (1,-2)
, (P2,a2) = (2,—1) sonodistinte. La ragionedi fondo del diversocomportamentalei due
sistemideriva dal fatto chenel caso2.1.10i ruoli di p e g sonosimmetricie dunqueinter-
scambiabilil’addizionee la moltiplicazionegodonodellaproprie commutatva) mentrenel
caso02.1.11i dueruoli di p e g sonadistinti (in quantola sottrazionenongodedellapropriet
commutatva).

Si noti infine che, proprio grazie alla simmetriadel sistema2.1.10, esisteun metodo
piu rapidopertrovarnela soluzione:bastaricordareche p e g sonole radici dell’'equazione
X2 — (p+a)x+p-q=0.

. s 1 1
2.1.12Traduzione Sea, b sononumerireali positivi, dagl + - =1sqgue:a+b=abh.

L’enunciatoe vero: bastaswolgerei calcoli. b

Nota L'ipotesichei duenumeria, b sianopositivi nonvienesfruttatanei calcoli, quindi
I'enunciatoe veropiu in generaleanchesenzajuestdimitazione(vannosoloesclusii valori
a=0, b=0). Sinoti pew che,deitre casia priori possibili: numeri entrambipositivi,
un numeropositivo e 'altro negativo, numeri entrambinegativi, quest’ultimonon si pud
presentare.Infatti daa < 0, b < 0 segue che anchei rispettvi reciproci sonoentrambi
negativi; pertantda sommadi tali reciprocié ancoraun numeronegativo, e dunquenon pud
esserd.

2.2.1Sonoverela prima,laterzaela quartauguaglianzdconsguenzalelleproprietiformali
delle operazioni). Sonofalsela secondae la quintauguaglianzabastadareun esempio,
attribuendoopportunivalori numericiada,b,c,d , peres.a=b=c=d =1).

Nota E importanterifletteresullastrutturadelledomanden cui si articolaguestoquesito
e sulla strutturadelle rispettie risposte. Le domandecontengonadei “quantificatori uni-
versali” espressialle parole“qualunquesianoi numeri..” (unaformulazioneequialente
poteva essere:per tutti i numeri..”). In situazionidi questotipo, ossiaquandosi trattadi
stabilire seun’affermazion€‘universale”e verao falsa,per provarnela verita occorredare
unadimostrazioneche contemplila totalita dei casipossibili, mentreper provarnela falsi@a
bastaesibireun esempio.Infatti un’affermazionesi considerdfalsa”, quandola negazione
dell'affermazionee “vera”; inoltre, la negazionedi un’affermazionée‘universale”:“Per ogni
... vale..” eun’affermazione‘esistenziale”“Esistealmenoun... peril quale... nonvale”.
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2.2.2Perla legge di annullamentalel prodotto(vedi sopra,soluzionedell’esercizio2.1.3)
I'equazionecercatee:
11
(x+1)(x—4) (x— §> =0.

Nota Anche ogni altra equazioneottenutamoltiplicandoentrambii membridella pre-
cedenteper un numerodiversoda 0 soddisé alle condizionirichieste,peres. (x+ 1)(x—
4)(3x—11) =0.
2.2.3x> —v/2.

2.2.4Riducendaallo stessadenominatoree uguaglianda coeficienti al numeratoregi si
riconduceal sistema:
c+d=0
bc+ad=1
che,risolto nelleincognitec,d da:
1

C:b—a a—b’

2.2.5Swlgendoi calcoli:
(U= YV)?+ v+ yu)? =3 +VP) + Y2 (U +VP) = (0 +Y7) (P + V7).

Nota In generalepartendoda altre espressiondi quartogradoin piu variabili, non e
dettochequestesianotrasformabiliin prodottidi duefattori di secondayrado.

2.2.6L’espression@x® — 2xy + 2y pud esserescrittain un’infinita di modi comesommadi
quadrati.Peres.:

(€ = 2+y%) + 2 +y? = (x=y)? + (V202 +y2.

Nota E altres possibiletrasformarda stessaspressiona sommadi duesoli quadrati.
Bastaricorrereal classicgprocedimentmotocome“completamentael quadrato”.Si spezza
I'espressione@latain duecomponenti:

3 — 2y + 2% = (3 — 2y + ky?) + (2— K)y?
e si determinak in modocheil polinomio 3x? — 2xy + ky? risulti un quadratoperfetto. Cid
accadegerk=1/3:
2

1 1
32yt 3y = (V=)

Perk = 1/3 anchd’altra componentg@uo esserescrittasottoformadi quadratqerfetto:
1 5 5 \?2
(2— é)yz = §Y2 = (\/;Y)
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dacuila tesi.

L’espression@x? — 6xy + 2y? non pud esserescrittacomesommadi quadrati. Perpro-
varlo, bastaosserarecheattribuendoopportunivalori alle variabili x, y I'espression@assume
valori negativi, mentreunasommadi quadratideve esseresempre> 0. Peres. si prenda
x=y=1.

2.2.711 quozientedella divisione del polinomio A = x* peril polinomioB=x*>+1&Q =
x? —1 eil restoé R= 1. Questofattosi esprimemediante’uguaglianzaA = B- Q+ R che
nel casospecificodiventa:x* = (x2 + 1)(x2 — 1) 4 1.

2.28Dal0<a< bsegueg > 1 > 0.

b
2.2.9Siah la misuradellato piu corto. Allora (vedi Figural):
k
k:h=h: >
k
uindih= —.
° V2
k/2
: h
k
Figural.

2.2.10L’equazionev/x? = x ammettecomesoluzioneognivaloredi x talechex > 0.

Nota | valori di x percui x < 0 invecenonrisolvonol’equazione.Infatti in tal casosi ha
identicamentey/>2 = —x.

L'equazioney/x? + 3 = 2x ammettd’unica soluzionex = 1.

Nota Il procedimentaisolutivo basateull’elevamentaal quadratadi ambedué membri
da luogo ad un’equazionai secondagradox? + 3 = 4x? cheammetteduesoluzioni: +1 e
—1. Mala soluzionenggativa va esclusain quantononverifical’equazionedi partenza.
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2.2.11l adisequazione- +x > 2 e verificataperognix maggioredi O e diversodal.
L'insiemedelle soluzionipuo esserescrittoanchenellaforma

(0,1)U(1,00).

1
La disequazione——— + 2 > 0 & verificataperognix > —5.
a 15 - pereg

Possiam@nchescriverechex & soluzionesee solose
X € (—5,m).

2.2.12E sbagliatail passaggiaa(6) a (7). Infatti 'uguaglianzatrai quadratidi duenumeri
nonimplical’'uguaglianzatrai numeristessi.Quindida(6) si puo dedurresoloche

a—-c=b-c oppure a—c=-b+c
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Tema3
Insiemi,elementidi logica,calcolocombinatoriofrelazionie funzioni

3.1 Quesitidi livello base

3.1.1 Siconsiderind seguentienunciati:*n € un multiplo di 3 0 € un numeropari, e inoltre
eminoredi 20”; “n € un numeropari minoredi 20, oppuree multiplo di 3 e minoredi 20” (n
e unnumeronaturale).Interpretareconespressioninsiemisticheé dueenunciati.

3.1.2 lllustrare e giustificare(con un controllo su diagrammidi Eulero-\enn)la formula
insiemisticalAUB)NC = (ANC)U(BNC).

3.1.3 Sia p I'affermazione*ogni numeronaturalemaggioredi 1 € sommadi due numeri
dispari”. Esprimerd’affermazion€‘non p” (senzausareespressioncome“non e vero che
).
Stabilirepoi se p &€ veraoppure“non p” e vera.

3.1.4 In quantimodin personesi possonsederesuunapancadntornoauntavolo circolare?
(Dueschieramentsi ritengonoaindistinguibili soloseciascuncommensal@éalo stessovicino

di destrae lo stessowvicino di sinistra).

3.1.5 Quantesonole colonnepossibilinellaschedinalel Totocalcio?

3.1.6 Nell'insiemedeinumerinaturali,comesi pud caratterizzaré sottoinsieme&s= {1,3,5,7,9}?
Conaltre parole:trovareunapropriet caratteristicali S, cioe unaproprieta chesiaveraper

tutti e soli gli elementidi S.

3.1.7 Datigli insiemiA= {1,2,3,4}, B={a,b, c}, quantesonole applicazioni(le funzioni)

di Ain B?

3.1.8 Quantisonoi sottoinsiemidell'insiemeA = {1,2,3,4}?

3.1.9 Nello schemalellaFigura2, tuttele freccehannail significatodi “... € maggioredi ...”;

c’e un circolettovuoto: in questoscriveteun numeronaturalecherispettile frecce. Manca

anchequalchefrecciafra i numeridello schematracciatele freccechecolleganoi numeri
scritti.

3.2 Quesiti cherichiedono maggiore attenzione

Alcunedelledomandeche seguonopossonasembare “non matematibe”, perché nonsi
parla di numeri,di figure, di insiemi, ... Ma richiedonoqualche sempliceragionamentog
quindisonoutili per saggiare le capaciti matematibe
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3.2.1 Trale applicazionidi cui si parlanell'esercizio3.1.7, ce ne sonodi suriettve? di
iniettive?di biiettive?

3.2.2 Sianos,t duesggmentidi lunghezzaliversatraloro parallelie nonallineati. Disggnate,
seesistonole seguentiapplicazioni:

e un’applicazioneiiettivafraset,
e un’applicazioneniettivadi sin t chenonsiabiiettiva,
e un’applicazionesuriettvadi s sut chenonsiabiiettiva,

e un'applicazionechenonsiainiettiva né suriettia.

3.2.3 NellaFigura3 sonosegnatialcuninumerie alcunefreccefra essi(questavoltatuttele
freccepossibilisonostatetracciate).Checosapossonaignificarequesterecce?

3.2.4 Nell'insiemedellerettedel piano,fareun esempiadi unarelazioned’equivalenza.
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3.2.5 Datele funzioni f, g tali che f (x) = 2x, g(x) = X2, costruitele funzioni chesi ottengono
componend@ saguitoda f (cioe f og), e, rispettvamente,f seguitodag (ciog go f).

3.2.6 In un’isolaogni abitantee un cavaliere(e alloradice semprda verita) o un furfante(e
alloramentesempre)IncontriamodueabitantiA, B checi fannoquestedichiarazioni:

A: “lo sonoun cavaliere”
B: “Aeunfurfante”.
A e uncavaliere?e B? Si puo risponderea questedomande?
3.2.7 Esprimeresenzausarel “non” la frase“Non € verocheGigi € buonoe attento”.
3.2.8 L'insieme{A,C,N,O,R} & caratterizzatalallaproprietidi essere:

a) l'insiemedelle prime 16 lettere tolte alcunedi esse
b) 'insieme delleletteredellaparolaANCONA

c) 'insiemedelleletteredellaparolaANCORA

d) l'insiemedelleletteredellaparolaANCORASGIO.

3.2.9 Sianop, q dueproposizioni;supponiamaheda p si possadedurreg. Checosaaltro si
puod certamentelire?

a)da(non p) si pud dedurre(nonq)

b) da(nonq) si puo dedurre(non p)

c) daqg si pud dedurrep

d) nessunalelle affermazioniprecedenti.

Scrivereal postodi p e di g dueproposizionimatematichepportunen modochedalla
primasi possadedurrela secondaQualechiamerestépotesi?Qualechiamerestéesi?

3.3 Rispostecommentate

3.1.1 Indichiamocon A, B, C rispettvamentegli insiemidei numeripari, dei multipli di 3,
dei numeriminori di 20: le espressiontercatesono(AUB)NC e (ANC)U (BNC).

3.1.2Bastaosserarei due“diagrammidi Eulero-\enn” nellaFigura4. In quellodi sinistra
AU B e rappresentataalla regione tratteggiataverticalmente C dalla regione tratteggiata
orizzontalmenteg la zonaguadrettataappresentéAUB) NC. Nel secondosonoevidenziati
(ANC) e (BNC): lazonatratteggiatain unmodoo nell’altro rappresentgANC) U (BNC). |

risultati finali sonouguali. L'uguaglianzasi esprimeanchedicendoche“l'unione di insiemi
e distributivarispettoall’intersezione”.

3.1.3 L'affermazioné'’non p” €“ci sononumerinaturalichenonsonosommadi duenumeri
dispari”. Essaé vera, mentrep e falsa(un numerodisparinon & sommadi due numeri
dispari).
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Figura4.

3.1.4 Nel casodellapancaallafine ci sarannan postioccupati:al primo ci pud andareuna
qualunquedelle n personeal secondaunadelle rimanentin — 1: abbiamofinoran(n— 1)
possibilitai. Al terzopostopuo andareunadelle rimanentin — 2 persone,.. . Perl'ultimo
postorestaunasolapossibilia. In tutto i modi di sedersisonotanti quantoil prodottodei
primi n numerinaturali(lo si indicaconn!). Intornoa un tavolo circolare,facciamosedere
unapersonan un postoqualsiasi(che alla fine non sam distinguibile dagli altri, percte il
tavolo e circolare). Tutto dipendeda comele restantin — 1 personesi siedononei restanti
n— 1 posti,e questopud avvenirein (n— 1)! modi.

3.1.5 Ci sonotre possibilita perla prima partita, tre perla seconda:combinandoléra loro
abbiamaallora9 = 32 possibilit. Sesi tienecontoanchedellaterzapartita,si hanno27 = 33
possibilia. ... Pertuttele 13 partite,le colonnepossibilisono3*3,

3.1.6 Sitrattadi trovare unapropriefs numericache siaveraper ogni elementadi S, e per
nessuraltro. Peresempio:S e I'insieme dei numeridispariminori di 10 (osseratechec’e
nascostéa congiunzionée’: “... eunnumerodisparieinoltre @ minoredi 10”). Nonsarebbe
correttorisponderé'sononumeridispari”, percte vi sononumeridisparichenoncompaiono
inS.

3.1.7 All'elemento 1 possiamaassociare, oppureb, oppurec; poi a 2 possiamaassociare
a, oppureb, oppurec, e cod via. In tutto si hanno3* applicazioni.

3.1.8C’eil sottoinsiemevuoto;poi 4 sottoinsiemformati daun soloelementopoi 6 formati
dadueelementi({1,2},{1,3},...,{3,4}); 4 di tre elementi(ciascunosi ottieneeliminando
unodeiquattroelementi);infine A stessoln totalel+ 4+ 6+ 4+ 1 = 16 sottoinsiemi.
3.1.91In bassoa sinistramancaun numero,minore di 3: puo trattarsidi O, di 1 o di 2.

Prendiamaoper esempio2: occorretracciareunafrecciada5a2eal,da4 a3, da2a
1.
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3.2.1Vi sonovarie applicazionisuriettve di A in B. Ne otteniamounaassocianda 1,2, 3,4
rispettvamentea, b, ¢, c. Nonvi sonoapplicazioniniettive, percte dueelementidi A debbono
averelo stessaorrispondenteln particolarenonvi sonoapplicazionibiiettive di A in B.

3.2.2Esistonomolte applicazionidi ciascunadei tipi richiesti. Ad esempioquellein Figura

5.

A
"
/A
[ U
! \
/ \ A
/ \ /N
i \ /N
/ \ / \
/ \ / \
/ \ / \
/ \ / \
/ (N \
S 4 e .
/ \ N
A /B ‘\
/ /
\ \
/
/ , \ \
ti | 4 4 A |

applicazionesuriettva (i punti
daA aB compresasi proiettano
daO; gli altri daU)

Figurab.

3.2.3Unapossibilerispostag: “... e multiplodi ...
3.2.4Un esempigoossibilee: “due retter, s nonhannopunti comunio sonocoincidenti”.
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Un altro possibileesempicil seguente.SiaP un puntoarbitrariodel piano;dueretter, s
sonoequivalentisepassan@ntrambeperil puntoP oppureseentrambenonlo contengono.
Le rettedel pianorisultanoin questomodosuddvise in dueclassidi equivalenza:le rette
passantperP (unaclassek tuttele altre (I'altra classe).
3.2.5Si osserviche(f og)(x) = f(g(x)). Postoy = f(X) = 2x, sihaz=g(y) = g(f(x)) =
(2x)2 = 4x?: quindi (go f)(x) = 4x°. Invece(f o g)(x) = 2x°.
3.2.6A e B sonocertamentali tipo diverso,percle fannoaffermazioniopposte.Non si puo
dire altro: A pud esseraun cavaliere, e B un furfante; oppureA ha mentito, e allora e un
furfante,e B hadettola verita, ede un cavaliere.

3.2.7NegarecheGigi abbiatutt’e duele qualita, vuol dire cheglienemancaalmenouna,cioe
noné&buonoo nonéattento.E dunquecorrettaa rispostdGigi & cattivo o disattento”.Spesso
si credechela rispostagiustasia“Gigi € cattivo e disattento”:manonsi pud pretenderehe
Gigi abbiatutt’e duele ‘qualita negative’.

3.2.8Rispostagiusta: c). La b) nonvabenepercte nellaparolaANCONA mancaa “R”; la
parolaANCORASGIO contienetutte le lettereA, C, N, O, R, macontieneanche'G” e “I”.
Quantoalla rispostaa), € verochel'insieme {A, C, N, O, R} si ottieneprendendde prime
16 lettere e togliendonequalcuna,ma non si pud dire chein questomodo si ottenga solo
taleinsieme,e quindi nonsi puo dire cheessosial'insieme cos fatto (la domandasi potera
formulareanchedicendotrovateunaproprieti caratteristicalell'insieme{A, C,N, O, R}™:
guellaespressalallarispostaa) non si pud considerarecaratteristicger il nostroinsieme,
percté nonvieneprecisataquali letteresi debbandogliere).

3.2.9Rispostagiusta:b). Infatti sesi affermachela tesiq e falsa,cioe che“non q” evera,non
puo essereveral'ipotesi p (altrimenti sarebbeveraancheq); quindi da“non g” segue“non
p’. Esempio:p: “ll quadrilatercABCD ¢ unrettangolo”;qg: “ll quadrilatercABCD si pud
inscriverein unacirconferenza”.Osserate chea) nonva bene,comesi vededall’esempio:
se ABCD non €& un rettangolo,nonsi puo dire chenonsiainscriibile in unacirconferenza.
Anchec) nonvabene perlo stessanotivo.
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Tema4d
Geometria

4.1 Quesitidi livello base

4.1.1Ass@natitre segmentile cui lunghezzamisuranarispettvamentea, b, ¢, esistesempre
untriangolocheli ammettecomelati? Seil triangoloesiste spiggarecomesi costruiscecon
rigae compasso.

4.1.2 Spiggarecomesi costruisceconriga e compassda circonferenzanscrittae la circon-
ferenzacircoscrittaad un triangolodato. Realizzareeffettivamenteali costruzioni.

4.1.3Dimostrarele seguentiproposizioni:

a) in ogni quadrilateroinscritto in unacirconferenzda sommadegli angoli oppostié un
angolopiatto;

b) in ogni quadrilaterocircoscrittoad unacirconferenzda sommadelle lunghezzedi due
lati oppostie ugualeallasommadellelunghezzeadegli altri due.

4.1.4Dimostrarele seguentiproposizioni:

a) lasommadgyli angoliinternidi un poligonocorvessoce ugualeatanti angolipiatti quanti
sonoi lati del poligono,menodueangolipiatti;

b) la sommadggli angoliesternidi un poligonocorvessce ugualea dueangolipiatti.

4.1.5Nel pianoriferito a coordinatecartesian@rtogonali:

a) scriverel’'equazionedellarettachepassaeril punto(2, —1) ede perpendicolarallaretta
4x—3y+12=0;

b) determinarda distanzadel punto(—3,2) dallarettadx —3y+12=0;

c) scriverel’equazionedellaretta (e unasola?) passantgeril punto(0,0) e tangentealla
circonferenza® +y? — 2x+y=0.
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4.1.6Due sferehannorispettvamenteareaS;, S, e volumeVy, Vo. Conoscendd rapporto
% = h (numeropositivo) determinarel valoredel rapporto%.

4.1.7 SiaK un cilindro circolareretto illimitato (formato cioe dalle rette che passaner

i puntidi unacirconferenzeL e sonoperpendicolaral pianoy dellacirconferenzastessa).
Esaminandde intersezionidi K conun pianoTr, in relazionea diverseposizionidi 1t dire

qualidei sgguenticasisi posson@resentare.

L'intersezionee: a) unaellisse,b) unaiperbole,c) un ramodi iperbole,d)unaparabola )

unacirconferenzaf) unaretta,g) duerette,h) trerette,i) un punto,l) nessurpunto.

4.1.8Sappiamahel’intersezionedi duepianidistinti dello spaziopud esserali duetipi: a)
unarettacomuneai duepiani, b) I'insiemevuoto,quanda piani sonotraloro paralleli.

Si chiededi elencareanalo@mentetutti i possibilitipi di intersezionehesi posson@resen-
tarecontre piani distinti dello spazio.

4.1.9Datenello spazioduerettesghembe, s quantisonoi pianiche
a) contengona e sonoparallelias?
b) contengona e sonoperpendicolara s?

Si osservichela rispostaalla secondalomandasigeunadistinzionedi casi.

4.2 Quesiti cherichiedono maggiore attenzione

4.2.1Sianodati nel pianounacirconferenz& e un puntoP nonappartenenta C. Trovare
trai puntidi C, quellopil vicino aP e quellopit lontanodaP. Giustificarela risposta.

4.2.2Si considerila proposizione'in untriangolorettangolda bisettricedell’angolorettoe
la medianaelativa al catetomaggioresonoperpendicolari” Dire setale proposiziones vera
o falsa.Seé veradimostrarla;see falsariconoscereseesistequalchecasoparticolarein cui
esse vera.

4.2.3Si considerind seguentienunciatichesi riferisconoal pianoeuclideo:

a) assedi unsegmentoAB ¢ la rettapassant@eril puntomediodi AB e perpendicolaralla
rettacontenentd segmento;

b) assedi unsegmentoAB eil luogodei punti del pianoequidistantidai punti A e B.
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In alcunilibri di testol’enunciato(a) € assuntaomedefinizionedi assee quindil’enunciato
(b) @unteoremacheesprimeunaproprietadell’assestessoln altri libri di testo,al contrario,
(b) & assuntocomedefinizione,mentre(a) esprimeun teorema. Analizzarese questifatti
sonoin contraddiziondraloro.

4.2.4Datein un pianodueretteperpendicolaristudiareil luogodei punti del pianotali che
la sommadelleloro distanzedatali rettenonsuperil.

4.2.5Nel pianoriferito acoordinatecartesian@ datountriangolodi vertici A, B, C. Costruire
unalgoritmoperstabilireseun puntoassgnatoP si trova all'interno, sulbordoo all’esterno
deltriangolo.
Risolvere effettivamenteil problemafacendouso dell’algoritmo costruitonel casoin cui i
punti assgnati abbiano rispettvamenteje coordinate:A = (1,3), B=(6,7), C = (5,-1),
P=(33).
4.2.6Nel pianoriferito a coordinatecartesian@rtogonalimonometrichex, y) si considerila
famigliaF di curve (luoghigeometrici) rappresentate| variaredel parametraealea, dalle
equazioni

a® +y? +X+y) + (x+y) =0.
Riconoscereal variaredi a, la naturadei luoghi geometriciappartenentalla famiglia F .
NellafamigliaF vi sonodellecirconferenzetrovareil luogodeiloro centri.
Fissatoun valorerealepositivo r, esistonccirconferenzedi F di raggior? quante?
Primadi risponderea questoquesitoenunciarecon precisionecosasi intendeconla espres-
sione“equazionali unacuna” oppure‘equazioneadi unluogogeometrico”.

4.2.7Nel pianoriferito acoordinatecartesian@rtogonalimonometrichéx, y) si considerino
i luoghi dei puntirappresentatialle seguentiequazioni:

a) X +y?—1=0,

b) x*+y*=0,

c) X +y?+1=0,

d) X2 +y*+2xy =0,

e) X2 +y?>+xy=0,

f) X*—y?=0,

g) X4+ y24+2x+2y+2=0,
h) (x*—1)2+y?>=0.

Dopoaverdatounadefinizioneprecisadi “equazioneadi unluogodi punti”, riconoscerejuale
delleprecedentequazionrappresenta:
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i) nessurpunto,
i) unpunto,
iii) duepunti,
iv) unaretta,
v) duerette,

vi) unacirconferenza.

4.2.8Nel pianoriferito a coordinatecartesianertogonalimonometrichéx, y), sial il luogo
deipuntile cui coordinatesoddisanoalla equazione

f(x,y)=0

(con f(x,y) polinomionellevariabili realix, y).
Dire qualidelle seguentiaffermazionisonoveree quali false,giustificandde rispostedate.

a) Un puntononpuo essergappresentatdaunasolaequazionen x ey;
b) L eunarettasee solosef(x,y) &di primogrado;

c) L éunacirconferenzaee soloseperognix, y, sihaf(x,y) = f(—x,—y) einoltre f(x,y)
noncontieneil terminein xy;

d) L & unacirconferenzase e solo se, perogni x, y si ha f(x,y) = f(y,x) e f(x,y) €un
polinomiodi secondgradoin cui mancail terminein xy.
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4.3 Rispostecommentate

4.1.1Perrispondereaalla domandgostaoccorrericordarela notaproprieg deitriangoli: “in
ognitriangolociascunlato € minoredellasommadegli altri due”. Di consguenzde misure
assg@nateperle lunghezzalei sgmentidevonosoddisérele tre disuguaglianze

a+b>c, b+c>a c+a>h

Tali relazionisononotecol nome“disuguaglianzeriangolari”.

Per costruiregraficamental triangolo si pud procederecome segue. Fissatouno dei tre
segmentiassgnati, sia per esempicAA quellodi misuraa, si traccinole circonferenzeB,
C chehannorispettvamenteraggi di misurab e ¢ e i cui centri sonorispettvamentesugli
estremiA e A’ del sggmento.

SeB eC siincontrandn duepuntidistinti P e Q, i triangoli AA'P oppureAA'Q sonole figure
cercate.SeP = Q (e quindi P & sullarettaAA) oppureB e C nonhannopuntiin comune,jl
triangolocercatononesiste.

Gli ultimi duecasisi verificanorispettvamentenelle seguentieventualif. SihaP = Q seal
postodi unadelle disuguaglianzei haunaidentita e quindi uno dei segmentie ugualealla
sommadegli altri due. Le circonferenzeB e C sonoprive di puntiin comuneseunadelle
tre disuguaglianzeion & verificata,senzachevalga al suopostounaidentita. Si osserviin
propositoche,essenda, b, c maggioridi zero,al pill unadelletre disuguaglianz@uo essere
violata.

Lo studentes invitato a realizzareeffettivamentda costruzionandicata,assumendoa = 2,
b = 3, c = 4 (misureespresseispettoad unaunita di misuraprefissata).

4.1.2Sitrattadi un classicoesercizida cui soluzionesi trova suognilibro di testo.Ricordia-
mo cheil centrodellacirconferenzanscritta(incentro)eil puntodi incontrodelle bisettrici
degli angolideltriangolo;il centrodellacirconferenzaircoscritta(circocentrok il puntodi

incontrodegli assidei lati deltriangolo. Lo studentes fortementeinvitato a realizzareeffet-

tivamentda costruzioneichiestae ad accompagnarlaon unabreve giustificazionescritta,

senzdarericorsoin un primo momentcadalcunlibro. Terminatol’eserciziosa@a opportuno
controllaresullibro di testola correttezzae la adeguatezzalel procedimentseguito.

4.1.3a) SiaABCD il quadrilateranscrittoin unacirconferenzali centroO (Figura6). Ri-
cordiamoorail nototeoremd'ogni angoloalla circonferenza la met dell’angoloal centro
cheinsistesullo stessarco”.

Consideriamayuindi gli angoli BAD e BCA?D del quadrilatero:ciascunadi essie la meta
di unodeidueangolial centroindividuati dalle semiretteOB e OD (I'uno corvessce I'altro
concao o, eventualmentegntrambipiatti).

Poicte la sommadi questidueangolial centroe in ogni casoun angologiro, la somma

N A
BAD + BCD risultaugualead un angolopiatto.
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Figura6.

b) SiaABCD il quadrilatercircoscrittoadunacirconferenzali centroO e sianoH, K, L, M
rispettvamente puntidi contattodeilati AB, BC, CD, DA (Figura7).

Ricordandole propriet delle tangentiad una circonferenzacondotteda un suo punto
esternosi hannole sgguentirelazionitrale lunghezzealei sgmenti:

AH =AM, BH =BK, CL=CK, DL =DM.
Da questeuguaglianzesommandanembroa membrosi ottiene:
AH+BH+CL+DL =AM+ BK+CK + DM,
cioe
AB+CD =BC+AD.
Ossewazione Le proposizioni(a), (b) sonocondizioninecessarieffinché un quadrilatero

sia, rispettvamentanscritto oppurecircoscrittoad unacirconferenzaQuesteduecondizioni
sonoperd anchesuficienti. Siinvitail lettoreinteressat@darneunadimostrazione.

4.1.4a) SiaABCDEF-.... un poligonocorvessadi n lati (e quindin vertici) e P un suopunto
interno(Figura8). Congiungendd® successiamenteconi vertici del poligonosi ottengono
tantitriangoli quantisonoi lati del poligonostessocioe n.

La sommadgyli angoliinternidi tutti questitriangoli € dunquen angolipiatti; sottraendo
daquestssommadueangolipiatti (ciog I'angolo giro costituitodallasommadi tutti gli angoli
di tali triangoli aventi vertice P) si ottienela sommadegli angoli interni del poligonoche
risultaquindiugualea (n— 2) angolipiatti.

b) Comee notoin un poligonocorvessosi chiamaangoloesternaoin un genericovertice
H I'angolo formatodallasemirettadi origine H, checontieneuno dei duelati del poligono
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Figura?.

B

Figura8.

44



uscentida H, e la semirettaoppostaa quella che contienel’altro lato per H. Dunquein
ogniverticedel poligonola sommadell’angolointernoe di un angoloesternaelativo aquel
verticee ugualeadunangolopiatto. Seil poligonohan vertici, la sommadi tutti i suoiangoli
interni e deirelatvi angoli esternié dunquen angolipiatti. Poicte & noto (proposizionga))
chela sommadegli n angoliinternié ugualea (n— 2) angolipiatti, senededucechela somma
degli n angoliesternié ugualea dueangolipiatti.

415
a) 3x+4y—-2=0;
b) ladistanza ¢;

¢) Larettatangentes unicapoiché il puntoassgnatoappartienealla circonferenzaja sua
equazion@2x—y=20.

4.1.6 Osserviamache I'area S e il volumeV di unasferadi raggior sonoproporzionali

i - 203 S _ 1 s =
rispettvamentear< er®. Neconsgueh= - = = equindi - = = = hs.
S rs A\ rs

4.1.7Indichiamocon | l'intersezionedi K contt Seil pianoT & paralleloal pianoy, I'in-
terseziond & unacirconferenzasei piani 1t e y si incontranosenzaessergerpendicolari
l'intersezionel eunaellisse;seT e perpendicolaraylintersezionel potraessereostituita
daduerette,unarettaoppuresa@ privadi punti, secondahelarettar, intersezioneli tcon
y, € secantetangenteoppureesternalla circonferenz4 .

In conclusionej casichesi posson@resentarsono:(a), (e), (f), (g), ().

4.1.8Le possibiliintersezionidi tre piani distinti dello spaziosono:
a) unarettar comuneai tre piani;

b) unsolopuntoP, quanda piani siincontranca duea dueseconddre rettedistintea, b, ¢
chepassangerP;

¢) l'insiemevuoto,quanda tre pianiassumonanadelle seguentiposizionireciproche:

i) sonoparallelitraloro;

i) siincontranoa due a due secondatre rette distinte e parallelea, b, c (i tre piani
formanocioe in questocasoun prismaillimitato di sezionetriangolaree spigoli
a,b,c);

iii) duedei tre piani sonoparalleli e questi,a loro volta, incontranoil terzo piano
secondaluerettea, b puredistintee parallele.
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4.1.9a) Vi e esattamentein piano che contiener ed & paralleloa s (cioe non ha punti in
comunecons). Essoeil pianodeterminatadar e daunagualunqueettas cheé parallelaa
sechepassaerunpuntodir.

b) Sele rettesghembe e s sonoortogonaliesisteesattamentan pianochecontiener ed
e perpendicolar@ s. Essoe il pianodeterminatadallarettar e dallarettat perpendicolare
comunear es. Ser es, sghembenonsonotraloro ortogonaliil pianorichiestononesiste.

* * *

4.2.1Risoluzionesintetica.

Seil puntoP e centrodi C, i puntidellacirconferenzaannotutti la stessalistanzadaP. Sia
dungueP diversodal centroC di C. | punti cercatisonoi punti M, N intersezionedi C con
la rettaPC. Perdimostrarloconsideriamad esempiail piu vicino a P dei duepunti M, N:

siaessoM. Il cerchioM, di centroP e passant@erM, étangenteaC in M, essendda retta
passant@perM e perpendicolara PC tangenteeomuneaC e M . DunqueC e M nonhanno
puntiin comuneoltreaM, e quindiM & tutto esternoo tuttointernoa C, secondahelo &il

puntoP. Allora la distanzada P di un qualsiasipuntoX di C, € maggioreo ugualea quella
di M daP. Ragionamentanalogaoperil puntoN.

Risoluzioneanalitica.

Perprocedereaalla risoluzioneanaliticae necessarion primo luogo scegliere in modo op-
portunoil sistemadi riferimento. Tale sceltava fattain mododa poteresprimerd dati del
problemanellaformacherendai calcolielaletturadeirisultatipiu semplicechesiapossibile,
avendoper curadi nonlederela generalid delleipotesi.

Supponiamara cheil puntoP siadiversodal centroC della circonferenza.Possiamo
fissarenel pianoun sistemadi riferimentocartesianqortogonalemonometricolaventel’o-
rigine degli assinel centroC e I'assedelle ascissecoincidentecon la rettaCP orientatoin
modocheP abbiaascissagositiva. Assumiamda lunghezzadel raggiodi C comeunita di
misura.ln tal casola circonferenz& avraequazione? +y? = 1 eil puntoP avracoordinate
(t,0), cont > 0. SeX = (a,b) & ungenericopuntodi C, la distanzad traP ed X sa@a data
dad? = (a—t)2 +b?. Ricordandachea? +b? = 1 sihad? = t2 — 2at 4 1 e quindi, set # 0,
d & minima o massimaal variaredi a secondoche € minimo o massimail valore (—2at).
Poicke il campodi variabilitadi ae —1 <a < 1, il minimo valoredi d si avra pera= 1,
il massimapera = —1. Il puntodi C piu vicino e quello pit lontanoda P sarannadunque,
rispettvamente,(1,0) e (—1,0). Si confermain questomodolo stessaisultatogia trovato
pervia sintetica.

SeP coincideconC, tutti i puntidellacirconferenzaannola stessalistanzadaP.

4.2.2 La proposizionee falsaperche esistealmenoun contro-esempiojnfatti in un trian-
golo rettangoloisoscelela bisettricedell’angolo retto € perpendicolarall'ipotenusa. La
proposizionee inveceverasee soloseunodeicatetihalunghezzaloppiadell'altro.
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4.2.3Entrambéde proposizionposson@sserassunteomedefinizionedi asseli unsegmen-
to e quindi I'altra proposizionepud costituirel’enunciatodi un teorema.La sceltadipende
essenzialmentdallenozionichei diversilibri di testovoglionoconsideraraotee daglistru-
mentiteorici chesonoa disposiziongerswlgerela dimostrazione.

Ad esempiosenello swlgimentodellateoriavieneintrodottapreliminarmentda nozionedi
riflessione(simmetria)rispettoad unaretta(ed € quindi notal’'esistenzae unicita dellaretta
passant@erun puntoe perpendicolaradunarettadata)la pit naturaledefinizionedi assedi
un sggmentoe formulatadall’enunciato(a). In questocasola proposiziongb) esprimeuna
importantepropriet delleriflessioni. Occorrea questdine distingueredueeventualit. Sela
riflessioneg statadefinitacomeunaparticolardsometriaallorala validitadellaproposizione
(b) eimmediata.Seinvecela riflessionee statasemplicementelefinitacomeunaparticolare
biiezione,allorala proposiziongb) va dimostratanel contestopit ampioin cui si dimostra
chele riflessionisonoisometrie.

Al contrario,senel libro di testoe stataintrodottapreliminarmentda nozionedi distanza
tra duepunti del piano(oppure,il chee lo stessola nozionedi congruenzara segmentidel
piano) € naturaleallora assumereomedefinizionedi assedi un sggmentol’enunciato(b).
Occorrepoiintrodurrela definizionedi puntomediodi un segmento di retteperpendicolare
il teoremadi esistenza unicita dellaretta,passant@erun puntoassgnatoe perpendicolare
adunarettadata. Con questistrumenti,e sullabasedei criteri di congruenzalei triangoli, &
possibiledimostrarecheil luogodefinitoin (b) € unarettae chetalerettapossiedée propriet
enunciaten (a).

4.2.4(Risoluzioneanalitica).Siassumande dueretteperpendicolarcomeassidi unsistema
di riferimento cartesiangqortogonalemonometrico). Il luogo cercatoe costituito dai punti
P = (x,y) le cui coordinatesoddis&nola disequazionéx| + |y| < 1.

Tale luogo consistenei punti interni e nel contornodel quadratodi vertici (0,1), (1,0),
(0,-1), (—1,0).

4.2.5Un puntoP del pianoé puntointernoal triangolosesi trova, rispettoa ciascunaetta
checontieneun lato, nello stessesemipiancchecontienell verticerestante Perriconoscere
guestofatto bastascrivere I'equazionedi ognunodei lati, poniamoax+ by+ ¢ = 0, e poi
controllarese, sostituendal postodelle coordinatecorrentile coordinatedel puntoP e, ri-
spettvamentedel terzovertice,il primo membrodella equaziongax+ by+ c) assumejn
entrambii casi,lo stess@agno. Il puntoP sarinvecesul bordodeltriangolosecoincidecon
unodei vertici oppurerisultainterno,conriferimentoa duedelle tre rette checontengonao
lati, edappartienenveceallaterzaretta.

Nel casoparticolarepropostde equazionideilati deltriangolosono:rettaAB 4x — 5y + 11 =
0, rettaAC 4x+ 4y — 16 = 0, rettaBC 8x—y—41= 0. Indicatiorai primi membridi queste
equazionrispettvamenteconle espressioni

c(X,y) =4x—5y+11, b(x,y) =4x+4y—16, a(x,y) =8x—y—41
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si ottiene:

c(C)=¢(5,—-1)=20+5+11>0,c(P) =c(3,3) =12— 15+ 11> 0,
b(B) =b(6,7) = 24+28—-16>0,b(P) =b(3,3) =12+ 12-16> 0,
a(A)=a(1,3)=8-3-41<0,a(P)=a(3,3) =24—-3-41<0.

Il puntoP = (3, 3) risultaquindiinternoal triangoloABC.

4.2.6 La proposizione‘la cuna y (oppureil “luogo geometricoy’) e rappresentataalla
equazionef (x,y) = 0” significachey & l'insieme di tutti e soli i puntile cui coordinate
soddiséinol’equazionef (x,y) = 0. In questosensopud ancheaccaderehey nonconteng
punti, oppurechesiacompostalaun solopunto.

NellafamigliaF si trova unaretta(pera = 0) e un punto(il punto(0,0) pera= —1). Per
ogni altro valoredi a i luoghi geometriciappartenentallafamigliaF sonole circonferenze
di equazione

1 1
X2 +y?+ (1+ X+ (1+2)y=0.

Al variaredi a (a# 0, a# —1) essehannocentronel punto(—%};%) eraggiodi lun-

ghezzar = |§%1| Il luogodeicentridi F & dunquecontenutonellarettadi equazione
y = x. Datalerettava esclusail punto(f%, f%) chenon & centrodi alcunacirconferenza
dellafamigliaF (conakusodi linguaggiosi potrebbeanchedire chela circonferenzali F
aventecentronel punto(—%, — %) corrispondeal valore“infinito” del parametraa).
Perognivalorerealepositivo r, le circonferenzeali F chehannoraggiodi lunghezza, sono

dunquequelledi centro(r@,r@) e (—r@,—r@). Perogni valoredi r @ si trovano
quindiin F duecirconferenzelistinte;perr = @ si hainvecel’unica circonferenzali centro
(3.3).

4.2.7Peril significatodellaespressiongequazionedi unluogodi punti” si vedaquantogia

dettonellarispostaal Quesito4.2.6.
Le equazionproposteappresentanaispettvamentej seguentiluoghi:

a) unacirconferenzgcentro(0,0), raggiol);
b) unpunto((0,0));

C) nessurpunto;

d) unaretta(x+y=0);

e) unpunto((0,0));

f) duerette(y =X, y= —X);

g) unpunto((—1,—-1));
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h) duepunti((1,0), (—1,0)).

4.2.8

a) falsa;vedi(4.2.7,b);

b) falsa;vedi(4.2.7,d);

c) falsa;x? +2y? = 1 noné unacirconferenza;
d) falsa;vedi(4.2.7,c),oppure(4.2.7,9).

Dunquenessunalelle proposizionipropostee vera.
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Temab
Successiong funzioni numeriche

5.1 Quesitidi livello base

5.1.1Dati duenumeripositvi aeb, € piu grandda loro mediaaritmetica%b olaloro media
geometrica/ab?

5.1.2Unaprogressioney,ap,as, .. .,an, . .. Si dice aritmeticaquandola differenzatra due
termini consecutii an, 1, a, € indipendentalan.

Dimostrarecheil terminegeneralea, di unaprogressionaritmeticasi presentasempre
nellaformaa, = b(n— 1) + ¢ (peropportunivalori delle costantib e c).

5.1.3Unaprogressioneys, ay,as, ... (con a, # 0 perogni n) si dice geometricaquandoil
rapportotraduetermini consecutii € costante.

Dimostrarecheil terminegeneralea, di unaprogressiongeometricasi presentaempre
nellaformaa, = ¢-b"! (peropportunivalori delle costantib e c).

5.1.4Sonodati un angoloa di 1@ radiantie un angolop di 539 gradi. Verificareche sono
entrambimaggioridi un angologiro e minori di due angoli giro. Dire quali dei duee il
maggiore.Dire inoltre see piu grandeil senodi a o il senodi 3.

5.1.511 numerol+ /2 & razionale? Sommandomoltiplicandoe dividendonumeridella
formax+ y\/2 (conx ey razionali),si ottengoncsemprenumeridello stessdipo?

5.1.6Duranteun breve viaggioin treno,si fannole seguentiosserazioni.

Al sgynaledi partenzajl trenocominciaa muoversiedaumentali velocita percircatre
minuti. Poi prosgue a velocita approssimatiamentecostanteper circa cinqueminuti. A
questopuntoinizia a rallentaree dopodue minuti giungead unastazione dove rimanein
sostaperun minuto.

Quindi il trenoriparte, ed impiega questavolta quattrominuti per raggiungeraunave-
locita costantecherisultaoraun po’ piu elevatachein precedenzaViaggiacos per sette
minuti e infine compieunafrenata,cherichiedequestavolta tre minuti, per arrestarsnella
stazionedi destinazione.

Si chiededi rappresentarguesteosserazioni per mezzodi un grafico, riportandoin
ascissal tempoe in ordinatala velocita. Si tenga presentehela rappresentaziongraficadi
un eventonon pud in nessurcasoessereffettuatacon esattezzassolutaessasaml necessa-
riamenteapprossimatia e sa@a tantopiu precisaquantomaggioree la quantit e I'accuratez-
zadei dati a disposizione.Quello chevienerichiestoin questoesercizioe semplicementd
disggnodi un graficocherisulti coerenteconle informazionifornite.
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1

@ (b) (c)

N
N

(d) (e) ®

Figura9.

5.1.7 Nella Figura 9 sonorappresentatelelle relazionitra numerireali. Quali di queste
possonasserénterpretatecomegraficidi funzioniy = f(x)?

5.2 Quesiti cherichiedono maggiore attenzione

5.2.1Si considerila successione, = 3n—1,n=1,2,3,.... Verificarechesi trattadi una
progressionaritmeticae calcolarda sommadei primi 10 termini.

5.2.2Si considerila successione, = 2-5", n=1,2,3,.... Verificarechesi trattadi una
progressiongeometrica.Quindi calcolareil prodottodei primi suoi4 termini e la somma
deiprimi 5.

5.2.3Un ciclistainizia un periododi allenamentgercorrendd. 0 km il primo giorno,15km

il secondayiorno,20km il terzogiornoe cos via aumentandali 5 km ognigiorno.
Quantichilometrihapercorsaccomplessiamentedopo30 giorni di allenamento?
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5.2.4 Secondaun antico aneddotoorientale,un uomo che aveva resoun importanteservi-
gio allimperatoredella Cina chiese,comericompensatanti chicchi di granoquantise ne
poterano metteresu unascacchieranella manieraseguente: un chiccosulla prima casella,
due chicchi sulla secondaguattrochicchi sulla terza, otto chicchi sulla quarta,e cos via
raddoppiandagnivolta.

Sapendache unascacchiera compostada 64 caselle,quantichicchi di granodovette
darel'imperatoreaquell’'uomo?

5.2.5 Quantecifre sono necessariger scrivere il numero2%4 nellusualebase10? (Per
risponderepud esseraitile saperechelog; 32 = 00,30103..)

5.2.6Dire see piu grandeil senodi un angolodi un radianteoppureil senodi un angolodi
dueradianti.

5.2.7Dimostrareche

sen(a +B) < sem + ser
qualunquesianoa, B € [0,71/2]. Mostrareanchechein qualchecasovalel'uguaglianza.

5.2.8Descrvereperscrittole caratteristichelelle funzioni corrispondentai grafici mostrati
nellaFiguralO.

e

@) (b) (©

FiguralO.

Discuterein particolarela monotonia(crescenzagecrescenzag I'esistenzadi punti di
massimao di minimo relatvi e assoluti.
Questigrafici corrispondonaille tre espressionnumeriche

1

1+x27
Associaread ogni graficol’espressiongil appropriata.

1
y:

A2 _ 1
y=x'-x*, vy X

5.2.9 Nella Figura 1l sonodisegnatii grafici di tre funzioni biettive e delle loro inverse.
Sonoinoltre disegnatii graficidi duefunzioninoninvertibili eil graficodi unafunzioneche
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coincidecon la suainversa. Individuarele duefunzioni noninvertibili, quellache coincide
conla suainversae le coppiedi funzionil'una inversadell’altra.

(h)

Figurall.

5.2.10NellaFigural2 eriportatoil graficodi unafunzioney = f(
LaFigural3rappresentmvecei graficidellefunzioni f (|x|), | f
1), f(x—1), f(2x), f(x/2),—f(x).
Dire qualegraficocorrispondea qualefunzione.

X).
O (XD, F (=), FOx+

5.3 Rispostecommentate

5.1.1E piu grandela mediaaritmetica.Pervederlo,osserviamahela disuguaglianza
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Figural2.

a)&2 > \/ab eequialentealla
b)a+b>2vab, laqualeeequialentealla
c) (a+b)2 > 4ab, laqualeeequialentealla
d)a®+2ab+b? > 4ab, laqualegequialentealla
e)a®—2ab+b% >0, laqualeginfineequivalentealla
f) (a—b)*>0
chee ovviamentesemprevera. Questipassaggmostranachela mediaaritmeticae la media

geometricasonougualisolosei duenumericoincidono.Osserviamanchecheil passaggio
dab) ac) e correttoin quantoentrambii membrisonopositi.

5.1.2 Indichiamocon b la differenzacostantedi due termini consecutii a1 € ay della
successioneSi haallora

(*) an+1=an+b

perognin= 12 3,.... Quest'ultimapud esserénterpretatacomeunaformularicorrenteche
forniscei terminidellasuccessionajnavolta chesianotoil valoredi a;. Postoalloraa; = ¢
e applicandcsuccessiamentda (x), si ottienefacilmentea, = c+ (n— 1)b.

Datoun interopositivo N, la sommadei primi N termini di unaprogressionaritmetica
si puo calcolaremediantda formula

N[o(N — 1) + 2]
.

| calcolieseyuiti nellarisoluzionedel Quesitol.2.1sonoparticolariapplicazionidi questa
formula.

a+...+an=
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@ (b) w © N

L]
. Y, o, M

©) Q) @

Figural3.

5.1.3Lo swlgimentoe analogoa quellodel Quesito5.1.2. Postob = a,+1/an, Si vedeche
i termini dellasuccessionsonogeneratidallaformularicorsvaas.1 = b- a,, unavoltache
sianotoil valoredi a; = c. Di qui siricavala formulaesplicitaa,;; = c-b".

Fissatoun interopositivo N, il prodottodei primi N termini di unaprogressiongeome-
trica si pud calcolaremediantda formula

N(N-1)
a-...ran=cV.b 2

Perla sommadeiprimi N termini di unaprogressiongeometricasi hainvecela formula

pN—1
b—1 -

a+...+any=C¢C-

5.1.4Perconfrontaretra loro angoli dati corvienein generaleicondurli alla stessaunita di
misuraapplicandda notaformula
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misurain radianti = n misurain gradi
~ 180 grad.

Tuttavia in questocasoe sufficienteosserareche,essend® < 1< 4, siha

3n<m@<4n  eche 539=540-1=180-3-1.
Un angolodi 1@ radianti& quindiun po’ piti grandedi tre angolipiatti, mentreun angolo
di 539gradie unpo’ piu piccolo.
Perquantoriguardail valoredel seno,corvieneragionaran modogeometricoFacendo
coincidereun lato di ciascunangolocon I'assepositivo delle x, I'altro lato vienea cadere
nel secondajuadrantanel casodell'angolof e nelterzoquadrantanel casodell’angoloa. II

senodi B risultadunquepositivo, mentreil senodi a risultanegativo. In questocaso.e cioe
I'angolo minoread avereil senomaggiore.

5.1.5Sel+ /2 fosseugualead un numerorazionalem/n, si dovrebbeavereanche
m
V2=—-1.
n

Di consguenza, /2 sarebberazionaleed & ben noto che questoe falso. Peril resto
osserviamahe

(X+YV2) + (U+WW2) = (x+Uu) + (Y+V)V2

(X4+YV2) - (U4 VV2) = Xu+XxvV2+yuv/2+ 2vy = (xu+2vy) + (xv+yu)v2 .

Infine, postocheu e v nonsianoentrambinulli,

(x+yv2) _ (x+yv2)-(U-w2) (u—2vy) (-xv+yu) -

U+W2)  (U+W2)-(u—w?2) Ww—-22  w@—22
Questipassaggimostranochesex e y sonorazionali,sommandomoltiplicandoo divi-

dendonumeridella forma x + y\/2 si ottengonoeffettivamentenumeri della stessgorma.
Nel casodelladivisione,osserviamahee lecito moltiplicarenumeratore denominatorger

. . R u .
u—vv/2. Infatti, u—vv/2 = 0 seesoloseu= v =0, il cheé statoesclusopppure\—/ =2il
cheeimpossibilein quantou e v sono,peripotesi,razionali.
5.1.6Sullabasedelleinformazionifornite daltesto,il graficodellaFigural4 potrebbesssere

giaabbastanzeappresentato.

Tuttavia, unarappresentazionen po’ piu fedelealla realta potrebbeesserefornita dal
graficodellaFigurals.
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Figural4.

5.1.7Nel disggno, abbiamoriportato,comed’uso, la variabileindipendente in ascissa la
variabiledipendentey in ordinata.Unarelazionepuo alloraesserénterpretatacomegrafico
di unafunzionequandde retteverticaliincontranal graficoin nonpiu di un punto.Dunque
(), (c), (f) rappresentanéunzioni, le altre no. Si potrebbeaggiungereche (b) ed (e) rap-
presentandunzioni sesi fosseriportatala variabileindipendentex sull’assedelle ordinate e
la variabiledipendentey sull'assedelle ascisse(d) invecenonrappresentd graficodi una
funzionein nessurcaso.

5.2.1 Consideriamadue termini genericiconsecutii a,.1 € a, e verifichiamochela loro
differenzaé costante.Si ottienein particolare,in questomodo, il valoredi b= 3(n+1) —
1—(3n—1) = 3. Inoltre, pern = 1, si ottienec = ay = 2. Applicandola formularicordata

Figurals.
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nellarispostaal Quesito5.1.2,il valoredellasommadei primi dieci termini risultaugualea
[3-9+42-2)=31.5=155.

5.2.2In questocasosi haa,.1/a, =5 e ay = 10. Applicandole formule ricordatenella
rispostaal Quesito5.1.3,si ha poi rispettvamentel 5625000(eril prodottoe 7810perla
somma.

5.2.3E un’applicazionedi unaformula gia menzionatan precedenza.L’unica difficolta
consistenel riconoscerechei chilometripercorsiogni giorno crescondn progressionerit-
metica,e nell'impostarecorrettamenté dati. Conle solite notazioni,abbiamob =5,c =10
e N = 30. Dunqueil totaledeichilometrié 3—20[5~ 29+ 2-10] = 2475.

5.2.4Anchein questocaso,si trattadi applicareunaformula gia vista. Il totale & datoda
2641,

5.2.5Conoscerdl numerodi cifre che compongonaun numeroequiale a “collocare” il
numerostessdra due successie potenzedi 10, e sene ad avereun’ideadel suoordinedi
grandezza.Perquantoriguardail numero2%4 (che comparva nel quesito5.2.4) possiamo
osserareche

2% = (10M)% = 10PN

dove si & postoN = log;,2. Poicke, comesuggerito,N = 0,30103.., il nostronumeroé
all'incirca ugualea 101929592 ed e quindi compresdra 10'° e 10%°.

5.2.6Cerchiamaper primacosadi arrivarealla rispostacon un ragionamentantuitivo. Ri-
cordandochemt= 3,1415.. > 3, si ossera chel'angolo di un radianteé minoredell’angolo
di /3 radiantie chel’angolo di dueradiantie maggioredell’angolodi 11/3 radiantie minore
dell'angolodi 2m/3 radianti. Interpretanddl senocomela proiezionesull'assey dell’in-
terseziondra la circonferenzaunitariae il lato di ciascunangolo,risulta allora chiaroche
ser? > senl.

Procedenddn manierapiu rigorosa,si puo applicarela formuladi duplicazioneser2 =
2serll - cosl. Comegia osserato, 'angolo di un radiantee strettamenteninoredell’angolo
di 11/3 radianti,percui cosl > 3. Sihaallora

semn2 > 2- %senl =senl.
5.2.7’eserciziofariferimentoallaformuladi addizionedel seno

sen(a + f3) = sercosP3 + cosa ser .

Poiclegli angolidevonoessereomprestrazeroe /2, siail senocheil cosencgononon
negativi. Inoltre, senoe cosencsonosemprenonsuperiorial. Dunque sem cosf3 < sero e
cosa sinf3 < serf. In conclusionesi hasen(a + B) < sem + ser.
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L'uguaglianzacertamentenon vale sea e 3 sonoentrambidiversi da zero. In tal caso
infatti sem e ser3 sonoanch’essidiversi da zero, mentrecosa e cos3 sonostrettamente
minoridi 1. Peravereunesempidn cuisen(a + 3) = sem cosp3 + cosa serP bisognaallora
prenderelmenounodeidueangolia e 3 ugualeazero.

5.2.81l primo graficoa sinistracorrispondead unafunzionecon un asintotoverticalenel-
l'origine. La funzioneé decrescentsianell’intervallo (—o,0) chenell'intervallo (0, 4).

Tuttavia sarebbeerratodire chela funzionee decrescentsututto il suodominio. Infatti, si

ha,peresempiof(—1) < f(1) nonostantehe—1 < 1. Lafunzionenonpresentaé massimi
né minimi, né relativi né assoluti. Questograficocorrispondererosimilmentea quellodella
funzionenumericay = 1/x.

La seconddunzione presentaun asintotoorizzontale. La funzionecresceperx < 0 e
decresceper x > 0. Si ha un massimo(assoluto)per x = 0. La funzionenon ha invece
minimi, nonostanteche la suaimmaginerisulti limitata. Tra quelle date,la funzioneche
meglio si adattaa questagraficody = 1/(1+x?).

La terzafunzionepresentaun massimo(relativo) e due punti di minimo (entrambias-
soluti). Essaha un andamentagualitativo simile a quello della funzione numericay =

X —x2.

5.2.9 Una funzione ¢ biettiva se e soltantose per ogni valore della variabile dipendente
y appartenentall’insieme immaginedella funzione, esisteun unico valore della variabile
indipendente (appartenental dominiodi f), talechey = f(x).

Supponiamdli aver disggnatoil graficodi unafunzionebiettivay = f(x) in un riferi-
mentocartesianojn cui la variabile indipendentex sia riportata,comed’uso, in ascissae
la variabile dipendentey in ordinata. Possiamdaisegnareil graficodi unanuova funzione
y = g(x) sullo stessaiferimentocartesianael modoseguente.Si prendeun numeroa ap-
partenentallimmaginedi f e si risalea quell’'unicovaloreb percui f(b) = a. Quindisi
poneb = g(a). La funzioney = g(x) si dicel'inversadi f. Percostruzionejl dominio di
g coincideconlimmaginedi f. Sottolineiamache questacostruzionehasenscsolose f &
biettiva. Perquestaagione unafunzionebiettivasi diceanchanvertibile. Osserviamanche
chesef einvertibile e g €la suainversaalloraancheg e invertibileel'inversadig e f.

Siay = f(x) unafunzioneinvertibile, e siay = g(x) la suafunzioneinversa. In base
alla definizione,sea appartieneal dominiodi f si deve averea = f(g(a)). In altre parole,
se (a,b) e un puntoappartenental graficodi g, allora (b,a) deve apparteneral grafico
di f, e viceversa. Da un puntodi vista geometrico,due punti del piano cartesianchanno
le coordinate*scambiate”quandosonosimmetricirispettoalla bisettricedel primo e terzo
guadrante.

In basea queseconsiderazioni¢ allorafacile vederechele funzioni noninvertibili sono
la (g) ela (h). La funzionechecoincideconla propriainversag la (c) (il suograficoe infatti
simmetricorispettoalla bisettricedel primo e terzoquadrante) Le coppiedi funzionil'una
inversadell’altrasono(a) ed(e), (b) e (i), (d) ed(f).
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5.2.10Nell'ordine, i graficirichiestisono:(d), (a), (h), (b), (f), (i), (c), (9), (e).
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CAPITOLO Il

Testdi autovalutazione

Il testchesi trova nelle prossimegpaginee compostada30 domandea frontedi ciascuna
delle quali sonopropostecinquerisposte,di cui solounaé corretta. Si dovra rispondereal
testponendaunacrocesullarispostaritenutacorretta.

Il tempomassimoa disposizioneper leggeree risponderea tutte le domandeg di dueore.

C’etuttoil tempoperrispondereconcalma. E' permessd’'uso di libri o di appunti.Non e

permessduso di strumentidi calcolo.

Solo dopoaver rispostoa tutte le domande si possonoconfrontarele proprierispostecon

guellescrittenellatabellapostanellapaginasuccessia al test.

Selarispostaad unadomanda sbagliatasi consigliadi ripetereil ragionamentogercando
di individuaredasoli I'errore commessoprimadi leggerela spiegazionefornita.

Non tutte le domandesonodi pari difficolta e, per tale motivo, per ciascunadi esseviene
fornitaunavalutazionedel gradodi difficolta.
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Testdi autovalutazione

1. Esguendda divisioneconrestodi 3437per225si ottiene:

A. 16 comequozientee 163 comeresto

B. 32 comequozientee 163 comeresto

C. 15comequozientee 163 comeresto

D. 16 comequozientee 62 comeresto

E. nessunalellerisposteprecedente esatta.
2. Il massimacomundivisoredi 228e 444 ¢:

A. 34

B.75

C.12

D.6

E. nessunalellerisposteprecedente esatta.

3. Tutti i numeriinteri positivi minori di 30 chesonomultipli siadi 4 chedi 6 sono:

A. 4,6,8,12,16,18,20,24,28

B. 8,16,24

C.24

D. 4,6,8,16,18,20,28

E. nessunalellerisposteprecedente esatta.

4. Seil prodottodi settenumeriinteri € negativo, allorasi pud esserssicuri chesi ha:

A. tutti i numerisononegativi

B. unoe negativo e gli altri sonopositivi

C. tre sononggativi e gli altri sonopositivi

D. cinquesononegativi e gli altri sonopositivi
E. nessunalellerisposteprecedente esatta.

5. Sea € un numeronegativo, allorail numero—a-+ 3 e:
A. semprepositivo
B. positivo solosea < —3
C. positivo solosea > 3
D. positivo solosea > —3
E. nessunalellerisposteprecedente esatta.
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6. La soluzionedell'equaziondog,(logzx) =3 &

A x=3
B.x=3"
C.x=3
D.x=38

E. nessunalellerisposteprecedente esatta.

7.1l numero,/0,9 € ugualea:
A.0,3
B.0,81
C. unnumerocompresdra0,81e0,9
D. unnumerocompresdra0,9e1l
E. nessunalellerisposteprecedente esatta.

8. PostoK = 9807512783456risulta:
A 102<K< 10!
B.103<K <1072
C.10%<K <1073
D.10°<K <10
E. nessunalellerisposteprecedente esatta.

9. A quantimetri cubi corrispondon@00cm?3?
A 7-100m3
B.7-1074m3
C.0,7m?3
D.7m?
E. nessunalellerisposteprecedente esatta.

10. Si stimacheattualmentda popolazionemondialeaumentidell’1,7% ognianno.Indicata
conP la popolazionenondialeattuale e conQ la popolazionenondialestimatatra un anno,
il legametraP e Q e espressaa:

A.Q=1,0017P
B.Q=1,017
C.Q=117P
D.Q=17P

E. nessunalellerisposteprecedente esatta.
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11. Datoa > 0, la disequazione/a < a e verificata:
A. perognia
B. solopera> 1
C.solopera< 1
D. solopera > 3
E. nessunalellerisposteprecedente esatta.

12. La doppiadisequaziond < x? < 9 & verificata:
A. soloper+2 < x < +3
B. soloper2<x< 3
C.soloper—2<x< 3
D. soloper—3<x< 3
E. nessunalellerisposteprecedente esatta.

13. Ladisequazione
XX —1
X

>0

e verificata:
A. perognix#0
B. soloperx>1
C.soloperx< —1
D.soloperx< —leperx>1
E. nessunalellerisposteprecedente esatta.

14. 1I primo scattodi unaqualsiasitelefonataavvieneal momentodellarisposta.Gli scatti
successi di unatelefonataurbanasi hannocon un intervallo di 340" in tariffa ordinaria
mentrein tariffa seralel'intervallo tragli scattié di 6'40". 1l costodi ogni scattoé 127 Lire.
Pertantdl costodi unatelefonataurbanadi 5' € di 254 Lire sefattain tariffa ordinariae di
127Lire sefattain tariffaserale.ll costodi unatelefonataurbanadi 10’ e di:

A. 508Lire in tariffa ordinariae 254 Lire in tariffaserale

B. 381Lire in tariffa ordinariae 190,5Lire in tariffaserale

C. 381Lire in tariffa ordinariae 254lire in tariffaserale

D. 391Lire in tariffa ordinariae 254in tariffa serale

E. nessunalellerisposteprecedente esatta.
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15.

Il costodel noleggio di unaautomobileé datoda unaquotafissapari a 50.000lire, piu

20.000per ogni giornodi noleggio, pit 100lire perogni chilometropercorso.ll clienteche
noleggial’automobilepertre giorni percorrend@50chilometripaca:

16.

A. 145.000Lire

B. 70100Lire

C. 113.500Lire

D. 460.000Lire

E. nessunalellerisposteprecedente esatta.

Vienechiestoadun bambinobendatadi estrarreduebiglie daun sacchettdon cui vi sono

10biglie bianchee 10 biglie nere.La probabiliticheil bambinoestraga duebiglie neree:

17.

18.

19.

A l/4

B. 56/38

C.9/38

D.9/20

E. nessunalellerisposteprecedente esatta.

La frase“non e verochetutti gli scolarisonodiligenti” & equivalenteallafrase:
A. “tutti gli scolarinonsonodiligenti”

. “almenounoscolarononeé diligente”

. “nessuncscolaroe diligente”

. “almenounoscolaroe diligente”

. nessunalellerisposteprecedente esatta.

moO®

L'equazionesin2x = 2sinx e verificata:

A. perognix

B. soloperx = 2kt conk numerointeroqualsiasi
C. soloperx = kitconk numerointeroqualsiasi
D. pernessurx

E. nessunalellerisposteprecedente esatta.

Un triangolo ABC hagli angoliin B ein C di 30° e duelati di 40 cm. La suaaltezza

relativaal lato BC e ugualea:

A.10v/3cm
B.20cm

C.20v/3/3cm
D.80cm
E. nessunalellerisposteprecedente esatta.
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20. Sonodati in un pianoduetriangoli equilatericongruenti. Le isometriedel piano che
portanoil primo triangoloa sovrapporsial secondasonoin numerodi:

Al
B.2
C.3
D.6
E. nessunalellerisposteprecedente esatta.

21. Datoun sistemadi riferimentocartesianqortogonalemonometricojn un piano,le rette
paralleleallarettar : y = x e aventidistanzadar ugualea 1 hannocomeequazioni:
Aly=x+ley=x-1
B.y=x+v2/2ey=x—12/2
C.y=x+v2ey=x—+2
D.y=x+1/2ey=x—-1/2
E. nessunalellerisposteprecedente esatta.

22. Datoun sistemadi riferimentocartesianqortogonalanonometricojn un piano,l'insie-
medeipunti P = (1+t2,1+t?), ottenutoal variaredi t neireali, &:

A. unaparabola

B. unaretta

C. unasemiretta

D. unacirconferenza

E. nessunalellerisposteprecedente esatta.

23. Datoun sistemadi riferimentocartesianqortogonalemonometrico)n un piano,l'insie-
medei punti P = (x,y) verificantil'equazionex’ — 2y* = 0 &:

A. l'origine del sistemadi riferimento

B. unaretta

C. unacoppiadi retteaventi un puntoin comune

D. un’ellisse

E. nessunalellerisposteprecedente esatta.

24. Ognidiagonalali un cubodi lato 1 m misura:
A.v/2m
B.v3m
C.¥3m
D.v2m

E. nessunalellerisposteprecedente esatta.
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25. Duepiania e 3 sonotraloro perpendicolarsee solose:
A. unarettadi a & perpendicolarad unarettadi
B. ognirettadi a e perpendicolaradognirettadi 3
C. larettadi intersezionalei duepiani € perpendicolaratuttele rettedi a e
D. ognipianointersecd piania e 3 in duerettetraloro perpendicolari
E. nessunalellerisposteprecedente esatta.

26. Il luogodei puntidello spazioequidistantdaduepunti distinti :
A. unaretta
B. duesfere
C. unacirconferenza
D. unpiano
E. nessunalellerisposteprecedente esatta.

27. Dati duepunti A e B distantitraloro 5 cm, l'insieme dei punti C dello spaziotali cheil
triangoloABC siarettangolan A edabbiaareaugualea 1 cm? &:

A. I'insiemevuoto

B. duepunti

C. unacirconferenza

D. unasfera

E. nessunalellerisposteprecedente esatta.

28. Ricordiamoche la sommadei primi n numeriinteri positvi e En(n+ 1). Quindila

sommadei primi 100 numeriinteri positivi multipli di 3 e ugualea:
A. 15150
B. 5050
C. 300
D. 14850
E. nessunalellerisposteprecedente esatta.
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29. La successionay, € definitadallaformularicorsiva

ar = 10
an, = ©
+1 an
Il termineags € ugualea:
A. 1093
B. 10%
C. 110
D. —

10
E. nessunalellerisposteprecedente esatta.

30. NellaFigural6 sonorappresentatiuegrafici di funzioni.

Figural6.

Unodi essirappresentd graficodi y = f(x). L'altro rappresentd graficodi:
A y=f(—x)

B.y=-f(x)
C.y=—-f(-x)
D.y=f"(x)

E. nessunalellerisposteprecedente esatta.
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Tabelladellerisposteesatte

1/E|1l6|C
21 Cj| 17| B
3| E||18|C
4| E| 19| B
5(A | 20|D
6 D||21|C
7D 22| C
8| B 23| C
9B 24|B
10| B || 25| E
11| B || 26 | D
12| E|| 27| C
13| E|| 28| A
141 C || 29| C
15| A || 30| B
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Soluzioni

1. RisposteesattaE.
Possiamdarei conti a mente.Abbiamoinfatti: 225- 10= 2250e 2250/2 = 1125. Pertanto
225.15= 2250+ 1125= 3375.D’altronde3437— 3375= 62. Il quozientez quindi 15con
resto62.
Se fossestato permessd’uso della calcolatrice,si sarebbepotuto arrivare allo stessori-
sultatousandoil seguentealgoritmo. Dividendo 3375 per 225, si ottiene 15,.... Inoltre
225.15= 3375.Infine 3437— 3375= 62. Ma si sarebbdorseimpiegato piu tempousando
unacalcolatricechefacendd calcoliamente.
Si sarebbeotutoevitaredi farei calcoliandandgeresclusione.
Le risposteA,B e C si escludongercteil restononpud averecomeultima cifra 3 poiche un
multiplo di 225hacomeultimacifra 0 0 0 5. Rimanela rispostaD: il prodottodi 225per16
hacomeultima cifra 0 (6 x 5 = 30); allorail restodeve averecomeultima cifra 7, e quindi
nonpuo essere?2.
Commento Le divisioni con restosonostateinseritenel temal. La domandapropostae
analo@ al primo quesitodi livello basedeltemal. I| nonaver datola rispostaesattafa per
tantoscattareun campanellad’allarme. Non si ha ancoraunapadronanzalell’argomento?
La ristrettezzadi tempoha causataun errorenei calcoli? In ambedué casisi consigliadi
correrevelocementei ripari.

2. RisposteaesattaC.
Fattorizziamoambedué numeri. Abbiamo228=22.3.19 e 444=22.3.37. Il massimo
comundivisoredi 228e 444 & quindi2?- 3 = 12.
La fattorizzazionedei due numeririchiedetempo. Avremmorisparmiatotempo determi-
nandoi fattori del numeroche sembrapiu facilmentefattorizzabilee controllandoquali tra
guestisuoi fattori sonoal tempostessdfattori del secondonumero. Si notainfatti che si
ha444=4.111=2-2-3-37. In alternatva si pud usarel'algoritmo di Euclide. Abbiamo
444 =228+ 216,inoltre 228= 216+ 12. Pertantdl2 € il massimocomundivisoredi 444 e
228.
Commento Notiamoanzituttoche sarebbegravissimodarecomerispostaA o B. | duenu-
divisoree 6 o unsuomultiplo.
La domandapropostae analog al quesitodi livello basel.1.8. Vale anchein questocasoil
commentdattoperla primadomanda.

3. RisposteesattaE.
I multipli di 4 e di 6 sonodati dai multipli di 12, minimo comunemultiplo di 4 e 6. Quelli
minori di 30sonol2e 24.
Commento Nel temal ¢ inseritol'argomentomassimocomundivisore e minimo comune
multiplo. "Sapere”un concettononsignificasolamentesapernealarela definizione.Significa
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anchesapereusaretale concetto. Chi ha dato la rispostaA ha consideratd’'insieme dei
multipli di 4 e I'insieme dei multipli di 6. L'insiemedei multipli siadi 4 chedi 6 e dato
dall'intersezionelei dueinsiemi,nondall’'unione.
Correrevelocementei ripari senonsi € datala rispostaesatta.

4. RispostaesattaE.
Seil prodottodi 7 numerie negativo alloradallaregoladei segni seguecheun numerodispari
di essisononggativi.
Commento La rispostaA e errata.Seinfatti tutti i settenumerisononegativi, allorail loro
prodottoe negativo. Ma noné veroil viceversa.Discorsoanalogovale perle risposteB,C,D.
Molto probabilmentecolorochehannodatola rispostasbagliatahannoinvertito ipotesicon
tesi(o, dettoin altro modo,condizionenecessariaoncondizionesuficiente).

5. RispostaesattaA.
L’'oppostodi un numeronegativo € positvo, sommand@dessoun numeropositivo si ottiene
un NUMeropositivo.
CommentoUnaprobabilecausadi erroregil pensareehe —a, poiché vi il segno”meno”,
sianegativo. Erroreimperdonabile Non € assolutamentammessoisponderén modoerrato
aquestadomanda.

6. RisposteesattaD.
Dalog,(log;x) = 3 segueloggx = 2° = 8 e quindix = 3.
Commento Perpoterrisponderea questadomandabisognaaver capitoin profondita la de-
finizione di logaritmo. Percapirein profondit unadefinizionenon e suficienteimpararla
a memoria. Chi non ha saputodarela rispostaesattafacciaancoraun po’ di calcoli coni
logaritmi.

7. RispostaesattaD.
La rispostaA & sbagliata.Infatti 0,32 = 0,09. Erroreimperdonabileaver sceltola risposta
A. Anchela rispostaB & sbagliata.Infatti 0,812 = 0,6561< 0,9. Proprioquestultimaos-
senazioneci dice chesi ha0,81 < /0,9. Abbiamoa 0,9 = 0,81 < 0,9. Pertantopoiché
ovviamente,/0,9 < 1, la rispostaesattaé la D.
CommentoPerrisponderea questadomandae necessariconoscerda definizionedi radice
guadrata possederanminimodi inventiva. Chi hadatola rispostasbagliatadeve al piti pre-
stoporrerimedio. In particolaredeve rendersicontocheoccorrecapiremeglio le definizioni
(chemagari giaconoscek capireancheil significatodeicalcolicheesegue.

8. RispostaesattaB.
Abbiamo98075=9,8...-10% € 12783456=1,2...- 10'.
Poicte 1 < 28= < 10,abbiamo10-3 < K < 1072,
Commento Domandanon facile. Questoeserciziohalo scopodi verificarela padronanza
conle regole delle potenze.Sonoregole importantiche devono esserebeninteriorizzatein
modotale dapoterleutilizzarenei piu diversicontesti.

9. RispostaesattaB.
Abbiamo1 cm= 102 m. Pertantdl cm® = 10 ¢ m3. Seyue:
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700cm®=7-107-10°m3 =7.10"% md.
Commento Questoesercizichalo scopodi verificarela padronanzaoni fattori di corver-
sionetra unita di misurae conle regoledelle potenze.

10. RisposteaesattaB.
SihaQ=P+0,017P =1,017P.
Commento Errori sullarappresentaziondei numerie sul calcolodi percentualinon sono
ammessi.

11. RispostaesattaB.
Poicte 0 < +/a, dividendoper /a amboi membridella disequaziong/a < a otteniamo
1< /a Seuea>1.
CommentoErroregrave aver rispostoA. Bastipensare = 1. Siha,/a= 1= a. Oppuresi
pensia= 1/4. In questocasosi hay/a=1/2>1/4=a.
Chinone statoin gradodi darela rispostaesattadeve al pil prestoriguardarsia definizione
di radicequadrataconle relative implicazionie le disequazioniln effetti lo avrebbedovuto
giafare:sonoamgomentiinseriti allafine deltema2.

12. RisposteesattaE.
Non dovrebberoessercdubbi. La doppiadisequazione verificataper —3 < x < —2 e per
2 < x < 3. L'affermazioneprecedent@uod essereequivocatapercte I'uso della“e” nel lin-
guaggiocorrentee ambiguo. Non intendiamoinfatti chele due condizionisianoverificate
entrambecontemporaneamentBerevitare ambiguiti sarebbereferibilescriverela risposta
nellaforma{x: -3 <x< -2} U{x:2<x< 3}.
Commento Chi ha datounaqualsiasialtra rispostadeve riflettere con molta attenzionesul
significatoe sull’'uso del formalismorelativo alle disequazioni.Chi poi hadatola risposta
A hadatounarispostacompletamentgriva di senso.Si pudo anchesbagliaremanonsi pud
assolutamentscriverequalcosahenonhasensoLe risposteB,C e D hannosensanasono
sbagliatell numerox = —2,5 nonverificale condizioni2 < x < 3 eppuresiha4 < x> < 5. ||
numero—2,5 e quindiun controesempiallarispostaB. || numero0 € poi un controesempio
siaallarispostaC cheallarispostaD.

13. RispostaesattaE.
Poicte x2 — 1 = (x+1)(x— 1) la disequazione verificataogni qual volta trai fattorix— 1,
x+1 e 1/x ve nesonoo unoo tre positvi. Pertantda disequazione verificataogni qual
voltasiha—1 < x < 0 oppureogniqualvoltasi hax > 1.
Commento Si trattadi una semplicedisequazioneon espressionfratte. L'argomentoe’
inseritonel Tema2. Chi hadatounarispostaerratadeve swlgeremolti esercizidi questo
tipo.

14. RispostaesattaC.
Il costodi unatelefonatadi n scattie ugualea 127- n Lire. Poichke 10 minuti corrispondona
3 scattiin tariffa ordinariae a 2 scattiin tariffa seralejl costodellatelefonatae ugualea 381
Lire in tariffaordinariae 254 Lire in tariffa serale.
CommentoPoicte 10 €il doppiodi 5, in un primo momentovienein mentedi raddoppiare
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i costidellatelefonatadi 5 minuti. Bastaperd un minimo di attenzioneper capirechei costi
delletelefonatenonsonoproporzionalialle loro durate.

15. RispostaesattaA.
Il costodelnoleggio &€ ugualea’50.000+ 20.000- g+ 100- k Lire, dove g €il numeraodi giorni
ek &il numerodi chilometri. Pertantdl clientepaga 145.000Lire.
CommentoDomanddacile. Bastaporreun po’ d’attenzione.

16. RispostaesattaC.
Nel sacchettovi sonoall’inizio 20 biglie di cui 10 nere. Il bambinoha quindi probabilita
%—8 = % di estrarreunaprima biglia nera. Unavolta estrattala biglia nera,nel sacchettai-
mangonal9 biglie di cui solo9 nere. La probabilita di estrarreora unabiglia nerae quindi

ugualea 1o Pertantola probabilia che il bambinoestragg due biglie nereé ugualea
19 9

2 19 38
CommentoAnchelo studenteal qualenonsonostatiinsegnatii primi rudimentidi probabi-

litadovrebbeesserén gradodi risponderecorrettamenta questalomandancheseconuna
certadifficolta. Lo studentecheconoscegiai rudimentidi probabilia nondovrebbeinvece
incontrarealcunadifficolta.

. . . . 56
Ad ognimodola rispostaB sarebbestatagravementeerrata:infatti 38 > 1.

17. RisposteesattaB.
LarispostaA, comelarisposteC, e errata.La presenzali ancheunsoloscolaronondiligente
implica chenontutti gli scolarisonodiligenti.
CommentoDomandamolto facile.

18. RispostaesattaC.
Sappiamahesi hasin2x = 2sinxcosx perognivaloredi x.
L'equazionesin2x = 2sinx € equivalenteall’equazione2sinx(cosx— 1) = 0.
Perlaregoladi annullamentalel prodottole soluzionisonodatedalle soluzionidell'equazio-
nesinx = 0 ( chesonox = krtconk interoqualsiasike dallesoluzionidell’equazioneosx = 1
(chesonox = 2kmt conk interoqualsiasi).
Commento Senonsi haunabuonapadronanzalellatrigonometriaé facile sbagliare.Ab-
biamoinseritol'argomento‘trigonometria” nel Tema5. Anchechi nonhastudiatola trigo-
nometriaa scuoladeve assolutamentstudiarselgercontoproprio. Nei corsiuniversitarila
trigonometriaviene utilizzatasenzaspiegarla: nonvi sarannaconcesserrori su esercizidi
questatipo.

19. RisposteesattaB.
Sappiamahein untriangolorettangolo)a misuradi un catetoe ugualealla misuradell’ipo-
tenusegperil senodell’angoloadessoopposto.
La misurain centimetridell'altezzacercatae quindi ugualea 40- sin30° = 40/2.
Commento Sempliceeserciziodi trigonometria.Chi hadatounarispostaerratanon hapa-
dronanzadeirudimentidi trigonometria.Deve porreimmediatamentemedio.
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Notiamo che avremmopotutorisponderealla domandaanchesenzafare usodellatrigono-
metriaconil seguenteragionamentoPoicke gli angoliin B e C sonodi 30°, I'angoloin A
é quindidi 120°. SiaA' il puntosimmetricodi A rispettoalla rettapassantgerB e C. |l
triangoloAA'B hagli angolidi 60° e quindi € equilatero.Percd I'altezzain A deltriangolo
ABC e metadi AA, quindidi AB, cioé 20 cm.
20. RispostaesattaD.

SianoA, B,C i vertici di un triangoloe D,E,F i vertici del secondariangolo. Sceliamo
immagine del vertice A. Abbiamotre possibilia: unaperogni verticedel triangoloDEF.
Dobbiamooradeciderd’immagine del verticeB. Poicte i duetriangoli equilaterisonocon-
gruenti,abbiamaoduepossibilia: unaperognunodei duevertici chenon sonoimmaginedel
verticeA. A questopuntol'immaginedelverticeC & fissata.Abbiamoquindi 6 isometrie.

Ci si potrebbechiederedi chetipo sianole 6 isometrie. Si pud innanzituttostudiareil
casoin cui i duetriangoli coincidano.In questocasoabbiamad’identita, le rotazioniintorno
al centro(che coincidecon I'incentro, il circocentro,il baricentroe I'ortocentro)di 120° e
240 ele simmetrierispettoai tre assidel triangolo. In totaledunque seiisometrie.

Consideriamarail casoin cuii duetriangoli noncoincidano.Allora & notocheesiste
esattamentanaisometriacheportauntriangoloassgnatoin unaltroadessacongruentele
seiisometriecercatesonodatedalle seiisometriecheportanoail triangoloABC in sestesso,
composteconquell’'unicaisometriacheportail triangoloABC neltriangoloDEF.

CommentoDomandanonfacile. Provareoraarisponderella stessalomandasostituen-
doi duetriangolicongruentequilatericonduetriangolicongruentisoscelimanonequilateri.
Consideraranfineil casodi duetriangolicongruentiscaleni.

21. RispostaesattaC.

Le retteparalleleallarettar hannoequaziong = x+a. Percalcolardl valoredelparametra
scagliamoil puntoO = (0, 0) dellarettar, eimponiamochela suadistanzalallarettacercata
siaugualea 1. Otteniamaa| /v/2=1. Pertantde rettecercatehannoequazioniyy = x+ /2 e
y=X—2.

Commento Domandanon difficile di geometriaanalitica. Notiamo che si puo ottenerela
rispostafacendda figurae notandochela diagonaledi un quadratadi lato 1 & ugualea /2.

22. Risposteesatta:C.

Notiamochei punti P hannol’ascissaugualeall’ordinata. Inoltre I'ascissa(e quindi I'ordi-
nata)sonomaggiorio ugualial. | puntiP sonoquindipuntidellasemirettaappartenentalla
rettay = x, aventeoriginenelpunto(1, 1) e contenent@eresempiadl punto(2,2). Viceversa,
ogni puntodi tale semirettae puntodel tipo (1+t2,14t2). Infatti un puntogenericadi tale
semirettehacoordinate(a, a) cona > 1. Si haquindia= 1+t? ponendd = va— 1.
CommentoMolte volte 'apparenzanganna:i termini 1+ t2 possondrarrein inganno.Chi
hadatola rispostaA si puo consolaregpensanda@hequestae la rispostadi solito sceltadalla
maggioranzalegli studentiuniversitaridel primoanno.
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23. RispostaesattaC.
Sihax? —2y? = (x4 v/2y)(x— v/2y). Dallaleggedi annullamentalel prodottosegue che
I'insiemedellesoluzionidell’equazione datodall’insiemedei puntidellarettax + /2y = 0
e dallinsiemedei punti dellarettax — /2y = 0. Si trattadi duerettechesi incontranonel
punto(0,0).
CommentoLa domandanon & facile per coloro che, e sonola maggioranzanon sonoabi-
tuatia manggiareequazionin piu variabili. Un po’ di attenziongpermetteper di risolvere
problemimai affrontatiin precedenzalei corsi universitarivengonospessass@natipro-
blemiche,sebbenaontrattatiin precedenzgyosson@ssereisolti conun po’ di attenzione
einventiva.

24. RispostaesattaB.
Si consideriunadiagonaledi unafacciadel cubo. Essamisuray/2. Si applichi quindi il
teoremadi Pitagoraad un triangolorettangoloaventeper catetiunadiagonaledi unafaccia
delcuboe unlato del cuboe peripotenusainadiagonaledel cubo.
Commento Sebbenda geometriadello spaziosia spessdrascuratanelle scuolesecondarie
superiori,questadomandaion & molto difficile.

25. RispostaesattaE.
Commento Tra gli agomentiinseriti nel Tema4 (geometria)vi e tral'altro la perpendico-
larita tra due piani. Consigliamoquindi di prendereun qualsiasitestoe andarea cercarela
definizionedi perpendicolard tra due piani. Chi non hasaputodarela rispostaesattadeve
rivederecon curaquestoe gli altri argomentidi geometriadello spazioindicati nel Temad4.
Quasitutti i corsiuniversitariconsideranmoti questiargomenti.

26. RisposteesattaD.
Il luogodeipuntiequidistantdaduepuntidistinti A e B € datodal pianopassantgeril punto
mediodi A e B perpendicolarallarettapassant@erA e B.
Commento Perrisponderea questadomandae necessari@vere unadiscretavisionedello
spazio.

27. RisposteaesattaC.
Affinchéi triangoli ABC sianorettangoliin A, i punti C devono apparteneral pianoTt pas-
santeper A perpendicolaralla rettaAB. Affinche I'areadel triangolosiaugualea 1 cn? i
punti devonoapparteneralla circonferenzacontenutan Tt di centroA e raggiougualea 2/5
cm.
Commento Domandaassolutamentaon facile. Perrisponderead essae necessari@avere
unavisionedello spaziomolto buona.

28. RispostaesattaA.
Abbiamo:

1
3+6+9+...4+297+300=3(1+2+3+...499+100) = 3- 5100~ 101= 15150

CommentoLa domandanon ¢ difficile sesonostatianalizzaticoncurai quesitie le relative
soluzioniassgnatinel secondaapitolo. Avetepresoallaleggerail secondaapitolo?Male.
Riguardatelaconcurae poi provatearifaretuttoil test.
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29. RispostaesattaC.

1 1 1 1
Abbiamoa; =10, ap = — = — =—=—=10,....
1 , A2 a 10,8.3 a 1—]b y

| terminidi indice pari sonougualia 1—10 e quellidi indicedisparisonougualia 10.
CommentoDomandanonmoltodifficile purdi averbencompresadl significatodellaformula
ricorsiva.

30. RispostaesattaB.
| duegrafici sonosimmetricirispettoall’assedellex.
CommentoLa domandanoneé difficile. E’ simile al Quesito5.2.10.

76



